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Prólogo 


El propósito de este libro sigue siendo, como en la primera edición (en inglés), proporcionar a los 
alumnos que inician sus estudios de cálculo una serie de problemas representativos, resueltos con todo 
detalle. Por sus características será asimismo de gran utilidad para los estudiantes de ciencias e ingeniería 
que necesiten consultar o repasar conceptos fundamentales de la teoría y encontrar el modo de resolver 
ciertos problemas, relacionados con alguna aplicación práctica. Por otra parte, al figurar en esta edición 
demostraciones de los teoremas y deducciones de las fórmulas de derivación e integración, junto con 
una amplia relación de problemas resueltos y propuestos, también se puede utilizar como libro de texto 
para desarrollar un curso de cálculo. 

La disposición del libro es, en líneas generales, análoga a la de la edición anterior. Cada capítulo 
comienza por establecer las definiciones, principios y teoremas de los temas a tratar en él. Los ejemplos 
ilustrativos y los problemas resueltos que figuran a continuación se han seleccionado no solo con el objeto 
de ampliar o completar la teoría, sino también con el de que el alumno adquiera práctica en la formula¬ 
ción y resolución de problemas; para que éste pueda aplicar repetidamente los principios fundamentales 
y para que la enseñanza sea verdaderamente eficaz; para prevenirle ante las dificultades con que normal¬ 
mente se tropieza el principiante y, finalmente, para mostrar el amplio campo en el que el cálculo tiene 
aplicación. En la explicación de los problemas resueltos se incluyen numerosas demostraciones de teo¬ 
remas y se razonan, detalladamente, los resultados. Para sacar el máximo partido de este libro, bien se 
utilice como texto suplementario, bien como texto propiamente dicho, es necesario estudiar detenida¬ 
mente los problemas resueltos. En cada uno de ellos hay algo que aprender y lo más práctico será que 
el alumno los vuelva a resolver él solo, justificando los sucesivos pasos o etapas de los mismos. De esta 
forma no se encontrarán grandes dificultades para resolver la mayor parte de los problemas propuestos. 

El aumento de, aproximadamente, un cincuenta por ciento, que ha experimentado el contenido de 
esta edición se debe, solo en parte, a las adiciones reseñadas anteriormente. Otras innovaciones que me¬ 
rece la pena destacar son el estudio más completo del concepto de límite, de la continuidad de funciones 
y de las series infinitas, así como la introducción más extensa que se ha dado a los vectores en el plano 
y en el espacio. 

Con objeto de que la parte en que se exponen las aplicaciones más elementales de la integración, 
como son el cálculo de áreas, volúmenes, etc., se pueda estudiar en orden de capítulos diferente al que 
aquí aparece, estos han sido expuestos de forma que en su mayor parte se puedan asimilar, una vez es¬ 
tudiados los seis primeros. Así, quienes utilicen este texto como libro de consulta o suplemento, encon¬ 
trarán pocas dificultades para acomodarlo a sus necesidades. 

El autor quiere aprovechar la oportunidad de poder expresar su gratitud a la Schaum Publishing 
Company por su magnífica cooperación. 


Frank Ayres, Jr. 




TABLA DE MATERIAS 


Págs. 

Capítulo 1 VARIABLES Y FUNCIONES. . . I 

Capítulo 2 LIMITES../.; 9 

Capítulo 3 CONTINUIDAD. 18 

Capítulo 4 DERIVADA. 22 

Capítulo S DERIVACION DE FUNCIONES ALGEBRAICAS. 28 

Capítulo 6 DERIVACION DE FUNCIONES IMPLICITAS. 35 

Capítulo 7 TANGENTE Y NORMAL. 37 

Capítulo 8 MAXIMOS Y MINIMOS. 42 

Capítulo 9 , PROBLEMAS DE APLICACION DE MAXIMOS Y MINIMOS. 50 

Capítulo 10 , MOVIMIENTO RECTILINEO Y CIRCULAR. 54 

Capítulo 11 ^ VARIACIONES CON RESPECTO AL TIEMPO. 57 

Capítulo 12 J DERIVADA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS... 60 

Capítulo 13 DERIVADA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS. 66 

Capítulo 14 DERIVADA DE LAS FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS. 69 

Capítulo 15 DERIVADA DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS. 75 

Capítulo 16 REPRESENTACION DE CURVAS EN FORMA PARAMETRICA. 79 

Capítulo 17 CURVATURA. 81 

Capítulo 18 VECTORES EN EL PLANO. 86 

Capítulo 19 MOVIMIENTO CURVILINEO.. 94 

Capítulo 20 COORDENADAS POLARES. 100 

Capítulo 21 TEOREMAS DEL VALOR MEDIO. 108 

Capítulo 22 FORMAS INDETERMINADAS. 114 

Capítulo 23 DIFERENCIALES. 119 

Capítulo 24 TRAZADO DE CURVAS. 123 

Capítulo 25 f ~~\FORMULAS FUNDAMENTALES DE INTEGRACION. 129 

Capítulo 26 INTEGRACION POR PARTES. 138 

Capítulo 27 . INTEGRALES TRIGONOMETRICAS. 143 

Capítulo 28 CAMBIOS DE VARIABLES TRIGONOMETRICOS. 147 

Capítulo 29 INTEGRACION POR DESCOMPOSICION EN FRACCIONES SIMPLES.. 150 

Capítulo 30 DIVERSOS CAMBIOS DE VARIABLE. 154 

Capitulo 31 INTEGRACION DE FUNCIONES HIPERBOLICAS. 157 

Capítulo 32 APLICACIONES DE LAS INTEGRALES INDEFINIDAS. 159 

Capítulo 33 f INTEGRAL DEFINIDA. 162 

Capítulo 34 ‘CALCULO DE AREAS PLANAS POR INTEGRACION. 170 

Capítulo 35 . VOLUMENES DE SOLIDOS DE REVOLUCION. 176 

Capítulo 36 . VOLUMENES DE SOLIDOS DE SECCION CONOCIDA. 180 





































Págs. 

Capitulo 37 - CENTRO GEOMETRICO.—AREAS PLANAS Y SOLIDOS DE REVOLUCION. 183 

Capítulo 38 , MOMENTO DE INERCIA— AREAS PLANAS Y SOLI DOS DE REVOLUCION. 189 

Capítulo 39 PRESION DE LOS FLUIDOS. 193 

Capítulo 40 TRABAJO MECANICO. 196 

Capítulo 41 LONGITUD DE UN ARCO. 199 

Capítulo 42 AREA DE LA SUPERFICIE DE REVOLUCION. 202 

Capítulo 43 CENTRO GEOMETRICO Y MOMENTO DE INERCIA.—ARCOS Y SU¬ 
PERFICIES DE REVOLUCION. 205 

Capítulo 44 AREA PLANA Y CENTRO GEOMETRICO DE UN AREA.—COORDE¬ 
NADAS POLARES. 207 

Capítulo 45 LONGITUD Y CENTRO GEOMETRICO DE UN ARCO —AREA DE UNA 

SUPERFICIE DE REVOLUCION.—COORDENADAS POLARES. 211 

Capítulo 46 INTEGRALES IMPROPIAS. 214 

Capítulo 47 SUCESIONES Y SERIES. 219 

Capítulo 48 CRITERIOS DE CONVERGENCIA Y DIVERGENCIA DE LAS SERIES 

DE TERMINOS POSITIVOS. 224 

Capítulo 49 SERIES DE TERMINOS NEGATIVOS. 230 

Capítulo 50 ALGEBRA DE LAS SERIES.. 233 

Capítulo 51 SERIES DE POTENCIAS. 237 

Capítulo 52 DESARROLLO EN SERIE DE POTENCIAS. 242 

Capítulo 53 FORMULAS DE MACLAUR1N Y TAYLOR CON RESTOS. 248 

Capítulo 54 CALCULOS CON SERIES DE POTENCIAS. 251 

Capítulo 55 INTEGRACION APROXIMADA. 254 

Capítulo 56 DERIVADAS PARCIALES. 258 

Capítulo 57 DIFERENCIALES Y DERIVADAS TOTALES. 263 

Capítulo 58 FUNCIONES IMPLICITAS. 270 

Capítulo 59 CURVAS Y SUPERFICIES EN EL ESPACIO. 273 

Capítulo 60 DERIVADAS SEGUN UNA DIRECCION.—MAXIMOS Y MINIMOS. 278 

Capítulo 61 VECTORES EN EL ESPACIO. 283 

Capítulo 62 DERIVACION E INTEGRACION VECTORIAL. 294 

Capitulo 63 * INTEGRALES DOBLE E ITERADA.;. 305 

Capítulo 64 , CENTRO GEOMETRICO Y MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS PLA¬ 
NAS.—INTEGRAL DOBLE. 311 

Capítulo 65 * VOLUMEN LIMITADO POR UNA SUPERFICIE —INTEGRAL DtDB^E... 316 

Capitulo 66 -> AREA DE UNA SUPERFICIE —INTEGRAL DOBLE. 319 

Capítulo 67 ^ INTEGRAL TRIPLE. 323 

Capítulo 68 CUERPOS DE DENSIDAD VARIABLE. 331 

Capítulo 69 ECUACIONES DIFERENCIALES. 335 

Capítulo 70 ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN. 340 

INDICE. 344 



































Capítulo 1 


Variables y fundones 


EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES está formado por el de los números racionales (enteros 
positivos y negativos, cero y los fraccionarios de la forma ajb siendo ay b números enteros) y el 
de los números irracionales (de infinitas cifras decimales, como por ejemplo Vi — 1,4142... 
y 7r = 3,14159. .. que no se pueden expresar como una relación entre enteros). 

El álgebra de los números complejos no juegan aquí papel alguno y como no puede haber con¬ 
fusión siempre que se hable de un número, se sobrentenderá que se trata de un número real . 


EL VALOR ABSOLUTO O NUMERICO (\N\) de un número (real) N se define por: 

\N\ = N si N es cero o un número positivo, 

\N\ =- — N si N es un número negativo. 

Por ejemplo, 

I3| = 1-31 =3, |3 — 5| = |5 — 3| =2, 

I* — a\ = x — a si x Ss a y \x — a\ = a — x «i x < a. 

En general, si a y b son dos números cualesquiera, 

— \a\ < a < |¿r| 

l«±*l = l*±«l; \ab\ = |a|-|6|; f = £. * * 0; 

\a + b\> \a\ — |¿|; \a — b\ < \a\ + |¿|; 

\a + b\ < \a\ + |¿|; \ a — b\ > \a\ — \b\. 


UNA ESCALA NUMERICA es una representación gráfica de los números reales por medio de los puntos 
de una recta. A cada número le corresponde un solo punto de la recta y recíprocamente. Por tanto, 
los vocablos número y punto (en una escala numérica) se pueden utilizar indistintamente. 

Para establecer una escala numérica sobre una recta hay que efectuar las siguientes operaciones: 
(i) tomar un punto cualquiera de ella como origen (asignándole el 0), (ii) elegir un sentido positivo 
(se indica por medio de una flecha) y (iii) con una unidad de medida adecuada situar el punto +1 
a una distancia del 0 igual a dicha unidad. Los números (puntos) N y —N están a ambos lados 
de 0 y a \N\ unidades de él. 

-1-1-1-1-1—H-1-1-1—I-1-H-1-► 

-4 -3 —5/2 -2 -8/2 -1 0 1/2 1 V5 * 3* 4 
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Si a y b son dos números diferentes, a < b significa que a está situado a la izquierda de b en la 
escala, mientras que a > b quiere decir que a está a la derecha de b. 

El segmento dirigido de a a b viene representado por b — a, siendo negativo si a > b y posi¬ 
tivo si a < b. En cualquiera de estos casos, b está a una distancia de a igual a \b — a\ = |a — b |. 


INTERVALOS FINITOS. Sean ay b dos números tales que a < b. El conjunto de todos los números x 
comprendidos entre a y b recibe el nombre de intervalo abierto de o a A y se escribe a < x < b. 
Los puntos a y b reciben el nombre de extremos del intervalo. Un intervalo abierto no contiene 
a sus extremos. 

El intervalo abierto a < x < b junto con sus extremos ay b recibe el nombre de intervalo ce - 
rrado de a a A y se escribe a <¡ x < b. 


- 0 - 0 — 

a b 

intervalo abierto: a < x < b 


-• - •- 

a b 

intervalo cerrado: a — x — b 


INTERVALOS INFINITOS, Sea a un número cualquiera. El conjunto de todos los números jc tales que 
x < a recibe el nombre de intervalo infinito. Otros intervalos infinitos son los definidos por x <; a, 
x > a y x ;> a. 

(Ver Problemas 1-2.) 


CONSTANTE Y VARIABLE. En la definición del intervalo a < x < b: 

(i) cada uno de los símbolos ay b representan un solo número que se denomina una constante. 

(ii) el símbolo x representa un número cualquiera del conjunto de números y se denomina va¬ 
riable. 

El campo de variación de una variable es otra característica del conjunto de números que ella 

representa. Por ejemplo: 

(1) si x es un libro de un conjunto formado por diez volúmenes, el campo de variación de x es 
el conjunto formado por los números enteros 1, 2, 3,..., 10. 

(2) Si x es un día del mes de julio, su campo de variación estará formado por el conjunto de nú¬ 
meros 1, 2, 3,..., 31. 

(3) Si x es la cantidad de agua (en litros) que se puede sacar de un depósito lleno de diez litros, 
su campo de variación es el intervalo O < x < 10. 


LAS DESIGUALDADES, como por ejemplo 2x — 3 > 0 y x® — 5x — 24 < 0, también definen inter¬ 
valos sobre una escala numérica. 

Ejemplo 1: Resolver la desigualdad (a) 2x — 3 > 0, ( 6 ) x 1 — 5x — 24 < 0. 

(a) Se resuelve 2x — 3 = 0 y se obtiene x = 3/2; consideramos los intervalos x < 3/2 y x > 3/2. Para un valor 
cualquiera de x del intervalo x < 3/2, tal como x = 0, se verifica 2x — 3 <0; para un valor cualquiera de x del 
intervalo x > 3/2 tal como x = 3, se verifica 2x — 3 > 0. Por tanto, 2x — 3 > 0 para todo valor de x perte¬ 
neciente al intervalo x > 3/2. 

(b) Se resuelve x* — 5x— 24 = (x + 3)(x — 8 ) = 0 y se obtiene x = —3 yx = 8 ; consideremos los intervalos 
x < —3, —3 < x < 8 , x > 8 . Ahora bien x* — 5x — 24 > 0 para todos los valores de x pertenecientes a los 
intervalos x < —3 y x > 8 . Por otra parte x* — 5x — 24 < 0 para los valores del intervalo — 3 < x < 8 . 
Por tanto, x* — 5x — 24 < 0 en el intervalo —3 < x < 8. 


(Ver Problema 3.) 
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FUNCION DE UNA VARIABLE. Se dice que una variable y es función de otra x, cuando ambas están 
relacionadas de forma que para cada valor de x perteneciente a su campo de variación le corresponde 
un valor de y. La variable y , cuyo valor depende del que tome x, recibe el nombre de variable de¬ 
pendiente, mientras que x es una variable independiente . La relación que liga a la función con la 
variable puede ser una tabla de valores en correspondencia (por ej., una tabla de logaritmos), una 
gráfica o una ecuación. 


Ejemplo 2 : 

La ecuación x 2 — y — 10, siendo x la variable independiente, asigna un valor a y para cada valor que se dé a x. 
La función definida es y = x 2 — 10, La misma ecuación, tomando a y como variable independiente, hace correspon¬ 
der dos valores de x con cada uno de los que se den a y. Por tanto, se pueden definir dos funciones de y : x = \f\0+ y 
y x = — V 10 + y. 


Algunos autores definen a y como función de x, cuando a cada valor de x, perteneciente a su 
campo de variación, le corresponde uno o más valores de y. Así, pues, en el Ejemplo 2, y es una 
función uniforme de x, mientras que x es una función multiforme de y. Sin embargo, en el Cálculo, 
es conveniente descomponer las funciones multiformes en dos o más funciones uniformes. 

Por ello, la definición que hemos dado de función lleva implícita esta propiedad de uniformidad. 

El símbolo /(x) se lee «función de x» o bien / de x, pero nunca «/ veces x». Si en un mismo 
problema intervienen otras funciones de x se emplearán letras diferentes para denominarlas: g(x), 
h(x\ F(x\ 0(x), ... 

Para poder estudiar una función y = /(x) se necesita siempre conocer el campo de variación 
de la variable independiente, que también recibe el nombre de dominio de definición de la función. 


Ejemplo 3: 

(a) La función/(*) = 18* — 3x* está definida para todo valor de x; 
es decir, que siempre que x sea un número real, 18* — 3 * 2 tam¬ 
bién lo es. Por consiguiente el campo de variación de * o domi¬ 
nio de definición de la función está formado por el conjunto de 
los números reales. 


( 6 ) Si el área de un rectángulo determinado viene dada por 
y — 18* — 3* 2 , siendo * uno de sus lados, tanto * como 
18* — 3* a deben ser positivos. De la figura adjunta o bien del 
Problema 3 (a) se deduce que el dominio de definición es el 
intervalo 0 < * < 6 , 


(c) El dominio de definición de la función y = x 2 — 10 del Ejem¬ 
plo 2 es el conjunto de los números reales. En las funciones 
x — \/\0 + y y * = — \/l 0 + y es necesario que 10 + y > 0 ; 
por tanto, el dominio de definición de cada una de ellas es 
y > — 10 . 



Se dice que una función /(x) está definida en un intervalo, cuando lo está en un punto cualquiera 
de dicho intervalo. 

Si /(x) es una función de x y a es un valor de su dominio de definición, la expresión/(a) significa 
el valor numérico obtenido al sustituir x per a en /(x) o sea el valor que toma f(x) cuando x — a. 


Ejemplo 4: Si /(*) = x 3 — 4* + 2, tendremos 

/(]) = (I) 3 — 4(1) + 2 = 1-4 + 2=—1, 

f{ — 2) = (—2)* — 4(—2) + 2 = — 8 + 8 + 2 = 2, 
fia) = a 3 — 4a + 2, etc. 


(Ver Problemas 4-13.) 
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UNA SUCESION INFINITA es una función de una variable (representada normalmente por n) cuyo 
campo de variación está formado por el conjunto de los números enteros positivos. Por ejemplo, 

cuando n va tomando los valores 1, 2, 3, 4, . . la función —^——- da lugar a la sucesión de térmi- 

w -j- 1 

nos h i, La sucesión se denomina infinita para indicar que no tiene último término. 


El término 


de la sucesión anterior recibe el nombre de término general o término enésimo . 

1 


n 4- 1 

Una sucesión se representa por su término general encerrado entre llaves 

1 


/i 4- 1 


o bien indican¬ 


do algunos de los términos que la componen, 


n 4- 1* 


(Ver problemas 14-15). 


Problemas resueltos 


1. Enunciar y dibujar los intervalos: (a) —3 < x < 5, (b) 2 < x < 6, Ce) 

(a) Todos los números mayores que —3 y menores que 5. - 

(b) Todos los números igual o mayor que 2 e igual o menor que 6. 

(c) Todos los números mayores que —4 e igual o menor que 0. 


< x < 0, (d) x > 5, (e) jc < 2. 


-3 


2 


-4 0 

Este intervalo finito que contiene a uno de sus extremos, recibe el nombre de intervalo semiabierto. 


(d) Todos los números mayores que 5. 

(e) Todos los números igual o menor que 2. 


2. Enunciar y dibujar los intervalos: 

(a) \x\ <2; (b) |jc| > 3; (c) |* — 3| < l; (d) \x — 2| < <5, 6 > 0; (e) 0 < |x + 3| < <5, 6 > 0. 

(a) Intervalo abierto — 2 < x < 2. -O O- 

-2 2 

( b ) Dos intervalos infinitos: x < —3 y x > 3. -o 

(c) Intervalo abierto que contiene al punto 3. Para hallar los extremos hacemos x — 3 = 1, con lo cual, x = 4 y 

3 — x — 1, de donde x = 2. (Hay que tener en cuenta que |jc — 3| — x — 3 ó 3 — x según el valor de x) Los 

extremos son 2 y 4 y el intervalo es el 2 < x < 4. Obsérvese que el intervalo está formado por todos los puntos 
cuya distancia a 3 sea menor que 1. 

-O- l o- 

2 8 4 


(d) Siendo <5 un número positivo dado, el intervalo 2 —<5 <jc< 2 + <5 está formado por todos los puntos cuya dis¬ 
tancia a 2 sea menor que ó. Este intervalo es un entorno del punto 2. 

- Q I O-——- 

2 — i 2 2 + 8 

(e) La desigualdad \x + 3| < ó define el intervalo — 3 — d < x < — 3 4- ó que contiene al punto — 3. La condición 
0 < \x 4- 3| implica que x=£ —3. Por tanto, el campo de variación de x está formado por los dos intervalos abier¬ 
tos —3 — ó < x < —3 y —3 < x < — 3 4- ó. Los dos intervalos constituyen el entorno reducido del punto — 3. 


-3-8 


-O- 

-3 


^ 3+7 
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3. Resolver las desigualdades: (a) 18* — 3* 2 > 0, ( b ) (* + 3) (*— 2) (*— 4) < 0, (r) (* + l)*(x— 3) > 0. 

(a) De la igualdad 18* — 3* 2 = 3*(6 — *) = 0, se deduce, * = 0 y * = 6; a continuación, se determina el signo 
de 18* — 3* 2 para los valores de * pertenecientes a los intervalos * < 0, 0 < * < 6 y * > 6. La desigualdad se 
verifica para los valores de * comprendidos en el intervalo 0 < * < 6. 

( b ) Una vez determinado el signo de (* + 3) (* — 2) (* — 4) en cada uno de los intervalos * < —3, —3 < * < 2 > 
2<*<4y*>4, se llega a la conclusión de que la desigualdad se satisface para todos los valores de * de los 
intervalos * < —3 y 2 < * < 4. 

(c) Los intervalos que se deben estudiar son * < —1, —1 <*<3y*>3. La desigualdad se cumple para * > 3. 
Obsérvese que como (* + l) a > 0 para todos los valores de *, no es preciso tenerlo en cuenta. ¿Se podría decir 
lo mismo del factor (* + J) a ? 


4. Dada/(*) = hallar/(0),/(-J),/(2 a ),/(!/*),/(* + h). 


/( 0 ) = 


0 — 1 
0 + 2 


_1_ 

V 


/(-1) = 


—I — J 

1 + 2 


2 

V 


f(2a) = 


2a — 1 
4*^+2'’ 


/O/*) = 


I/* — 1 
I/* 2 + 2 


* — *- 
"l +2*^ 


* + h — 

“ Tx~+~hy+'2 


x + h — 1 
*~ + 2hx + h 2 ~+ 2 


5. 


Si/(*) = 2 r , demostrar que ( a)f(x + 3) —/(* — 1) ^-y/í*) 
(a) f(x + 3) —f(x — I) = 2' + 3 - 2— = 2'(2 3 - i) = ~f(x) 


V (b) 


f(x + 3) 


(b) 


f(x- 1) 

f(x + 3) 
(jc— 1) 


=/(4). 

?r + 3 

= +r = 2« =/(4). 


6. Si /(*) = log fl 1/*, demostrar que (a) /(a 3 ) = —3 y ( b ) f(a~ 11 *) = J/r. 

(o) f(a z ) = log 0 1/a 3 = loga a ~* = —3 ( b ) f{a~ llt ) — loga \fa~ 1} * = log (I a 1/J = 1 ¡ 2 . 


7. Si /(*) = loga* y F{ 2 ) = a*, demostrar que F(f(x)) =f(F(x)). 
F(f (*)) = F(loga *) = a'°v - * - loga a" =/(**) =f(F(x)). 


8. Determinar el campo de variación de Ja variable independiente * en las funciones siguientes: 

(a) y = ■%/4 — * 2 , (b) y = \/* 2 — 16 , (c) y = -~-2 9 ^ y = ^ y ^ — 2 * 4 - 

(a) Como y debe ser real, 4 — ** > 0, o sea, * 2 < 4; el campo de variación de * es el intervalo —2 < * < 2 o bien 
|*| < 2. Es decir,/(*) = \/~4 — * 2 está definida en el intervalo —2 < * < 2 y solo en él. 

(b ) En este caso * 2 — 16 > 0 o bien * a > 16; el campo de variación de * está formado por los intervalos * < —4 
y x > 4, o bien |*| > 4. 

(c) La función está definida para todos los valores de * excepto para * = 2. El campo de variación de * se puede 
expresar por * < 2, * > 2 o por * ^ 2, 

(d) La función está definida para * ^ ± 3. 

(e) Como * 2 + 4 + 0 para todo valor de *, el campo de variación de * es el conjunto de los números reales. 


9. Representar gráficamente las funciones definidas por: 

/(*) = 5 cuando 0 < * < 1 /(*) = 10 cuando 1 < * < 2 

/(*) = 15 cuando 2 < * < 3 /(*) = 20 cuando 3 < * < 4 etc. 

Determinar los campos de variación de * y de y = /(*). 
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La función /(jc) representa el coste (en unidades arbitrarias) de la franquicia de correos por el interior para el envío 
de un peso jc (en unidades arbitrarias). El campo de variación de jc es el intervalo x > 0 y el de y = /(jc), es el conjunto 
formado por los números 5, 10, 15, 20,... 


10. Para proteger un terreno rectangular se precisaron 2 000 m de alambrada. Si una de las dimensiones es x m, expresar 
el área, y (m 2 ), en función de x. Determinar el campo de variación de x . 


Como una de las dimensiones es x , la otra será J(2 000 — 2x) = 1 000 — jc. 
El área es y = jc(I 000 — x) y el campo de variación de x es 0 < jc < 1 000, 


11. Expresar la longitud / de una cuerda de una circunferencia de 8 cm de radio en 
función de su distancia x cm al centro de la misma. Determinar el campo de 
variación de x. 

De la Fig. 1-3 se deduce, J/ — V 64 — x 2 y / = 2\/ 64 — x *. 

El campo de variación de x es el intervalo 0 < x < 8. 



Fig. 1-3 


12. En cada uno de los vértices de una placa cuadrada de estaño de 12 cm de lado, 
se cortan pequeños cuadrados de x cm de lado, doblándose a continuación los 
bordes hacia arriba para formar una caja abierta. Expresar el volumen V (cm 8 ) 
en función de x y determinar el campo de variación de cada una de las variables. 

La base de la caja es un cuadrado de (12 — 2*) cm de lado y su altura es 
de x cm. El volumen, V — jc(12 — 2jc) 8 = 4jc(6 — jc) a . El campo de variación de jc 
es el intervalo 0 < x < 6. 

A medida que aumenta jc, dentro de su campo de variación, también lo 
hace V hasta un determinado valor para luego disminuir. Así pues, de todas las 
cajas que se pueden construir hay una, Af, de volumen máximo. Para deter¬ 
minar Af es preciso conocer el valor de jc para el cual V comienza a disminuir. 
Este problema se resolverá en un capítulo posterior. 


ot 

X 



l 

64 

12-2* 






Fig. 1-4 


13. Si f(x ) = jc 2 + 2jc, hallar — í^~ e interpretar el resultado. 

h 

f(a + h)—m [(a + A) a + 2(a 4- A)] — (a a + 2a) 

A A 

= 2a + 2 h 


Sobre el gráfico de la función (Fig. 1-5) situamos los puntos P y Q cuyas 
abscisas respectivas son a y (a + /r). La ordenada de P es f(a) y la de Q es f(a -f A). 
Por tanto, 


/(a+ *)-/(«) 

h 


diferencia de ordenadas 
diferencia de abscisas 

pendiente de PQ 
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14. Escribir los cinco primeros términos de cada una de las siguientes sucesiones: 

(a) | 1 — ^ j. Tendremos s n = 1 — ~; por tanto s l = 1 — —= ~ 


j» = 


2*2 4 * * 


. 1 ~ A * S * “ ^ 


2*3 


2*4 8 ’ 


y S 6 = 9/10. Los términos pedidos son 1/2, 3/4, 5/6, 7/8, 9/10. 
(b) {(— \) n+l 1 , | Tendremos s H = (— 1)* — r = 1/2, 


3/i — 1 ) 
** - (-1)* 


3*1 — 1 


= -1/5, J,-(-!)« 


= 1/8, 


3*2 — 1 ' 3*3 — 1 

Si — —1/11, Si = 1/14. Los términos pedidos son 1/2, —1/5, 1/8, —1/11, 1/14. 

(O | 1 Los términos son 1, 4/5, 3/5, 8/17, 5/13. 


(d) (-1 


. Los términos son 


1 —2 


(n 4* l)(n 4- 2) 2*3’ 3*4’ 4*5’ 5*6* 6*7 

(e) HK —l) 11 + 1]}. Los términos son 0, 1, 0, 1, 0. 

15. Escribir el término general de cada una de las siguientes sucesiones: 

(a) 1.-1/3, 1/5, 1/7,1/9,... 

Los términos son los recíprocos de los números impares positivos. El término general es 


2/i — 1 ’ 


(b) 1.—1/2, 1/3, —1/4, 1/5_ 

Prescindiendo del signo, se trata de los recíprocos de los enteros positivos. El término general es 

(_d»+i-L o (—i)"-* —. 
n /i 

(c) 1, 1/4, 1/9, 1/16, 1/25. 

Los términos son los recíprocos de los cuadrados de los enteros positivos. El término general es 1/n*. 


id) 4, 


1*3 1*3*5 1 *3*5*7 


2 ’ 2*4* 2-4*6* 2 -4 * 6 • 8 * ** 
(e) 1/2,-4/9,9/28,-16/65. 


El término general es 


1 *3 *5...(2/i— 1) 
2*4*6... (2n) * 


Sin tener en cuenta el signo, los numeradores son los cuadrados de los enteros positivos, y los denominadores son 
los cubos de dichos enteros incrementados en una unidad. El término general es (—l)" +l 


16. Demostrar que si a y b son dos números cualesquiera, \a 4- b\ < \a\ + | 6 j. 

Consideremos los siguientes casos: (a)a y b ambos positivos, (b) a y b ambos negativos, (c) a y b uno positivo y otro 
negativo. 

(a) Como \a\ = a, \b\ = 6 , y a 4- b es cero o un número positivo, tendremos 

\a 4- b\ = a 4 - b = \a\ 4- \b\ 

(b) Como | a\ = — a t \b\ = — 6 , y a 4- b es negativo, tendremos 

\a + b\ = —(a 4- b) — —a 4- (— b) — \a\ 4- \b\ 

... s 

(c) Supongamos a >*0 y b < 0; entonces \a\ = a y |A| = —6. 

Si \a\ > | 6 |, entonces \a 4- b\ — a 4 - b < a — b = |a| 4- | 6 |. 

Si | a\ < | 6 |, entonces \a 4- b\ = — a — b < a — b ~ tal 4- | 6 |. 

Si \a\ = ¡ 6 |, entonces \a 4 - b\ = 0 < |a| 4- | 6 |. 

Por tanto, sio>0y6<0osio<0y6>0, entonces \a 4- b | < \a\ 4- | 6 |. 
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Problemas propuestos 


17. Representar cada uno de los intervalos siguientes: 

(a) —5<jc< 0 (c) -2 «*<3 (e) |*| < 3 ( g ) |* —2|<* (i) 0 < |* — 2| < 1 (A) \x-l\>\ 

(A) x < 0 (d) x> 1 (/) |*| > 5 (A) |* + 3| > 1 (/) 0 < |jc + 3| < i 

18. Si /(*) = ** — 4x + 6. hallar (o) /(O), (A)/(3), (<•) /(—2). So/, (o) 6, (A) 3, (c) 18 

Probar que /(*) =/(7/2) y /(2 — A) =/(2 + A). 

19. Si /(*) = -^=-í-, hallar (a) /(O), (6) /(l), (c)/(-2). So/, (o) -1. (A) 0, (c) 3 
Probar que /(1 /a:) = —/(a:) y /(— 1/*) = 

20. Si f{x) ~ x* — x f demostrar que f(x + 1) =/(— x). 

21. Si f(x) = 1/a:, demostrar que f(a) —/(A) = / —j. 

22. Si y — /(a:) = (5* + 3)/(4a:— 5), demostrar que x =f(y). 

23. Determinar el dominio de definición de cada una de las funciones siguientes: 

ta) * = *' + . (.>,-V7=4 <*>* = 5=55+1) 

<»>, = V7+« <«» = ;f3 <fl»=^t= 

So/. (a), (ó), (*) todos los valores de at; (c) \x\ >2; (¿0 * # —3; (e) a: ^ —i, 2; (/) —3 < x < 3; (A) 0 ^ a: < 2 

24. Hallar ^ —((&_* siendo: ( a ) /(a:) =- —para a ^ 2, o + A ^ 2; (A) /(ac) = V a: — 4 para 

A a: — 2 


a > 4, a + A > 4; ( c)f(x ) = ——y para o # —1, a + h ^ —1. 


-1 


SoL (o) (o — 2 )(o + h — 2)’ 


(A) 


y/a + A — 4 + y/tt—~Á 
25. Escribir los cinco primeros términos de cada una de las sucesiones 


<«> 


(a + l)(o + A + 1) 


(a) 


(A) 


K 1 } 

{ w(n + 1)} 


(c) {o + (n — l)d} 


(d) {(-!)■♦* w- 1 } 


(«) 

(/) 


/—!í— 
\ Vi + «* 

{ 


(d) 


(A) 


í (2w)! 1 

13 * 6-7 


So/, (o) 2, 3/2, 4/3, 5/4, 6/5 

(A) 1/2, 1/6, 1/12, 1/20, 1/30 

(c) a, a + d, a + 2d, a + 3d, a + 4d 

(d) o, — ar, ar 1 , —ar*, ar 4 


26. Escribir el término general de cada una de las sucesiones. 

(o) 1/2, 2/3, 3/4, 4/5, 5/6,... 

(A) 1/2, -1/6, 1/12, -1/20, 1/30, ... 

(c) 1/2, 1/12, 1/30, 1/56,1/90,... 


(e) My/l, 2/a/5, 3/VlÓ, 4A/Í7, 5/V26 
</) V2. iV3. 2/3, Jv/5, V®/5 
(p) 1, -1/2, 2/9, -3/32, 24/626 
2 2* 2 4 7 • 2* 7*2* 

W 3’ 3*5’ 3-5’ 3* • 5* ’ 3*6* 


(d) 1/5», 3/5*, 5/5», 7/5», 9/5 u ,... 

(e) 1/2 !, -1/4 !, 1/6!, -1/8 !, 1/10!,... 


Sol. (o) 


n + 1 




(2n - l)2n 


o«_i 

. M (“i)’ 


(2n)! 


27. «Siempre que Jaí — 4| < 1, |/(x)| > 1» significa: «siempre que x esté comprendido entre 3 y 5 ,/(at) es menor que —1, 
o bien mayor que + 1». Interpretar las siguientes expresiones: 

(á) Siempre que \x — 11 <2, f(x) < 10. (c) Siempre que 0 < \x — 6 | < 1, f(x) > 0. 

(A) Siempre que \x — 5 | < 2, f(x) > 0. (¿0 Siempre que \x — 3| < 2, |/(x) — 9| <4. 

28. Dibujar la función y =f(x ) = 6 a: — Jt*y determinar cuál de las expresiones (a) — (d) del Problema 27 son verdaderas 
o falsas. SoL (A) es falsa. 

29. Demostrar que, siendo ay A dos números cualesquiera: \a ± A| = IA ± a\\ \ab\ = |a| * |A|; \a/b\ — \a\ / |A|, A # 0; 
|fl + Al > lfl| — |A|; k —A| < k| + |A|; \a — A| >>k| — |A|. 



Capítulo 2 


Límites 


LIMITE DE UNA SUCESION. Si se sitúan sobre una escala numérica los puntos correspondientes a los 
términos de la sucesión 

1, 3/2, 5/3, 7/4, 9/5, ..2-1/*, ... (7) 

se observa que se van aproximando al punto 2 de manera que existen puntos de la sucesión cuya 
distancia a 2 es menor que cualquier cantidad dada por pequeña que sea. Por ejemplo, el pun- 

-1---1-1- \ I I M I-1- 

0 1 3/2 6/3 2 

to 2 001/1 001 y todos los siguientes distan de 2 una cantidad menor que 1/1 000; el punto 20 000 001/ 
10000001 y todos los siguientes distan de 2 una cantidad menor que 1/10 000 000, y así sucesiva¬ 
mente. Estas condiciones se expresan diciendo que el límite de la sucesión es 2. 

Si x es una variable cuyo campo de variación es la sucesión (7) se dice que x se aproxima al 
límite 2, o bien que jc tiende a 2, y se representa por 2. 

La sucesión (7) no contiene a su limite 2, Sin embargo, la sucesión 1, 1/2, 1, 3/4, 1, 5/6, 1,..., 
en la que todos los términos impares son iguales a 1, tiene por límite 1. Por tanto, una sucesión 
puede o no contener a su propio límite. Sin embargo, como se verá más adelante, decir que jc-> a 
implica x 7 ¿a, esto es, se sobrentenderá que cualquier sucesión dada no contiene a su limite como 
término. 


LIMITE DE UNA FUNCION. Si jc-* 2 según la sucesión (7 ),/(jc) = jc 2 -*4 según la sucesión 1, 9/4, 
25/9, 49/16,. . ., (2 — l/*) 2 , . . . Ahora bien, si jc-> 2 según la sucesión 

2 , 1 ; 2 , 01 ; 2 , 001 ; 2 , 0001 ; ...; 2 + 1 / 10 "; ... ( 2 ) 

jc 2 ->4 según la sucesión 4,41; 4,0401; 4,004001;..., (2 + 1/10") 2 ;. . . Parece razonable esperar 
que x 2 tiende a 4 siempre que x tienda a 2. En estas condiciones sq establece que «el límite de jc 2 
cuando x tiende a 2 es igual a 4», y se representa por el simbolismo lim jc 2 = 4. 

x-»2 

(Ver Problemas 1-2.) 

LIMITES POR LA DERECHA Y POR LA IZQUIERDA. Cuando x^2 según la sucesión (7), cada 
término es siempre menor que 2. Se expresa diciendo que x tiende a 2 por la izquierda , y se repre¬ 
senta por jc-* 2~. Análogamente, cuando jc-* 2 según la sucesión (2), cada término es siempre 
mayor que 2. Se expresa diciendo que x tiende a 2 por la derecha y se representa por 2 + . Es evi¬ 
dente que la existencia del lim /(jc) implica la del límite por la izquierda lim /(jc) y la del limite 

x-*a x-*a~ 

por la derecha lim /(jc), y que ambos son iguales. Sin embargo, la existencia del límite por la derecha 

x-*a + 

(izquierda) no implica necesariamente la existencia del límite por la izquierda (derecha). 
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Ejemplo 1: 

Sea la función f(x) = yf 9 — x 2 . El dominio de definición es el intervalo —3 < x < 3. Si a es un número cual¬ 
quiera del intervalo abierto — 3 < x < 3, lim yfV— jc* existe y es igual a yf9 —a Considérese ahora que a — 3. 

x->a 

Si x tiende a 3 por la izquierda, lim y/ 9 — x 2 — 0, y si x tiende a 3 por la derecha, lim y/ 9 — x* no existe, pues- 
to que para x > 3, yf9~ — x 2 es un número imaginario. Por tanto, no existe lim yf 9 — x 2 . 

x —►# 

Análogamente, lim y/ 9 — x 2 existe y es igual a 0; sin embargo, no existen ni lim y/ 9 — x % ni lim yf 9 — x 2 - 

x-*-s+ jc—*■— s~ jc—►—® 


TEOREMAS SOBRE LIMITES. 

I. Si /(jc) = c, constante, tendremos lim f{x ) = c. 

x-*a 

Si lim /( x) — A y lim g(jc) = B , resulta : 

x->a x->a 

II. lim k •/(;c) = kA , siendo k una constante. 

x->a 

III. lim [/(x) ± sr(x)] = lim f(x) ± lim g(x) — A ± B. 

x-+a i —♦ a x-^a 

IV. lim [/(x) • sf(x)] = lim /(x) • lim g(x) = A'B. 

A 


*“♦0 

x-* a 

lim f{x) - 

lim /(x) 

«-♦a 

í 1 ™ g(x) ~ 

lim fif(x) 


x-*a 

lim \/7(xj = 

x-+a 

'/ lim /(x) 

\l x-*a 


INFINITO. Sea el campo de variación de la variable x la sucesión j lt s 2 , í 3 , 5 4 , . . . . . En estas con¬ 

diciones se establece: 


(i) jc tiende a más infinito [jc-> + oo] si a partir de un determinado término, éste y todos los que 
le siguen, son mayores que cualquier número positivo dado, por grande que éste sea. Por 
ejemplo, jc->- + oo en la sucesión 1, 2, 3, 4, . .. 


(ii) jc tiende a menos infinito [jc-* — oo] si a partir de un determinado término, éste y todos los 
que le siguen son menores que cualquier número negativo dado, por pequeño que éste sea. 
Por ejemplo, jc-* — oo en la sucesión —2, —4, —6, —8, ... 


(iii) jc tiende a infinito [jc-* oo] si |jc| —* + oo, esto es, jc-* + oo, o bien, jc-* — oo. 

Se dice que una función /(jc) tiende a más infinito cuando jc-* a, j^lim /(jc) = + ooj, si cuando x 

se aproxima a a (sin tomar el valor a\ f(x) se mantiene, a partir de un determinado término en 
adelante, superior a un número positivo dado* por grande que éste sea. 

Se dice que una función /(jc) tiende a menos infinito cuando jc-* a, |^lim f(x) = — ooj, si cuando x 

se aproxima a a (sin tomar el valor á) y f(x) se mantiene, a partir de un determinado término en ade¬ 
lante, inferior a un número negativo dado, por pequeño que éste sea. 


Se dice que una función f(x) tiende a infinito cuando jc-* a, I lim /(jc) = oo I, si lim /(jc) = + 

L J x-*a 


OO 
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Ejemplo 2: 

(a) Cuando x -+ 2 según la sucesión (/),/(x) = -> + oo según la sucesión 1, 2, 3, 4» * * En general, si 

x -+ 2 ~, - V J— -> + oo y se escribe, lim — = + oo. 

¿ X x—►!' 2—X 

(ó) Cuando x -+ 2 según la sucesión (2),/( x) - — oo según la sucesión —10, —100, —1 000, —10000, * * - 

En general, si r -* 2 + , -=-!-► — oo y se escribe lim — = —oo. 

2 X g —►!+ 2 “■ jf 

(c) Cuando x -*■ 2 según (7) y (2), 1 /(x)| = — -► + oo y se escribe lim —í—- -= oo. 

Nota . Los símbolos + oo, —oo, oo no deben considerarse como nuevos números a añadir al 
conjunto de los números reales, sino que se utilizan para indicar un cierto comportamiento de una 
variable o de una función. Cuando una variable o el valor de una función aumenta constantemente 
sin llegar a alcanzar nunca un determinado valor M el límite de dicha variable o función será M 
o un número inferior a él. Cuando no existe tal número M\ se dice que la variable o función tiende 
a infinito. En este último caso no existe limite; la designación de limite se sigue empleando solo por 
conveniencia. 

(Ver Problemas 3-12.) 

LA DEFINICION lim f{x) = A se ha establecido estudiando el comportamiento de f{x) cuando x-+a 

x—*a 

según varias sucesiones. En todos los casos se dedujo que/(*)-> A , por lo que se puede pensar que 
a este mismo resultado se habría llegado (sin comprobar) para todas las sucesiones que tengan 
por límite a. Ahora bien, cuando x-+ a según cada una de las sucesiones quiere decir que el valor 
de x se aproxima a a . La noción fundamental del concepto de límite es la de que siempre que x se 
aproxime a a , sin llegar nunca a alcanzar este valor,/(x) se aproxima a A. Este hecho se puede esta¬ 
blecer en términos más precisos, en la forma siguiente: 

A. lim f(x) = A si dado un número positivo e tan pequeño como se quiera, existe otro número 
positivo <5 tal que cuando 0 < |jr — a\ < & se verifica |/(x) — A | < c. 

Estas dos desigualdades establecen los intervalos: 



De aquí resulta otra forma de establecer la esencia del concepto de límite: fijado el número c [con 
lo cual queda definido el intervalo (¡i)], se puede encontrar un número 6 [y determinar el intervalo (i),] 
de forma que, siempre que jc ^ a en el intervalo (i), por ejemplo x 0 , f(x) esté contenido en el in¬ 
tervalo (ii). 

Ejemplo 3: 

Utilizando la definición de límite, demostrar que lim (x 8 4- 3x) = 10. 

\Elegido un valor de €, se debe encontrar un Ó > 0 de forma que, siempre que 0 < \x — 2| < Ó, se verifique, 
| (x 8 + 3 x) — JO | < €. Observemos que si0<|x — 2| < 2 < 1, también se verificará |x — 2\ n < A para cualquier 
valor positivo de n. Por tanto, 

|(x* + 3x)— 10| = l(x —2)*+ 7(x —2)| ^ )x —2| 8 + 7 |x —2] < 2 + 72 = 82 

Ahora bien, para que 82 < t basta con que 2 < */8. Por consiguiente, dado el número f, se puede encontrar un Ó, 
menor que </$, que satisface la condición de límite. 

(Ver Problemas 13-14.) 

OTROS TIPOS DE LIMITES. 

B. lim f(x) = oo si dado un número positivo Af, tan grande como se quiera , existe otro d tal que, 

x~+a 

para 0 < \x — a\ < 6 se verifica |/(x)| > M . 

Cuando f(x) > A/, lim f(x) = + oo; si/(x) < — A/, lim/(x) = — oo. 

x -+a *-*■« 
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C. lim /(jc) ~ A si dado un número positivo e, tan pequeño como se quiera , existe un número 

X-*- 00 

positivo M tal que, para \x\ > M, se verifica \f(x) — A | < c. 

D. lim /( x) = oo si dado un número positivo Af, ía* grande como se quiera , existe un número 

.í*— oo 

positivo P tal que, para \x\ > P , se verifica |/(jc)| > Af. 

(Ver Problema 15.) 


Cuando existen los límites, lim /(jc) y lim g(jc), son válidos todos los teoremas de este capítulo. 

X —► 00 ► oo 

Sin embargo, estos teoremas no se pueden aplicar cuando lim f(x) = oo y lim g(jc) = ooo cuando 

x-*a x+a 

X 1 

lim /( x) —■ oo y lim g(jc) = oo. Por ejemplo, lim -- — oo y lim --^ = P ero 

X—> 20 X —+1 1 X X->1 * X x —► 1 

— lim x(l + x) = 2. Igualmente, lim (jc 2 + 5) = + oo y lim (2 — jc 2 ) = — oo 
pero lim {(jc 2 + 5) + (2 — jc 2 )} = lim 7 = 7. 

x-+ + ao *->+ao 


* / 

1 

1 — JC/ 1 

— 


Problemas resueltos 


1. Calcular el límite de las sucesiones siguientes: 

(a) 1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5,... (c) 2,5/2,8/3,11/4,14/5,... (e) 1/2,1/4,1/8,1/16,1/32,... 

(b) 1,1/4,1/9,1/16,1/25,... (d) 5,4,11/3,7/2,17/5,... (/) 0,9;0,99;0,999;0,9999;0,99999;... 

(a) El término general es 1 /«. A medida que n toma los valores 1, 2, 3, 4 ..., va disminuyendo 1 ¡n pero conservándose 
siempre positivo. El límite es 0. 

( b ) El término general es (1/n) 2 ; el límite es 0. 

(c) El término general es 3 — l//i; el límite es 3. 

(¿0 El término general es 3 + 2 ¡n; el límite es 3. 

(e) El término general es 1/2”; como en (a), el límite es 0. 

(/) El término general es 1 — 1/10"; el límite es 1. 


2, Calcular el límite de y = x + 2, siendo x los términos de cada una de las sucesiones del Problema 1. 

(a) y 2 según Ja sucesión 3, 5/2, 7/3, 9/4, 11/5, ..., 2 + 1/n, ... 

(ó) y -* 2 según la sucesión 3, 9/4, 19/9, 33/16, 51/25, ..., 2 + l//i 2 , ... 

(c) * 5 según la sucesión 4, 9/2, 14/3, 19/4, 24/5,..., 5 — l/#i,... 

(d) y 5 según la sucesión 7, 6, 17/3, 11/2, 27/5, ..., 5 + 2/n, ... 

(e) y -* 2 según la sucesión 5/2, 9/4, 17/8, 33/16, 65/32, ..., 2 + 1/2", ... 

(/) y 3 según la sucesión 2,9; 2,99; 2,999; 2,9999; ...; 3-r^-;... 


3. Calcular: 

(а) lim 5x = 5 lim x = 5 • 2 = 10 

* -* 2 i _ 2 

(б) lim (2a* + 3) = 2 lim x + lim 3 

I -* i¡ *-» 2 r —»2 

= 2*2 +3=7 

(c) lim (x‘ — 4x + 1) = 4-8+1 = —3 

x —* 2 

Del resultado de estos problemas no se debe sacar la conclusión de que lim f(x ) es invariablemente f(d). 

*—►0 

El término/(fl) significa el valor de/(x) cuando x = a, y, se ha visto en el primer párrafo del Capítulo, que cuando x -► a, 
la variable x nunca llega a ser igual a a. 


(d) lim 


x-2 


(e) lim 


3 x + 2 
x 2 — 4 


lim (x — 2) 

J-f 3 _ 

lim (x + 2) 
X-+ 3 


4-4 


= 0 


jU‘-2 x* + 4 4 + 4 

(/) lim V25 - x 2 = *\Him (25 - x 2 ) 

1—4 \ T—+ 4 


Vsf = 3 
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4. Hallar el límite de f(x) — (—Vf siendo x los términos de las sucesiones 

(a) 1/3, 1/5, 1/7 , 1/9, ... y (b) 2/3, 2/5,-2/7, 2/9, ... 

¿Qué se puede decir acerca de lim (—Yf y/(O)? 

(a) (— 1 Y —1 en la sucesión — 1 , — 1 , — 1 , — 1 ,... 

(b) (— 1)*41 en la sucesión 41, 41, 41, 41, 

Como (—1)* tiende hacia límites distintos cuando x toma los valores de las dos sucesiones, lim (—IY no existe: 
/(O) = (—1)° = +1. —o 


5. Hallar: 


(c) 


lim 

x-*4 


x — 4 

a ; 5 - x - 12 


lim 

X —, 4 


x — 4 

(* + 3)(x — 4) 


lim 

X-* ■* 


1 

x + 3 


1 

7 


La división por (x — 4), antes del paso al límite, es válida, porque como se ha dicho, cuando x -► 4 es x # 4; 
por tanto, x — 4 nunca es igual a cero. 


(b) 

(c) 


lim 

x—* 3 


lim 

h-*o 


x 3 — 27 
x 2 -9 ” 

(x + k) s — X a 

h 


lim 

x.» 3 


(x — 3)(x a 4 3x 4- 9) ___ 

(x - 3)(x 4- 3) 

,. x a 4 2Ax 4 h* — x a 
lim- 7 - 

h_ o n 


lim 

x—♦ 3 


x a 4 3x 4 9 
x 4 3 


9 

2 


= lim 

h-, l> 


2 kx 4 h g 
h 


lim (2x 4 h) 

fc-,0 


2 x 


Aquí, y también en los Problemas 7 y 8 , A es una variable y, por ello, se podría pensar en una función de dos 
variables. Sin embargo, el que x sea una variable no juega papel alguno en estos problemas, de forma que se puede 
considerar a x como una constante, es decir, un valor particular de su campo de variación. El fundamento de este 
problema, como se verá en el Capítulo 4, es que si x es un valor cualquiera, como por ejemplo x — x 0 , en el do¬ 
minio de y = x 1 , se verifica 


lim 

Ji_0 


(X f A ) 2 
k 


x* 


es siempre igual al doble del valor de x. 


4 — x a 

(d) lim- , 

— 2 3 - \¡x x 4 5 


<4-x a )(3 4 Vx a 4 5) 
~ 2 (3 - Vx* 4 5)(3 4 Vx 1 4 5) 

lim (3 4 V?T6) = 6 


(e) 


lim 

X-» 1 


x a 4 x - 2 

(x - ir 


lim 

X_ I 


(x-l)(x4 2 ) 

(x-1) 1 


lim 


x 4 2 
x-1 


(4 - **)(3 + V 1 * 1 + 5) 
lim- a — - 


oo ; no existe límite. 


6 . Hallar los siguientes límites, dividiendo el numerador y denominador por la potencia mayor dexen la fracción, teniendo 
en cuenta luego que lim \ jx — 0 . 


(a) lim 

X-» « 

( b ) lim 


( c ) lim 

X —, X 


(di) lim 


3* — 2 3-2/* 

= Jim 


9*+ 7 


9 + 7/* 


3-0 

9+0 


6 ** + 2 * + 1 6 + 2 /* + l/*‘ 6 + 0+0 

- lim —— — . „ . „ = 1 


6*' - 3* + 4 

*» + * - 2 
4*’ — 1 

2 *’ 


6-3/*+ 4/** 


6 - 0+0 


1/* + 1/** - 2/* s 0 
= i™ -4=Í7?- = 4 = 0 


x 2 4 1 


= lim 


*- * 1/x 4 1/x 3 


= 00 ; no existe límite. 


7. Dada f(x) = x* — 3x, hallar lim 

J^o 


/(* 4 h) - /(x) 


Como /(x) = x a — 3x, /(x 4 A) = (x 4 A ) 2 — 3(x 4 A) y 

¡ im + h ) - /(«) _ y (** 4 2Ax 4 A 2 - 3x - 3A) - (x a - 3 x) _ ]im 2Ax 4 A a -3A 

h-»0 h A_» 0 h h —+ 0 h 

= lim (2x 4 h - 3) = 

h 0 


2x - 3 
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8. Dada f(x) = \f$x + 1, hallar lim para x > —1/5. 


lim 

h^O 


/(s + h) - m 
h 


Jk-M) 


lim 

h -,0 


VSx + 6fc + 1 - yfhx + 1 


h 


= lim 


V5* + 5fc + l - VB* + 1 V5* + 6fc + l + VB* + 1 

k -° A VB* + Bfc +1 + VB* + 1 

(BS + 5A + 1) - (5ae +1) 
fc(/B* + 5/1 + 1 + V6* + 1) 

6 6 


lim 

h 


k - 0 VB* + Bfc + 1 + v/B*+l 2\/B* + 1 


En las funciones siguientes, determinar los puntos x = a para los cuales se anula el denominador, y calcular el limite 

■i- 


de y cuándo x -► a~ y x -► a 
(a) y = f(x) = 2/jc. El denominador es cero para x = 0. Cuando x -► O - , y -*> — oo; cuando x -*• 0 + , y -* + oo. 

ir — I 

. El denominador es cero para x = —3 y jc = 2. Cuando jc -► —3 _ , y -► — oo; cuando 


{b ) ,, = /(X ) = 

jc -► —3 + , y -*• +oo. Cuando jc -► 2~ t y -► — oo; cuando jc -► 2 + , y-* 4-oo 


* — 3 


. El denominador es cero para jc = —2 yx = 1. Cuando jc -► — 2~, y -► —oo; cuando 


(c) y f(x) ( X + 2)(X _ 1 ) 

jc -► —2 + , y -*> + oo. Cuando jc -► 1", y -► + oo; cuando jc -► 1 + , y -► — oo. 


00 y =/(*) = 

y 4-00. 


(JC + 2)(JC-1) 
(JC — 3)* 


El denominador es cero para jc = 3. Cuando jc -► 3~, y + oo; cuando jc -► 3 + , 


(c) y ==/(jc) — ( 5 + 2)(1 —denominador es cero para jc — 3. Cuando jc-* 3~, y-»- +00; cuando jc -*• 3 + , 


+ 00 . 




10, Estudiar (a) lim 


1 ... r 1 + 2 1 '* 
, ib) lim 


3 + 2 lfx 


3 4- 2 V * * 


(a) Sea jc -► O - ; entonces 1/jc -► — oo, 2 1/r -► O, y lim 


O- 3 + 2»'* 

1 


Sea jc O + ¡"entonces 1/jc -► + 00 , 2 l,x -> + 00 , y lim . 

*-► 0 + 3 + 2 


= 1/3. 
= 0. 


Por tanto, lim -r , no existe. 

,—►0 3 + ¿ 


(b) Sea x -*■ O - ; entonces 2 Ul ->• O y lim 
Sea x -*■ 0 + . Para x # O, 


1 + 2 l,z 1 


rJi- 3 + 2*'* 3 ■ 

1 + 2 1,r 2~ llz + 1 ' 


2-iiz + 1 


3 + 2^ ” 3-2-- + 1 y C ° m ° ^ 2 " /X = °’ ^ 3-2^ + 1 


- 1, 


1 4 - 2 l,x 

Por tanto, lim - 01 , no existe, 

x—►o 3 4* ¿ 


11, Estudiar el límite de cada una de las funciones del Problema 9 cuando jc -► —00 y cuando x -► 4- 00 . 

(a) Cuando 1jc| es grande, \y\ es pequeño. 

Para jc = —1 000, y < 0; cuando jc -► —00, y -► 0~. Para jc = 4-1 000, y > 0; cuando jc -► 4-00, y -► 0 + . 
(¿>), (c) Igual que en (a). 

(d) Cuando |jc| es grande, |y| es aproximadamente 1. 

Para jc = —1 000, y < 1; cuando jc -► — 00 , y -► 1 Para jc — 4* I 000, y > 1; cuando jc -► 4- y -► 1 + . 

(e) Cuando |jc| es grande, \y\ es grande. 

Para jc = —1 000, y > 0; cuando jc -► — oo, y -► 4 - 00 . Para jc = -bl 000, y < 0; cuando jc -► + 00 , y — 00 . 
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12 . Estudiar el límite de la función del Problema 9 del Capítulo 1 cuando x -► a~ y cuando x a + siendo a un número 
cualquiera entero y positivo: 

Consideremos a — 2 . Si x 2 ~ según la sucesión (7),/(*) -> 10 según la sucesión 5 , 10 , 10 , 10 ,si x ->■ 2 + según 
la sucesión ( 2\f{x ) -*■ 15. Por tanto, no existe lim f(x) ni tampoco lim f(x). 

x ->2 a— 


13. Aplicando la definición de límite, probar que: 

(a) lim (4 * 3 + 3 * 2 — 24* + 22) = 5, ( b ) lim (—2 * 3 + 9* + 4) = —3 

*-►1 Z-* — 1 

(a) Dado un c, para 0 < |* — 11 < 2 < J, 

| (4 * 3 + 3x 2 — 24* + 22) — 5, | - |4(* — l ) 3 + 15* 2 — 36jc + 21 | = | 4<* — l ) 3 + 15(* — l ) 2 — 6 (* — 1) | 

^ 4 |jc — 11 3 + 15 \x — 11 2 + 6 \x — 11 

< 42 + 152 + 62 = 252 

Para que 1 (4 * 3 + 3 * 2 — 24* + 22) — 5 | < c, basta con que 2 < e/25; por consiguiente, dado un e existe un ó 
menor que c/25, que satisface la condición de limite. 

( b ) Dado un e, para 0 < |* + 11 < 2 < 1 , 

! (—2 * 3 + 9* f 4) + 3 | = | — 2{x + l) 8 + 6 (* + l) 2 + 3(* + 1) | 

< 2 |* + 11 8 + 6 |* + 11 2 + 3 |* + 11 < 112 

por lo que, dado un e, existe un ó, menor que e/ 11 , que satisface la condición de límite. 


14. Siendo lim /(*) = A y lim *(*) — B, probar que 

x-mj i-»a 


(o) lim {/(*) + x(x)} = A + B, 


( 6 ) lim {/(*) • í’(a)} = AB, 


(c) lim ^ = 

x-+a 


/(*) 
g(x ) 


B* 0 


Como lim f(x) — Ay lim g(jt) = B, de la definición de límite se deduce que dados los números t, > 0 y <, > 0, 

X ~*-a a— 

tan pequeños como se quiera, existen dos valores <5, > 0 y d z > 0 , o tales que: 

(i) para 0 < \x — a\ < ó, es |/(*) — A | < e„ y 

(ii) para 0 < |* — a 1 < ó 2 es |^(*) — 5f < c a . 

Si se elige un número 2 menor que <$, y <5 a , se verificará 

(iii) pajaO < \x~a\ < 2 que |/(*) — A | < ^ y |*(*) — B\ < e a . 

(á) Elegido un valor de *, se necesita un <5 > 0 tal que para 0 < 1* — a\ < <5, se verifique |{/(*) + ¿(*)} — {A +5} | < c. 


Ahora bien, |{/(*) + *(*)} — {A + B} | = | {/(*) — A} + {*(*) — B) | < |/(*) — A\ + |g(*) — B\. De (iii) 
|/(*)— A¡ < €, siempre que 0 < f* — a\ < 2 y \g(x)—~A\ < c a siempre que 0 < |*— al < 2, siendo 2 
menor que ó x y Ó 2 . Por tanto, 

I { f(x ) + £(*)} — {A + I < <i + c a siempre que 0 < |* — a\ < 2 


Tomando c } = c a = £e y ¿ = 2 se tiene,. 

I {/(*) + *(*)} ~ {A + 1 < = € siempre que 0 < |* — a| < <5 

( b ) Elegido un c, se debe encontrar un <5 tal que 

siempre que 0 < |* — a| < <5 se verifique !/(*)* g{x) — AB \ < c 

Ahora bien \f(x) * g(x) — AB \ = \ {/(*) — A) • {*(*) — B) + B{f(x) — A] + A{g(x) — B} \ 

< \f(x) — Al ‘ |tf(*) — B\ + \B\-\f(x) — A\ + \A\'\g(x) — B\ 

Por tanto, de (iii), \f(x)*g(x) — AB | < + |B| + \A\ c a siempre que 0 < |* — a| < 2. 


Tomando y « a de forma que e, c a < $€, €j < — — s 

5 | a 

se tiene, 


]- —y € a < ~ — 4 — se satisfagan simultáneamente y ó = 2 
7 101 3 2 


lf(x) •*(*) — AB | < c/3 + *13 + *1 3 = € siempre que 0 < (* — a\ <ó 
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(c) Como 4-s- =/(•*) 


* , como se ha visto en (¿>), hay que demostrar que lim * 


*(*) ' g(x) 

Elegido un «, se debe encontrar un Ó tal que 


g(x) 


0 . 


Ahora bien 


siempre que 0 < |x — a\ < Ó se verifique 
1 1 


1 


< c. 


g{x) 


B-g{x) 
B-g(x) , 


*(*) 

l^(x) — B\ \g(x) — B\ 


Como la función objeto de estudio es 


\B] • \g(x)\ \B\ 

I^Ot) — B\ < c t siempre que 0 < ¡x — a\ < 6 t 

1 


\gix)\ 


De (¡i), 




hay que asegurarse de que Ó 2 es suficientemente pequeño para que 


en el intervalo a — <$ 2 < x < a + <5* no exista una raíz de ^(x) — 0. Sea <5, < <5 a un valor que satisfaga a esta 
condición, de forma que [*(x)— B\ < «*y |*(x)| > 0 en 0 < \x — a\ < <V Ahora bien, si |g(x)| > 0 en este 

intervalo, se verificará |^(x)| > b > 0 y , } < 4* en el mismo intervalo. Por tanto, 


¡g(x)\ 


_ 1 _ 

g(x) 


< siempre que 0 < \x — a\ < 6 Z 

\B\ b 


Tomando c s < cb \B\ y ó — <$*, se verificará 


< t y en consecuencia. 


1 

g(x) 


\B\-b 

< c siempre que 0 < \x — a \ <6 


15. Demostrar que: (a) lim 


1 


“i. (x - 2 ) ; 


= ( 6 ) lim 


X = 1 , (c) lim X 


x+ 1 


X — 1 


— 00, 


(o) Elegido un A/, para todos los valores de x del intervalo 0 < I* — 2| < <5, 


(x-2 y 


1 

> Por tanto 

<5 3 


1 


(x-2y 


> M cuando -L- > M o bien Ó < _ . 

«5* 


(b) Elegido un c, para todos los valores de x tales que |x| > A/, 

1 


x + 1 


ijc + i i - ixi—i m —r 


Por tanto 


1 < c cuando 


w <í o M> 1 + - 
M — 1 í 


x + 1 

(c) Elegido un M suficientemente grande, para todos los valores de x tales que |x| > P > 1, 


x —1 


W+7 > 2W = 2 W> 2 P - Portan *° 


x — 1 


> M cuando P > 2A/. 


Problemas propuestos 


16. Estudiar el límite de y = 2x + 1 cuando x toma los valores de los términos de las sucesiones del Problema 1 
SoL (a)y^ 1 ,(b)y^ U(c) y- 7,(¿)y^ 7, (e)y^ 1 ,(/)y^ 3 


17. Calcular: 


(a) 

lim (x* — 4x) 

(«) 

X — 1 

x* -1 

(i) 

(b) 

lim (x 3 + 2x 2 — 3x — 4) 

X-* -I 

(/) 

lim t — ^ , 

1^2 x 2 — 5x + 6 

(i) 

(c) 

í™ (x + l) 3 

Uf) 

lv x 2 + 3x + 2 
x-i™i x 2 + 4x + 3 

<*> 

( d ) 

3*-3“* 
llTJ 3*+ 3'* 

(h) 

x — 2 

(0 


x -2 
ím — 


(x + h)* - x* 

lim -- - - 

h-+ o n 

.. ^_x- 1 


, \Z* r +3-2 

Sol. (a) - 4; ( 6 ) 0; (c) (e) h(f)-4;(g) i Ah) J; (/) 0; (;) oo, no existe límite; (*) 3x ! ; (/) 2 
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18. 


19. 


20 . 


21 . 


22 . 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


Calcular: 

(a) lim 

*->O 0 

(b) lim 


2x + 3 
4x — 5 

2 x 2 + 1 


(c) lim 

t->OD 

0 d ) lim 


x 2 -ff 5x + 6 


(e) lim 
*-►00 

(/) lim 


x + 3 


W J!?. Í + S 


3* —3- a 


*->oo 6 -h x — 3x 2 x—► od x + 1 w 7 *-++» 3* + 3~* 

5o/. (o) i; ( b ) —2/3; (c) 0; (d) oo, no existe límite; (e) 0;(/) I; (g) —1 

Hallar lim para cada una de las funciones del Problema 24, Capítulo 1. 

*-*o h 


SoL (a) 


(a - 2 ) 


lAb) 


2Va — 4 


Ac) 


1 


(a + l ) 2 


QqX™ *f- Q x m • * • — 1 _ 

Estudiar el lim - - , , * ^ — - ~~P~ , siendo aj> 0 ^Oyw,n dos números positivos enteros, cuando (a) m > #i, 

*->oo OqX" + £>iX" 4 + * * * -h b n 


(b) m = n, (c) m < #i. 


5o/. (o) no existe límite; (ó) o 0 / 6 0 ; (c) 0 


Hallar el límite de /(x) = |x| cuando x -► 0. 

Ind. Estudiar lim /(x) y lim /(x). 

*-► 0 - 


5o/. lim |x| =* 0 


Hallar el límite de { *’ * f* ° A cuando x -► 0. 

f f(x ) = x + 1, x < 0 

5o/. lim /(x) no existe. 

*-►0 

(o) Aplicando el Teorema IV y el método matemático de inducción completa, demostrar que 

lim x* = o", siendo n un número entero y positivo 
*—>« 

(ó) Aplicando el Teorema III y el método de inducción completa, demostrar que 

lim {/,(*) + /i (*) + ... + /.(*)} = lim/, (x) + lim/,(x) + .. . + lim/.(x) 

*->■« *->B *->B 


Aplicando el Teorema II y los resultados del Problema 23, demostrar que 

lim P(x) = P(a ), siendo P(x) un polinomio en x. 

*-►* 

Siendo/(x) = 5x — 6 , encontrar un <5 > 0 tal que siempre que 0 < |x — 4) < Ó se verifique l/(x) — 141 < c, cuando 
(a) e = J, (b) € = 0,001. SoL (a) 1/10, (b) 0,0002 

Aplicando la definición de límite, demostrar que: 

(a) lim 5x = 15, (b) lim x 2 = 4, (c) lim (x®— 3x + 5) - 3. 

x->. 3 X-». 2 r->2 


Aplicando la definición de límite, demostrar que: 

(a) lim — = oo, (b) lim - x - ~ oo, (c) lim —--- 

x-.0 X *->.1 X — 1 x->oo X — 1 


i.W) 


lim 

*-►00 


X 2 

X-h 1 


— OO. 


Sol. (a)6 < 1/A/, (b)6 < t .(c) M > 1 + —,(d)P > 2M 

M + 1 f 

Demostrar que si /(x) está defínido para todos los valores de x próximos a x = a y tiene límite cuando x -► a, este 
límite es único. 

Ind.: Suponer que lim/(x) — A t lim/(x) = B , siendo B ^ A, Elegir € lf e a < i\A — B\ y determinar <$! y S t 

x —►a x— 

para los dos límites. Tomando <5 más pequeño que <5 X y ó 2 , se obtendrá \A — B\ = \{A —/(x)} + {/(x) — B) \ <\A — B\ 9 
lo cual es una contradicción. 

Siendo/(x), ^(x), h(x) tales que (i)/(x) < g(x) < h(x) para todos los valores de x próximos a x = a, y (ii) lim/(x) 
= lim A(x) = A , demostrar que lim g(x) = A . 

*—>b x~*a 

Ind.: Elegido un c > 0 tan pequeño como se quiera, existirá un <5 > 0 tal que, para 0 < |x — a\ < Ó, se verifique 
|/(x) — A | < c y |A(x) — A | < c, o bien, A — € < f(x) < ^(x) < h(x) < A + c. 

Demostrar que si/(x) < M para todos los valores de x, y lim/(x) = A, se verifica A < M. 

Ind.: Supongamos A > M . Eligiendo c — i(A — M ), se llega a una contradicción. 
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Continuidad 

UNA FUNCION f(x) es continua en el punto x = * 0 si (i) está definida f(x 0 ), (ii) existe lim f(x), (Iii) 
lim f(x) = f(x 0 ). 

Por ejemplo,/(x) = x 2 + 1 es continua en el punto x = 2 ya que lim f(x) = 5 = /(2). La condición (i) 

x -*2 

expresa que una función puede ser continua únicamente en puntos de su dominio de definición. 
Así, pues, /(x) — V4 — x a no es continua en x = 3 puesto que /(3) es imaginario y la función 
no está definida en este punto. 

Se dice que una función es continua en un intervalo (abierto o cerrado), cuando es continua en 
todos sus puntos. Se dice que una función es continua, cuando lo es en todos los puntos de su do¬ 
minio de definición. Así, pues,/(x) = x 2 + 1 y todos los polinomios en x son funciones continuas; 
otros ejemplos son e*, sen x, eos x. 

Si el dominio de definición de una función es un intervalo cerrado a < x < b, la condición (ii) 
no se cumple en los extremos a y b. En estos casos se dice que la función es continua, cuando lo es 
en el intervalo abierto a < x <b y además, lim /(x) = f(d) y lim /(x) = f(b). Por ejemplo, 

x-*a + x-+b~ 

/(x) = y/9 — x a , es una función continua (ver Ejemplo U Capítulo 2). Las funciones que se manejan 
normalmente en el cálculo elemental son continuas en sus dominios de definición excepto en algún 
punto aislado. 


UNA FUNCION /(x) se dice que es discontinua en el punto x = x 0 cuando no se cumple una o varias 
de las condiciones dichas de continuidad. A continuación, se presentan algunos ejemplos de dis¬ 
continuidad : 


(a) f(x) = — -— es discontinua en el punto x = 2 porque 

(i) /(2) no está definido (se hace nulo el denominador) 

(Ii) no existe lim /(x) (es infinito). 

x-+2 

La citada función es continua en todos los puntos salvo en el x = 2, en el que presenta una discon¬ 
tinuidad infinita . Ver Figura 3-1. 




Fig. 3-2 


ib ) /(x) =- y es discontinua en el punto x = 2 porque 

x * z 

(i) /(2) no está definido (se anulan el numerador y el denominador) 

(ü) lim /(x) = 4. 

x—*2 


18 




CAP. 3] 


CONTINUIDAD 


19 


En este caso, la discontinuidad recibe el nombre de evitable ya que asignando a la función 

— 4 , \ 

f(x) = el valor /(2) = 4 para x = 2, ya es continua. (Obsérvese que la discontinuidad que 

x z 

se presenta en {a) no se puede evitar puesto que allí no existe el límite.) Las curvas representativas 
x^ — 4 

de /(jc) = —- — y de g(x) = x + 2 son idénticas excepto en el punto x = 2, en el que la primera 

presenta un «hueco». Evitar la discontinuidad consiste simplemente en llenar de forma adecuada 
dicho «hueco». 

*3 — 27 

(c) . m = — »—, x 3;/(3) = 9 es discontinua en el punto jc = 3 porque 

x j 


(0 /(3) = 9, (ii) l¡m/(x) = 27, (iii) lim / (*) * / (3) 


*-►3 *-í-3 

La discontinuidad se puede evitar asignando a la función f(x) = 
para x ^ 3. 


x 3 —27 
jc — 3 


el valor /(3) = 27 


(rf) La función del Problema 9, Capítulo 1, está definida para todo jc > 0, pero presenta discon¬ 
tinuidades en los puntos jc = 1, 2, 3, ... (ver Problema 12, Capítulo 2) ya que lim /( jc) =£ lim 
/(jc) (siendo s un número cualquiera entero y positivo). x -> ,_ 


La diferencia entre los valores de estos dos límites recibe el nombre de salto de discontinuidad . 

(Ver Problemas 1-2.) 


PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS. Los teoremas sobre la continuidad de funciones 
se deducen rápidamente de los teoremas sobre límites del Capítulo 2. En particular, si /( jc) y g(jc) 
son continuas para jc == a, también lo son /(jc) ± g( jc), /(jc) * g(jc) y f(x)jg(x) siempre que, en esta 
última, g(a) ^ 0. Es decir, mientras todos los polinomios de jc son funciones continuas para todos 
los valores de la variable, las funciones racionales son continuas para todos los valores de jc excepto 
en aquellos que anulan al denominador. 

En álgebra se aplican algunas de las propiedades de las funciones continuas, como por ejemplo: 

(i a } En la curva representativa de una función polinómica y = /(jc), dos puntos cualesquiera de 

ella \a,f(a)] y ó, [/(A)] están unidos por un arco continuo. 

(A) Si f(a) y /(A) tienen signos opuestos, la curva de la función y = /(jc) corta al eje jc por lo menos 

una vez, y la ecuación /(jc) = 0 tiene, por lo menos, una raíz entre jc = a y x = A. 

La propiedad de las funciones continuas que aplicamos aquí es: 

I. Si /(jc) es continua en el intervalo a < x <A, y si f(a) ^/(A), todo valor, c, comprendido 
entre f(á) y /(A) lo toma la función al menos para un valor de x del intervalo, como por ejem¬ 
plo jc 0 , de forma que /(jc 0 ) = c. 

Las Figuras 3-3 a y 3-3A ilustran las dos aplicaciones de esta propiedad, mientras que las 
3-4 a y 3-4A nos muestran cómo es esencial la continuidad en el intervalo. 




Fig.3-3a 


Fig.3-36 
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Fig. 3-4 a Fi «* 3 * 46 

Otras propiedades de las funciones continuas son: 


II. Si f(x) es continua en el intervalo a <; x <¡ &,/(*) toma un valor mínimo m y otro máximo M 

para dos puntos del intervalo. 

Aun cuando la demostración de la Propiedad II se sale de los márgenes de este libro, sin 
embargo, se utilizará con plena libertad en capítulos posteriores. En las ñguras siguientes se 
explica esta propiedad de un modo intuitivo. En la Fig. 3-5 a la función es continua en el 
intervalo a < x < b; la función toma el menor valor m y el mayor M en los puntos x = c 
y x = d respectivamente, que pertenecen al intervalo. En la Fig. 3-56 la función es continua 
en a <; x <; 6; la función toma el menor valor en el extremo x — a mientras que el mayor 
lo alcanza en el punto x = c de dicho intervalo. En la Fig. 3-5 c se representa una discon¬ 
tinuidad en el punto x = c, siendo a < c < b; el menor valor de la función corresponde 
a x = a pero, en este caso, no existe valor máximo. 



ni. Si f(x) es continua en el intervalo a<x<byc un número cualquiera comprendido entre 
a y 6, si f(c) > 0 existe un número A > 0 tal que, para c — A < x < c + A, se verifica 
/(*) > 0 . 

Esta propiedad, cuya demostración puede verse en el Problema 4, está representada en la Fi¬ 
gura 3-6. 
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Problemas resueltos 


i. 


Del Problema 9, Capítulo 2, se deduce: 

(a) f( x) = 2/jc tiene una discontinuidad infinita en x = 0. 


(» /(x) = 
(c) /(x) = 


x — 1 

(r + 3)(x— 2) 

(x + 2)(x-l) 
( x — 3 )* 


tiene una discontinuidad infinita en x = —3 y x = 2. 
tiene una discontinuidad infinita en jc = 3. 


2. Del Problema 5, Capítulo 2, se deduce: 
x 3 —27 .. 


(a) /(x) = 


tiene una discontinuidad evitable en x — 3. 


x 8 —9 

Presenta también una discontinuidad en x = —3. 
4 —x a 


(b) f(x) - 


tiene una discontinuidad evitable en x = 2. 


3 — V x* + 5 
Tiene también una discontinuidad evitable en x = —2. 

x a x_2 

(c) /(x) = ^m tiene una discontinuidad infinita en x = I. 


3. Demostrar que la existencia de lim implica que /(x) sea continua en x = a. 

k-> 0 n 

De la existencia del límite se deduce,/(a + h ) —/(a) -► 0. Por tanto, lim f(a + fi) =f(a ) y /(x) es continua en 
el punto x = a. 


4. Demostrar que si /(x) es continua en el intervalo a<x<6ycesun número cualquiera comprendido entre a y 6, y 
si /(c) > 0, existe un númefo A > 0 tal que, para c — A < x < c + A, se verifica /(x) > 0. 

Como/(x) es continua en el punto x = c, lím /(x) = f(c ) y dado un e > 0, existirá un <5 > 0 tal que 

X— 

(i) siempre que 0< |x — c\ <6 se verifica |/(x)—/(c) | < «. 

Ahora bien,/(x) > 0 en todos los puntos del intervalo c — <5 < x < c + <5 con lo cual,/(x) >/(c). Para los 
demás puntos de dicho intervalo se verifica /(x) </(c), de forma que |/(x) — f(c ) | =/(c) —/(x) < c y/(x) >f(c) — c. 
Por consiguiente, en estos puntos,/(x) > 0 a menos que e >/(c). Así pues, para determinar un intervalo que satisfaga las 
condiciones del teorema, se elige c </(c), con lo cual ó verificará (i) y se toma A < ó. Ver Problema 10 para la expresión 
del teorema correspondiente. 


Problemas propuestos 

5* Determinar los puntos de discontinuidad de las funciones del Problema 17(a)-(¿0 del Capítulo 2. 

Sol. (a),(ó), (d) ninguno; (c) x = — 1; (e) x = ±1; (/) x = 2, 3; (*) x = —1, —3; ( h ) x = ±2 

6. Demostrar que /(x) = |x| es continua. 

1 _ 2 1 /* 

7. Demostrar que /(x) = ^ y /g presenta un salto de discontinuidad en x = 0. 

1 x 

8. Demostrar que para x = 0 (a) /(x) = y /g ^ tiene un salto de discontinuidad y (b) f(x ) = y /a ^ tiene una dis¬ 
continuidad evitable. 

x * 4 * 21 

9. En la Fig. 3-4 a se representa la función/(x) =--—^-; demostrar que si a = 3 y b = 11, es c — 10. 

10. Demostrar que si /(x) es continua en el intervalo a < x < 6 y c es un número cualquiera comprendido entre a y ó, si 
/(c) < 0 existe un número A > 0 tal que, para c — A < x < c + A, se verifica /(x) < 0. 



Capítulo 4 


Derivada 


INCREMENTOS. El incremento Ax de una variable x es el aumento o disminución que experimenta, 
desde un valor x = x 0 a otro x = x x de su campo de variación. Así, pues, Ax = x x — x 0 , o bien 
*1 = *o + Ax. 

Si se da un incremento Ax a la variable x y (es decir si x pasa de x — x 0 a x — x 0 + Ax\ la fun¬ 
ción y = f(x) se verá incrementada en Ay — f(x 0 + Ax) — f(x 0 ) a partir del valor y = f(x 0 ). El 

cociente 

Ay _ incremento de y 
A x incremento de x 


recibe el nombre de cociente medio de incrementos de la función en el intervalo comprendido en¬ 
tre x = hasta x = x 0 + Ax. 


Ejemplo 1: 

Cuando x aumenta en Ax = 0,5 a partir de x 0 = 1, la función y =f(x) = x* + 2x se incrementa en 
Ay —f( 1 + 0,5) —/(l) = 5,25 — 3 = 2,25. Por tanto, el cociente de incremento de y, en el intervalo entre x — 1 

- , c Ay 2,25 „ . 

yx = 1,5, es = 4,5. 


Ax 


0,5 


(Ver Problemas 1-2.) 


DERIVADA de una función y — f(x) con respecto a x en un punto x = x Q se define por el límite 


lim 

á x ~*-0 


Ay 

Ax 


lim •^*° + AX ^ 
Ax 


siempre que exista. Este limite se denomina también cociente instantáneo de incrementos (o sim¬ 
plemente cociente de incrementos) de y con respecto de x en el punto x = x 0 . 


Ejemplo 2: 

Hallar la derivada de y = /(x) = x* + 3* con respecto a x en un punto x = x 0 . Como aplicación, calcular la 
derivada en los puntos: (a) x 0 = 2 y (b) x 0 = —4. 


+ 


yo 

Ay 

Ay 

Ay 


=f(x 0 ) = x 0 * + 3x 0 

=/(xo + Ax) = (x 0 + Ax) 2 + 3(x 0 4- Ax) 

= x 0 * + 2x 0 dx + ( Ax) 2 + 3x 0 4 - 3 Ax 
= /(xo 4 Ax) —/(x 0 ) = 2x 0 dx 4 3 Ax 4 - (Ax) 2 
/(x 0 4 Ax) — /(x 0 ) ^ , i , . 


La derivada en el punto x = x 0 es 

lim ^ = üm (2x 0 + 34 Ax) = 2x 0 + 3 

(o) Para x 0 = 2, el valor de la derivada es 2 * 2 4 3 = 7. 

(ó) Para x 0 = —4, el valor de la derivada es 2(—4) 4 3 — —5. 
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EN EL CALCULO DE DERIVADAS se suele prescindir del subíndice 0 con lo que la derivada de 
y = /(*) con respecto a x se escribe en la forma 

limA - lim 

j*-^o ¿jX 1 j*-m» Ax 

Véase la nota del Problema 5(c), Capítulo 2. 

La derivada de y = f(x) con respecto a x se puede representar por uno cualquiera de los símbolos 

(Ver Problemas 3-8.) 


Problemas resuellos 

* 

1. Dada y ==/(*) = x* -I- 5x — 8, hallar Ay e Ay/Ax cuando x varía 
(a) de x* = 1 a x t — * 0 + Ax = 1,2 y (b) de x 0 — 1 a *i = 0,8. 

(а) Ax ~ x 1 — x 0 = 1,2 — 1 = 0,2 

¿y = /(*. + Ax)-f(x¿ =/(1,2) -/(1) = -0,56-(-2) = 1,44 y = 7,2 

(б) Jx - 0,8 — 1 = -0,2 

Ay =/(0,8)—/(l) = —3,36 — (—2) = —1,36 y ^ = 6,8 

Jy • 

Geométricamente, en (a) es la pendiente de la recta que une los puntos (1, —2) y (1, 2, —0,56) de la parábola 
y = x % + 5x — 8, y en (b) es la pendiente de la recta que une los puntos (0,8, —3,36) y (1, —2) de la misma parábola. 


2. La ecuación s — 5/* representa el espacio, ¿(m), recorrido por un cuerpo que cae libremente a partir del reposo. Calcu¬ 
lar As/At cuando / varía de /„ a t 0 + At: Como aplicación, calcular As/At cuando t varía: (a) de 3 a 3,5, ( b ) de 3 a 3,2 
y (c) de 3 a 3,1. 

4 - *>. + **-» 1 _ io,. + u,. 

At At At 

(a) Aquí / 0 = 3, d/ = 0,5, y As/Ai = 10(3) + 5(0,5) - 32,5 m/s. 

(ó) Aquí / 0 = 3, d/ = 0,2, y As/At = 10(3) + 5(0,2) = 31 m/s. 

(c) Aquí / 0 — 3, d/ = 0,1, y As/At = 30,5 m/s. 


Como As es el desplazamiento del cuerpo desde el instante t = t 0 hasta / = /„ + At y 

As _ desplazamiento ^ _ velocidad media del cuerpo en el intervalo de tiempo dado 
At tiempo 
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3. Hallar dy/dx , siendo y = x* — x* — 4. Hallar también dy/dx en el punto: (a) x — 4, (A) x = 0, (c) * = —1. 


(1) y + = (x 4- <dx) 3 — (x + Jx) 2 — 4 

= x* 4- 3x a Wx) + 3xGdx) 2 + (Ax) 9 — x 1 — 2x(Jx) — (<dx) 2 — 4 

(2) Ay = (3x a — 2x) • Ax 4- (3x — i)(Ax) % + (Ax) 9 

(3) ~ = 3x‘ — 2x + (3x—í )-Ax + (Ax)’ 

(4) = lim {3x* — 2x + (3x — 1) • Ax + (Ax) 1 } = 3x* — 2x 
ax jx+o 


(a) 



3(4)* -2(4) = 40, 



= 3(0)* - 2(0) = 0, 

* = D 



3(—1)* — 2(—1) = 5 


Hallar la derivada de y = 

= x* -I- 3x + 5. 


a) 

y + Ay = 

(x 4- Ax) 2 + 3(x + Ax) + 5 = x* + 2x Ax + Ax* + 3x 4- 3Ax + 6 

(2) 

A y = 

(2x + 3)Ax + Ax* 


(3) 

Ay _ 
Ax 

(2x 4- 3)Ax 4- Ax 2 
Ax 

— 2x + 3 ~(- Ax 

(4) 

dy 

dx 

lim (2x 4- 3 4 Ax) 

A*-* 0 

= 2x + 3 


5. 


Hallar la derivada de y = x ]_ 2 en * 0 * P 1111108 x = 1 y x = 3. Demostrar que la función no es derivable en el 
punto x = 2, en el que presenta una discontinuidad. 


(1) y + Ay 


1 

x + Ax — 2 


(2) 


1 

1 

(* — 2) — (* + Az — 2) 

-Ax 

A y = 

x + Ax - 

-2 x — 2 

(x — 2)(x 4- Ax — 2) 

(x — 2)(x + Ax 

(3) 

Ay _ 
Ax 

-1 

(x — 2)(x 4- Ax — 2) 




dy _ 

i' _ 

-1 

-1 


(4) 

dx 

lim .— 
a*-+o (X 

— 2)(* + A* — 2) 

" (*-2)* 



Para x = 1, 


dy_ 

dx 


—1 

( 1 - 2 )* 


— — 1, y para x 



(3 — 2) 2 


Para x = 2, 


dy_ 

dx 


no existe porque el denominador es cero. 


2x_3 

6. Hallar la derivada de /(x) = z——- y demostrar que la función no es derivable en el punto x = — en el que pre¬ 
senta una discontinuidad. 3x + 4 


( 1 ) 


/(x + Ax) = 


2(x+Ax) — 3 
3(x + Ax) 4- 4 


( 2 ) 


f(x 4- Ax) — f(x) = 


2x + 2Ax — 3 
3x -I- 3 Ax 4- 4 


2x — 3 
3x -I- 4 


(3x + 4)[(2x — 3) + 2 Ax] — (2x — 3)[(3x + 4) + 3 Ax] 
(3x 4- 4)(3x + 3Ax + 4) 

(6x + 8 — 6x4- 9)¿Jx 17¿dx 

(3x + 4)(3x + 3 Ax + 4) (3x 4 4)(3x + 3 Ax 4- 4) 



CAP. 4] 


DERIVADA 


25 


(3) 

(4) 


f{ x + Ax)-f{x) 


17 


Ax 


Qx + 4)(3* + 3 Ax + 4) 
17 


f'(x) = lim 


17 


(3x + 4)(3x + 3dx + 4) (3x + 4)* 


Para x — —4/3, la función no es derivable porque se anula el denominador. En general, una fundón no es derivable 
en los puntos en que presenta una discontinuidad. 


7. Hallar la derivada de y = y/2x + 1. 


(1) y + Ay = (2x + 2dx + 1)*'» 


( 2 ) 


Ay - (2x + 2dx + l) 1 ' 2 — (2x + l) 1 ' 2 


= [(2x + 2dx + l) 1 ' 2 — (2x + l) 1 ' 2 ] 


(2x + 2dx ^ l) 1 ' 2 + (2x + l)*' 2 
(2x + 2 Ax + l) 1 ' 2 + (2x + 1 )«• 


(2x + 2dx + 1) — (2x + 1) 2dx 

(2x + 2dx + l) 1 ' 2 + (2x 4- íyi* (2x + 2dx + l)*' 2 + (2x,+ l) 1 ' 2 


(3) 


dy _ 2 

dx (2x + 2dx + 1 yi* + (2x + T) 1 ' 2 


(4) 


dy _ 2 _ 1 

dx ~ J™, (2x + 2dx + l) 1 ' 2 + (2x + l) 1 ' 2 “ (2x + l) 1 ' 2 


En la función fix) — y/lx + 1, lim /(x) = 0 =/(—£) mientras que no existe lim f(x ); la función es continua a la 

x -*—*/ 2 + x-»—■*/.“ 

derecha de x = —En el punto x = —¿ la derivada es infinita. 


8. Calcular la derivada de/(x) = x 1,a y, como aplicación, estudiar/'(O). 
(1) /(x + Ax) = (x + dx) 1 ' 2 


(2) /(x + Ax) —/(x) = (x + -dx) 1 ' 3 — x 1 ' 2 

= [(x + dx) 1 ' 2 —x*' 2 ][(x + .dx) 2 ' 2 + x lfa (x + dx) 1 ' 2 + x 2 ' 2 ] 
(X + dx) 2 ' 2 + X 1,3 (X + .djf)V» + *«/* 

_ x + Ax — x 

(x + dx) 2 '» + x l '»(x + dx)*' 2 + X 2 ' 2 

/(x + dx)-/(x)_ 1 

dx (x + dx) 2 ' 2 + x*' 2 (x + dx) 1 ' 2 + X 2 '» 


(4) 


/'(x) 


lim 


__ 1 _ 

(x + ¿Ijc) 2 ' 3 + x lf *(x + ¿Jjc) 1/3 + JC 8 / 3 


1 


La función no es derivable en el punto x = 0 porque el denominador es cero. Obsérvese que la función es continua 
en el punto x — 0. Teniendo esto en cuenta así como la nota final del Problema 7 se puede afirmar que: Si una función 
es derivable en el punto x = a t es continua en dicho punto aunque el recíproco no es cierto. 
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9. Interpretación geométrica de dy/dx. 

La Fig. 4-1 muestra que Ay/Ax es la pendiente de la 
secante que une un punto fijo P(x , y) cualquiera de la curva 
con otro Q(x + Ax, y 4- Ay). Cuando Ax -> 0, P perma¬ 
nece fijo y Q se mueve sobre la curva acercándose a P; la 
recta PQ va girando alrededor de P hasta que llega a su po¬ 
sición límite que es la tangente PT a la curva en el punto P. 
Asi pues, dy/dx es la pendiente de la tangente a la curva 
y =f(x) en el punto P. 

Por ejemplo, en el Problema 3, la pendiente de la cú¬ 
bica y = x 3 — x 2 — 4 en el punto x — 4 es m = 40, en 
x = 0es/n = 0yen.x = —1 es m — 5. 



O 


x 


10. Hallar ds/dt en la función del Problema 2. Interpretar el resultado. 


Fig. 4-1 


En este caso 


As 

~At 


10f 0 + 5At y 


= lim (10r 0 + SAt) = 10t 0 . 

dt 


Cuando At 0, As/At representa la velocidad media del cuerpo en intervalos de tiempo At cada vez más peque¬ 
ños. El valor de ds/dt es la velocidad instantánea v en el instante t — t 0 . Por ejemplo, para x — 3, v = ló(3) = 30 m/s. 


11. Calcular /'(jc) en la función f{x) = |*| 


La función es continua para todos los valores de x . Para x < 0,/(jc) «= —jc y/'U) 
/'(*) = 1 . 


1; para x > 0, /(*) — x y 


Para x = 0,/(x) =■ 0 y lim ÍÜ±^=M . , to /(» + *>-/*» . JJal 
Ax->q Ax j*-mj Ax Ax—o Ax 


Cuando Ax -> 0~, 


A , .—1 mientras que si Ax -> 0 + , 

Ax Ax 


Por consiguiente, la función no es derivable en el punto x = 0. 


12. Calcular c = 


Ay 

Ax 


dy 

dx 


para la función de los Problemas (a) 3 y ( b ) 5. Demostrar que c 


0 cuando Ax -> 0. 


(a) c = {3x 2 — 2x + (3* — l)Ax + ( Ax ) 2 } — {3x 2 — 2*} — (3x — 1 + Ax)Ax. 


(6) £ (x — 2)(x + Ax — 2) (x — 2y 


—(x — 2) + (x + Ax — 2) _ 1 . 

(x — 2)*(x + Ax —2) (x — 2)\x + Ax — 2) 


dy 

13. Interpretar geométricamente la expresión Ay = • Ax + c • Ax del Problema 12. 

dy 

En la figura tiel Problema 9, Ay = RQ y -f- * Ax = PR é tag Z_ TPR = RS; por tanto, c * Ax = SQ. Cuando x se ín- 

dx 

dy 

crementa en Ax desde P(x,y), Ay es el incremento correspondiente de y contado hasta la curva mientras que —j- Ax es el 

incremento correspondiente de y contado hasta la tangente PT. Como la diferencia entre ambos incrementos e * Ax 

= (...)(J*) a -> 0 más rápidamente que Ax, en el Capítulo 23 se empleará la expresión - * Ax como una aproximación de 
Ay cuando \Ax\ sea pequeño. 
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Problemas propuestos 

14* Calcular Ay e AyjAx % en los casos siguientes: 

(o) y = 2x — 3 y x pasa de 3,3 a 3,5. 

(b) y = jc* + 4x y x pasa de 0,7 a 0,85. 

(c) y = 2/x y x pasa de 0,75 a 0,5. 

Sol. (a) 0,4; 2, (b) 0,8325; 5,55,(c) 4/3; -16/3 


15. Dada la función y — x* — 3x + 5, calcular Ay en el punto x = 5 para Ax — —0,01. Hallar el valor de jipara* = 4,99. 
Sol. Ay = —0,0699; y = 14,9301 


16. Calcular la velocidad media de los siguientes movimientos: 

(u) s = (3/* + 5) m y t pasa de 2 a 3 seg. 

(b) s = (2/* + 5t — 3) m y / pasa de 2 a 5 seg. 

Sol. (a) 15 m/seg, (b) 19 m/seg. 


17. Calcular el aumento de volumen de un balón esférico cuando su radio se incrementa desde r basta r + Ar cm, (b) desde 
2 hasta 3 cm. 

Afj- 

Sol. (a) (3r* + 3r • Ar + Ar 9 ) * Ar cm 3 ., (b) "/s n cm». 


18. Hallar la derivada de las siguientes funciones: 


( a ) y = Ax — 3 

(b) y — 4 — 3x 

(c) y = jc 2 + 2x — 3 

Sol. (a) 4 

(b) -3 

(c) 2(x + 1) 

(d) -2/x 9 


(d) y = 1/jc* 

(?) y = (2x-l)l(2x + 1) 

(/) y = (l+2x)l(l-2x) 


(e) 


(2x + 1)« 


(/) 


(1 — 2xY 


(g) y = V* 

(h) y -- \¡V7 


(g) 


1 

lyfx 


(A) 


Ixyfx 


(/) y = V T+2x 
C j ) y = 1/V2 + x 


(0 


1 

VTT2Í 


0) 


1 

2(2 + x )»'* 


19. Hallar la pendiente de las siguientes curvas en el punto x — 1: 

m /-TfTT. Wr-TfT 

Sol . (a) —10, (ó) —1, (c) —1/8. 


20. Calcular las coordenadas del vértice de la parábola y = x 9 — 4x + 1 teniendo en cuenta que la pendiente de la tangente 
en dicho punto es igual a cero. Sol. V(2 t —3). 


21. Calcular la pendiente de las tangentes a la parábola y = — jc 1 -f 5* — 6 en los puntos de intersección con el eje x. 
Sol. Para x — 2, m — 1; para x — 3, m = —1. 


22. Calcular la velocidad de los siguientes movimientos en el instante t — 2; s viene expresado en metros y t en segundos: 
(a) s = t t + 3t,(b)s = t* — 3t*,(c)s = V7T2. 

Sol. (a) 1 m/s, (b) 0 m/s, (c) i m/s 


23. Demostrar que la variación instantánea del volumen de un cubo con respecto a su arista *(cm) es de 12 cm 8 /cm 
cuando x = 2 cm. 



Capítulo 5 


Derivación de funciones algebraicas 


UNA FUNCION que tiene derivada en un punto x =* x 0 se dice que es derivable en él. Una función es 
derivable en un intervalo cuando lo es en todos los puntos del mismo. 

Las funciones que aparecen en el cálculo elemental son, en general, derivables en sus intervalos 
de definición, pudiendo no serlo en algún punto aislado. 


FORMULAS DE DERIVACION, En las fórmulas siguientes u, v y w son funciones derivables de x. 


1. (c) = 0, siendo c una constante 

2 - E<*> = 1 

3. ¿(M + V+ •••) = ¿(u) + '£(v) + ... 

4 - = c ¿<“> 

5. £(uv) = u£(v) + v£(u) 

6. — {uvw) — uwvw ~!^( u ) 


É(r)=r¿<“>. 

dz(t¡) = 


9. 


U V a 0 

d fu 

dx Kv 

d 


v £ (u) - u é (v) 


, v ¥=■ 0 


10. —(x m ) = mx m ~ x 
dx 

n. ¿(u-) = *u-'¿(«) 


(Ver Problemas 1-13.) 


FUNCION INVERSA. Sea la función y = f(.x) derivable en el intervalo a < jc < b y supongamos que 
dyjdx no cambia de signo en dicho intervalo. Las funciones representadas en las Figs. 5-1 a y 5-lZ> 
toman una sola vez cada uno de los valores comprendidos entre f{a) ~ c y f(b ) = d . Por tanto, 
a cada valor de y perteneciente a dicho intervalo le corresponde un único valor de x , con lo cual 
x es también función de y , es decir a: = g(y). Las funciones y — f(pc) y x = g(y) reciben el nombre 
de funciones inversas . 
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Ejemplo 1: 

(a) y = f( x ) — 3jc + 2 y jc = ^(>0 = J(,v — 2) son funciones inversas. 

( b ) Cuando jc < 2 e y > —1, y = x* — 4jc + 3 y jc = 2 — vV + 1 son funciones inversas. Cuando jc > 2 e y > —l, 
y = x* — 4jc + 3 y jc = 2 + + I son funciones inversas. 

Para calcular dyjdx en la función x = g(y): 

(a) Despejar y si es posible y derivar con respecto a a 

(¿>) Derivar x = g{y) con respecto a y y aplicar 


12 . 


dy _ 1 

dy 


Ejemplo 2: 

Calcular dvfdx en la función x = \'y + 5. 

Aplicando (o): y = (jc — 5)* y dyjdx = 2(.v — 5), 

dx l dy /— 

Aplicando (ó): -r— = ¿v -12 =-—; por tanto, —= 2v y = 2(jc — 5>. 

dy 2\ y 


(Ver Problemas 14-15.) 


j 


DERIVADA DE UNA FUNCION DE FUNCION. Si y = /(ü) y u = g(x) resulta que y = f{g(x)} es 
una función de jc. En el caso en que y sea una función derivable de u y u lo sea respecto de .y, la 
función y = /{£(*)} también será derivable con respecto a ,v. La derivada dy¡dx se puede obtener 
por uno de los procedimientos siguientes: 

{a) Despejar y en función de .y y derivar 

Ejemplo 3: 

Si> = « t + 3yw = 2jr + 1, tendremos y — (2jc + 1)* + 3 y dyjdx = 8jc + 4. 

(¿0 Derivar cada una de las funciones con respecto a la variable independiente y aplicar la fórmula 

11 dy ^ dy . du 

dx du dx 


Ejemplo 4: 


Si> r = w* + 3yw = 2jc + l, tendremos = 2w t — 2 y 

du dx dx du 


du 

= 4 U = 8 jc + 4. 
dx 


(Ver Problemas 16-20.) 


DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR. La derivada de una función de y, y = /(*), recibe el nombre 
de primera derivada de la función. Si la primera derivada es a su vez una función derivable, su deri¬ 
vada se denomina derivada segunda de la función original y se representa por uno cualquiera de los 
d % y 

símbolos y" ° /"(*)• La derivada de esta segunda derivada, si existe es la derivada tercera 

d*y 

de la función y se representa por y'" o /"'(*). 

Nota. La derivada de un orden determinado en un punto solo puede existir cuando todas las 
funciones derivadas de orden inferior son derivables en dicho punto. 


(Ver Problemas 21-23.) 
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Problemas resuellos 


1. Demostrar; (a) (c) = 0. siendo c una constante; (A) -í- (jt) = 1; (c) («) = siendo c una constante; 

dx dx dx 

d 

(i d ) — (x n ) = /rx”- 1 , siendo n un número positivo entero. 


d f{x 4- áx)—f(x) 

Como — f(x) = !«m --.— 

dx JT _o áx 

(a) -j^-(c) = lim —■ C — lim 0 = 0 

rf / x i ■ (* + Ax) — x .. Ax , 

( b) -r--(x) — lim --- = lim — = lim 1 = 1 

dx Ax ^x-+o Ax 


t x d . x .. c(x 4- Ax) — ex 

(c) ^~(cx) - lim —- K — - 

dx ¿r-o Ax 


W £(*•) = lim (j - + - ^ r ~ T 
n.r — ü Ax 


lim e = c 

X' _► i» 


.c" + 

1 * ¿í 


— lim \ vx n 1 4- V ^ — x"~*Ax 4- ••• 4* (Ax)"' 1 !* = wx"' 1 

Ar-+0 1 " ¿ 


4- {Ax) w S — x 


2. Sean « y v funciones derivables de x . Demostrar: (a) ~ (u 4- v) = -^- («) 4- (v) 

ox dx dx 


(6) ¿(n-v) = «-¿(«) + 


dx \r J 


B, á (H) - M, ¿ ív) 


, r^O 


(a) Sea /(x) = u 4* v = i/(x) 4- Kx); tendremos: 

/(x 4- Ax) — f{ x) _ u(x + áx) + v(x 4- Ax) — u(x) — v(x) _ u(x 4- A x) — u(x) + v(x 4- áx) — v(x) 
áx áx áx áx 

Tomando el límite cuando áx-* 0, /(x) = — (u 4- v) = u(x) + ~ v(x) = (ü) 4* (v). 

dx dx dx dx ax dx 

(A) Sea /(x) = u * v = «(x) * v(x); tendremos: 

/(x 4- Ax) — f(x) _ ?<(x 4- Ax)« v(x 4- Ax) — ?<(x) * v{x) 

Ax Ax 

[í<(x 4- Ax) • i>{x 4- Ax) — v(x) • ?<(x + Ax)] 4- [v(x) • u(x 4- Ax) — m(x) * v(x)| 
~ Ax 

= M( , + ^)ií£±^L±2í*) + v{x) yfe+^ L - "<«) . 

AX AX 

y /(■**) - = u(x)¿v(x) 4- v(x)-^n(x) = u^-(v) + v~(u). 


(r) Sea f(x) = — = tendremos 

i’ r(x) 

?/(x 4- Ax) __ u(x) 

f(x Ax) - /(x) _ t»(x + Ax) v(x) _ h(x 4- Ax) * v(x) — u(x) ■ v(x 4- Ax) 

Ax — Ax ~ Ax{v(x) • v(x 4- Ax)} 

f»(x 4- Ax) • i'(x) — 7í(x) • r(x)] — [u(x) • v(x 4- Ax) — u(x) • t;(x)] 
Ax{v(x) # v{x 4- Ax)} 


u(x 4- Ax) — a ( x ) 


v(x + Ax)^ — v{x) 


d , { . d / w 

y rf7 /(l) = rfíU 


u(x) • v(x 4- Ax) 

r(r) ¿" w - - M s< w) 

{ü(x)>* V* 
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Derivar las siguientes funciones. 

3. y = 4 + 2x — 3* a — 5* a — 8* 4 + 9* 5 

^ = 0 + 2(1) — 3(2*) — 5(3* 2 ) — 8(4* 8 ) + 9(5* 4 ) = 2 — 6* — 15* a — 32* 3 + 45* 4 
1 3 2 

4* y ~ - •"-rH -s = x ~ l + 3* -a + 2** 3 

% = -■»-* + 3(-2*- 3 ) + 2(-3x~‘) = -a:-»- 6*- 3 -6*-‘ “ ~ ¿ ¿ ¿ 


5 . 3/ = 2 a I/a + 6a 1/3 - 2x a/a 

§ = 2 ( É - X_,/ ’) + «( i * - *' 3 ) “ 2 (|* l/ 0 = *- / * + 2 *-™ - 3 x " 3 = ¿ í +^- 3 *"’ 
«• = + = 2 *-'» + 6*- 1/3 - 2 x ' 3 ' 3 - 4 *-« 

— — _ 2ir _4/3 -I- “ 5/2 4- qr“ 7/4 —_L__?_U _?_ l — 

— x ¿x -t óx t oí — ^ 3/i ^3 *r x ¡ n t- x7/A 


7. 2/ 


\/3x s - ~ - (3a:*) 1/3 - (6x)- ,/3 
V5a 

g = |(3x 3 )-^ 3 .6* J)(5*)—-6 


2 * 5 2 1 
<»*T / ' 2(6x)(5x)« ^ + 2 x^ 


8. s = (í* — 3V 


% = 4(t 3 — 3) 3 (2() 


8f(t a - 3) 3 


9. z 


3 

(a 2 -i/ a ) a 


3(a a — y % )~* 


dz 

dy 


3(-2)(a*-|, a )--¿(a a -^) 


3(—2)(a a — y a )^ a (~2y) 


12i/ 

(a* -V 2 ) 3 


10. /(x) = Vx 3 + 6x + 3 = (x« + 6x + 3) ,/3 

/'(x) = i(x l + 6x + 3)- ,/, *^(x , + 6x + 3) = i(x , + 6x + 3)- ,,, (2x + 6) 


x + 3 

\/* 2 + 6x + 3 


11. y = (x 2 + 4)* (2a 3 - l) 3 

y' - <x 3 + 4) 3 *¿-(2x 3 -l) 3 + (2x 3 -l) 3 *¿-(x 3 + 4) 3 

= (x 3 + 4) 3 ♦ 3(2x 3 - 1) J '¿ (2x 3 - 1) + (2x 3 - l) 3 • 2(x 3 + 4) • (x 3 + 4) 

= (x 3 + 4) 3 • 3(2x 3 - l) 3 • 6x* + (2x 3 - l) 3 ■ 2(x 3 + 4) • 2x = 2x(x 3 + 4)(2x 3 - l) 3 (13x 3 + 36x - 2) 


12. 


_ 3-2x 
V 3 + 2x 

y' = 


(3 + 2x) *¿-(3 - 2x) - (3 - 2x)-¿(3 + 2x) 
(3 + 2x) 3 


(3 + 2x)(-2) - (3 - 2x)(2) 
(3 + 2x) 3 


-12 

(3 + 2x) 3 
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13. y — 


7 ^ 7 * ( 4 - x *) 1 ' 1 

dy _ (4-x 2 )' 72 .¿(x 2 )-x 2 .¿(4-x 2 r 


__ (4 — x 1 ) 1 ' 2 (2x) + x 2 (4 — x 2 ) -172 (4 — x 2 ) ,,J 

4 - x 2 ’ (4 - x 2 ) 1 ' 2 


(4 - x 2 ) 172 (2x) - x 2 ■ ^(4 — x 2 )-* 72 (—2x) 
4 — x 2 

2x(4 - x 2 ) 4- x* _ 8x — x 3 
(4 - x 2 ) 272 (4 - x 2 ) 272 


14. Hallar dy/dx, en la función * — Vvl — V > ■. 


dy _ 1 _ yl - y 1 

dx " dxfdy 1-2 y 2 


15. Calcular la pendiente de la curva x = y 1 — 4y en los puntos de intersección con el eje y . 

Los puntos de corte son (0,0) y (0,4). 

0- = 2y — 4, y = ¿^¡dy = 2y — 4 ' En ía P end * ente es —i» y en (O» 4 ) Pendiente es J. 

FORMULA DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION DE FUNCION 

16. Deducir la fórmula 

dx du dx 

Sean Au y Ay los incrementos experimentados por las funciones u y y cuando x aumenta o disminuye en Ax. 
Siempre que Au ^ 0 podremos escribir. 

Ay _ Ay Au 
Ax Au Ax 

y siendo Au ^ 0, cuando Ax -* 0 se verificará 

dx du dx 

Se puede prescindir de la condición impuesta a Au tomando \Ax\ suficientemente pequeño. Cuando esto no sea 
posible, la fórmula se puede deducir de la manera siguiente: 

dy 

Sea Ay = • Au + c • Au donde « 0 cuando Ax -► 0. (Ver Problema 13, Capítulo 4.) Por tanto, 

Ay _ dy Au Au 
Ax du Ax C Ax 

. ... . . dy dv du du dv du 

y, tomando limites cuando Ax ^ 0 t ~ ~ —h0 — = -f- • —- como antes. 

dx du dx dx du dx 


17. Hallar dyjdx , en las funciones y = | y u = x z + 2. 


Por lo tanto 


dy 4 u du 2x 2x 

du ~~ (m 2 4- l ) 2 y dx ~ l(x 2 + 2) 2,1 “ Tu 2 

dy _ ¿y. . du _ 4u 2x _ 8x 

dx du dx (u 2 4- l) 2 3 u 2 3m(w 2 4- 1) : 


18. Un punto se mueve sobre la curva y — x* — 3* 4- 5 de forma que x = \y/T + 3 siendo t el tiempo. Calcular la variación 
de y con respecto al tiempo en el instante t = 4. 

Se trata de calcular el valor de dyjdt para / — 4. 

dy _ y x2 _j. dx_ = _1_ dy ^ dy dx _ 3 (* 2 — 1) 

dx dt 4 /1 dt dx dt 4/1 

Cuando t = 4 x = J y/4 4-3=4, y ^ = ^4 2 ^ = IT unií ^ a ^ es P or un *dad de tiempo. 


19. Un punto se mueve en el plano según la ley x = /• + 2 t f y = 2t* — 6L Calcular dyjdx para f = 0, 2, 5, 
De la primera ecuación se puede despejar t y sustituirlo en la segunda, resultando yen función de x. 


¿r dx 1 dy dy dt 

= 2, + 2 ,_= _,y—= • 


dx 2t + 2’ V dx dt ' dx 6( ' 1} ' 2(1 4 - 1) “ 3( ' 


Los valores pedidos de dyjdx son —3 para / — 0, 3 para t = 2, y 12 para t = 5. 
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20. Si y = jc* — 4x y x — x/lt* + 1, hallar dyjdt cuando t — 2. 

dy __ _ dx 2/ dy _ dy dx _ 4t(x — 2) 

¿jc dt (2/ 2 + l) 1 /* ’ dt dx' dt ~ (2 /* + iy/> 

Cuando / = VI, * = V"5 y (5 _ 2^5). 

21. Demostrar que la función /(jc) = jc 3 + 3jc* — 8jc + 2 tiene derivadas de todos los órdenes para x ~ a 

f'(x ) = 3jc* + 6jc — 8 y /'(a) = 3a* + 6 a — 8 

/"(jc) = 6 x + 6 y /"(a) = 6 a + 6 

/"'(*) “6 y /"'(«) = 6 

Todas las derivadas de orden superior son idénticamente nulas 


22. Hallar las sucesivas derivadas de /(x) = x*l 3 para jc = 0. 

/'< X) = 1 ac 1 /* y/'( 0)=0 

/"«“-¿ry/'^noaisíe. 

Por tanto, para x = 0 solamente existe la primera derivada. 

23. Dada la función f(x) = = 2(1 — x)~\ calcular f {n) (jc). 

Tendremos 

/'(*) = 2(—1)(1 - jc)~* (-1) = 2(1 —jc)“* = 2-11(1 — *)-■ 

/"( x) = 2(1 !)(— 2)(1 -jc)-»(-1) = 2 * 2 !(1 — jc)- 8 
/"'(jc) * 2(2 !)(— 3)(1 — *)-*(— 1) = 2 • 3 ! (1 — jc)-* 

con lo cual / ( *> (x) = 2 • n ! (1 — jc) -( " +1) . 

Esto se puede demostrar por el método de inducción, suponiendo que f {k) (jc) = 2 • k ! (1 — jc)“ ía+1) , se verifica 
(jc) = —2 - k ! (k 4* 1)(1 — *)-<*+*>(— 1) - 2 • (* + 1) ! (1 — jc)-<* + « 


Problemas propuestos 


24. Deducir la fórmula 10 en el caso en que m = —1 //?, siendo n un número positivo, aplicando la fórmula 9 para 

hallar ¿(^)- 

En el caso en que m = p¡q, siendo p y q enteros, ver Problema 4, Capítulo 6 . 


Hallar la derivada de las funciones de los Problemas 25-43. 

25. 

y = *• + 5*‘ - 10 *" + 6 

Sol. 

dyjdx = 6 *(íc 3 + 4¡e* — 4) 

26. 

y = 3* 1 " - a*'* + 2x~ m 

Sol. 

— = — — -v* - -4 

dx 2 V* 2 * 

27. 

y = -3- 4- - 7 = = — a"* + 4x~ ,n 

2x • y/x 2 

Sol. 

dy _ 1 2 

dx ~ a* a»'* 

28. 

y = y[2x + 2yfx 

Sol. 

, 1 + V 2 

V y[2x 

29. 

'<■> - w + á 

Sol. 

m = - 

30. 

y — (1 — 5x)‘ 

Sol. 

y' = -30(1 - 5*)* 

31. 

/(*) = (3* — a s 4- l ) 4 

Sol. 

/'(*) = 12(1 - a’)(3* - a s + 1) 

32. 

y - (3 + 4x - x 1 ) 1 ' 1 

Sol. 

, 2 — x 

y = y 
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33. 


3 r +2 
2r + 3 


Sol. £ = 


5 


35, y = 2x*y/2 — x 

36. . /(x) = — 2x 2 


Sol . j/' = 
So/, y' = 


dr (2 r + 3)» 
5a ; 4 


5o/. /'(*) = 


(1 + *)• 
x (8 — 5x) 
yj2-x 
3 — 4x* 


\Z3-2x 8 


37. y = (x — l)\Ztf a — 2x + 2 


L a = 


to 


Vi— 4 ío* 
39. y = \A 4- 


5í? /. * = 4 g, - to + « 

dx \fx* — 2 x + 2 
_ 1 

dw (1 — 4'io*) 8/í 

1 


SoL y' = 


40. /(x) 


= -JE 

>x + l 


5o/. /'(*) = 


4\/x + x t/x 
1 


41. 3 / — (a ; 2 + 3 ) 4 ( 2 x 3 - 5 ) 3 
t* + 2 


42. s = 


3 — t a 


43. 




(a; + 1)V«* — 1 
5o/. y' = 2x(x a -f 3) 3 (2a; 3 — 5)* (17a; 3 + 27x — 20) 
10Í 

5o/ - lt = 

r ., u , _ 36x*(x’-l)> 

** W “ ^2*»+lF 


44. Calcular dy/dx por dos métodos diferentes y comprobar que se llega al mismo resultado: (a) x <= (1 + 2y)* 
(b)x = 1/(2 + y). 


Calcular dyjdx en los Problemas 45-48. 

u — 1 

45. V = » * = v® 

46. y = w 3 + 4, m = a; 1 + 2x 

47. y = Vi + «, u — V*~ 


5o/. = --- 

dx Vé (1 + Ve ) 2 

Sol. ^ = 6x*(x + 2)* (x + 1) 
ax 

SoL Ver Problema 39 


dy __ dy du dv 

di “ dü * di* di’ 


48. y = Ví « = v(3 — 2 v), v — x 2 

Calcular las derivadas indicadas en los Problemas 49-52. 

49. y = 3x 4 - 2x a + x - 5; y’" SoL y” f = 72x 

105 


(5o/. Ver Problema 36) 


SoL = 


SoL /"(x) = 


50. y ~ 1/Vi; j/ <lv) 

51. /(*) = /"(*) 

52. y = x/\/x - 1, j/" -So/, j/" = 

Calcular la derivada enésima en los Problemas 53-54. 

53. y = J/x* So/. y<»> = 


íex *' 1 


-6 


(2 - 3x*) s/í 
4 — x 


4(x — 1) 5/ * 
(-!)”(«+ 1)1 


r»+* 


Sol. /"(X) =(-!)»- 


3* • n 1 


54. /(x) = l/(3x + 2 ) —- , v-, v q x + 2 y, +i 

55. Si y =/(«) y u — ^(x), demostrar: 

d*y _ dy <Pu d*y f duV ¿1/ d 3 w . 0 d 2 y d 2 u du d}yfdu\ 

— - - — —) (b) J5T = *í , 5í5-+ 3 díi , d? , dí+ 1 

y" cPx 30'")* — y'y'" 


dx 1 du dx 5 + du‘\^dx 


D ' 


56. A partir de ^ deducir 

dy y dy* 


OO 8 ¿y* 


(yV 



Capítulo 6 


Derivación de funciones implícitas 


FUNCION IMPLICITA. Cuando una ecuación, definida en el campo de variación de sus variables se 
escribe en la forma /(x, y) = 0 se dice que y es una función implícita de x. 

Ejemplo 1: 

1_ x 

(a) La ecuación xy + x — 2 y — 1 = 0, siendo x ^ 2, define la función y = —— 

(i b ) La ecuación 4x* + 9 y* — 36 = 0 define la función y = f V9 — x* cuando |jc| < 3 e y > 0 y la función 

X = — f y/9 — x * cuando |x| < 3 e x < 0. 

Obsérvese que la elipse se puede considerar formada por dos arcos unidos en los puntos (—3,0) y (3,0). 

Para hallar la derivada y' se puede seguir uno de los procedimientos que se detallan a con¬ 

tinuación : 


(a) Despejar y 9 si es posible, y derivar con respecto a x. Este procedimiento se debe evitar, a me¬ 
nos que se trate de una ecuación muy sencilla. 

(ó) Derivar la ecuación dada con respecto a x, teniendo en cuenta que y es función de x, y des¬ 
pejar y\ Esta forma de efectuar la derivación recibe el nombre de derivación implícita . 

Ejemplo 1: 


(o) Hallar y\ en la ecuación xy + x — 2 y 

dx 


Tendremos x 


1 =0. 


(y) + y¿;(x) + 




o bien xy' + y + 1 — 2 y' = 0; por tanto, y' = . 

( b ) Hallar y\ cuando x = y/5 , en la ecuación 4x 2 + 9 y* — 36 = 0. 

Tendremos, * ’ ^ C**> + 9 • (y‘) = 8x + 9 ■ Ck*) ^ = 8x + 18 yy’ = 0 e y’ - 

Para x = \/~5 t y = ± 4/3. En el punto (V"5,4/3) del arco superior de la elipse, y' = —y en 
el punto (VT, — 4/3) del arco inferior, y' — V~5/3. 


DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR. Se pueden calcular por uno de los procedimientos siguientes: 
(a) Derivar implícitamente la primera derivada y en el resultado, sustituir el valor de / previa¬ 
mente calculado, repitiendo después la misma marcha. 


Ejemplo 3: 



En el Ejemplo 2(a), y' — 



1 “f- v 

-—Por lo tanto, 

2 — x 

(2 - x)y' -f 1 + y 
(2~xY 


<2 


-<&) 


4 - 1 4 ;v 


(2 — x) 2 


2 + 2y 
(2 - xy 


(b) Derivar implícitamente la Ecuación dada cuantas veces sea necesario hasta que aparezca la 
derivada que se quiere obtener, eliminando, acto seguido, todas las derivadas de orden in¬ 
ferior. Este procedimiento es el más recomendable cuando se trate de hallar una derivada 
de orden superior en un punto. 


Ejemplo 4: Calcular el valor de y” en el punto (—1,1) en la curva x*y 4 3 y — 4 = 0. 
Derivando implícitamente con respecto a x dos veces, se obtiene, 

xV + 2xy + 3y' = 0 y x*y" + 2 xy' + 2 xy' + 2 y + 3 y" = 0 

Sustituyendo x = —1, y = 1 en la primera relación, obtenemos y' = 4- 
Sustituyendo x = —1, y = 1, y' — 4 en la segunda relación, obtenemos y" =-■= 0. 
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Problemas resueltos 


1. Hallar yen la ecuación x 2 y — xy 2 + x 2 + y 2 = 0. 

i ixly) ~ é {xyí) + f x {xl) + = 0 

x *£ {v) + - x £ {yi) - y, í {z) + e « + é (y2) = ° 


x 2 y* + 2xy — 2xyy' — y 2 + 2x 4- 2 yy' = 0 


y 2 - 2x — 2xy 
x 2 + 2y — 2xj/ 


2. Hallar y' e y ", en la ecuación x 2 — xy + y 2 — 3. 

Jz** 3 ) “ + = 2x - xyl ~~ y + 2yy '■ ~ 0 


,, _ 2x — ¡/ 
x — 2 y 


y" = 


(x~2y)-^(2x-y) - (2x - y)-~(x - 2y) 


Zxy' — 3 y 


(x - 2y) 2 
?x 


(x - 2y)(2 - y 9 ) - (2x - y)(l - 2y f ) 
(x - 2y) 2 


( 2x-y \ __ 
\x-2yj 


3 y 


(x - 2 yf 


(x - 2y)* 


6(x 2 -xy + y 2 ) _ 18 

(x - 2yf (x - 2yf 


3. Hallar y* e y", en la ecuación x 3 y + xy 3 « 2 para x — 1. 

x 3 y' + 3 x 2 y + 3xy 2 y' + y 3 = 0 

y x 3 y" + 3x*y' + 3x 2 y' 4- 6xy 4 - 3xy 3 y'' 4 - 6xy(y')* 4 - 3y 2 y' 4- 3y 2 y' — 0 

Cuando x = 1, y = 1; sustituyendo en la primera ecuación, y' = —I. 

Sustituyendo x = 1, y = 1, y' = —1 en la segunda ecuación, y " = 0. 


Problemas propuestos 


4. Deducir la Fórmula 10, Capítulo 5, para m = p¡q t siendo p y q números enteros, escribiendo y — x Píq en la forma y* = x p 
y derivando con respecto a x. 


5. Hallar y ", en las ecuaciones (a) x 4- xy + y = 2, (A) x 3 — 3xy + y 2 = 1. Sol. y '' — “TT'V^z »(A) y " = 

\ * I *^/ 


4xy 


(>> ¿ - xy 


6. Hallar y', y", e y'" en (a) el punto (2, I) de x 2 — y 2 — x = 1, ( b ) el punto (1, 1) de x 3 4- 3x 2 y — 6xy 2 + 2y 3 = 0. 
Sol. (a) 3/2, -5/4, 45/8; (6) 1,0,0 


7. Hallar la pendiente de la tangente en el punto (x 0 , y 0 ) de (a) b 2 x 2 4- a 2 y 2 = a 2 A 2 , (A) A a x 2 — u 2 y 2 = a 2 A 2 , (c) x 3 + y 3 


8. Demostrar que las curvas 5y — 2x -f y a — x*y =0 y 2y 4- 5x 4- x 4 — x 3 y 2 = 0 se cortan en ángulo recto en el origen. 


9. (á) El área total de un paralelepípedo recto cuya base es un cuadrado de lado y de altura x viene dada por S = 2y* 4- 4xy. 

Suponiendo que S es constante, calcular dyjdx sin despejar y. 

(A) El área total de un cilindro recto circular de radio r y altura h viene dada por S — 2ji r 2 + 2jirh. Suponiendo que S es 


constante, calcular dt jdh. Sol. (u) 


x + y 


; (b) 


2r + h 


10. En la circunferencia x 2 4- y 2 — r 2 , demostrar que 


{1 + (y') 2 } 3 / 2 


11. Siendo S = nx(x 4- 2y) y V — nx 2 y, demostrar que dSjdx = 2ti(x — y) cuando Kes constante, y que dVjdx = —7tx(x—y) 
cuando S es constante. 



Capítulo 7 


Tangente y Normal 

SI LA FUNCION f(x ) posee derivada finita, /'(jc 0 ), en 
el punto x = x 0 , la curva y = f(x) tiene una 
tangente en P 0 (x 09 y 0 ) cuya pendiente es 

m = tag 8 =f'(x ú ) 

Si m — 0, la curva tiene una tangente horizon¬ 
tal de ecuación y = y 0 en P 0 , puntos A f C y E 
de la Fig. 7-1. En los demás casos la ecuación 
de la tangente en un punto a una curva es 

y—yo = m(x — x 0 ) 

Si /(jc) es continua en el punto x = jc 0 , pero 
lim /'(jc) = oo la curva tiene una tangente verti- 

Fig. 7-1 

cal de ecuación x x m puntos B y D de la Fi¬ 
gura 7-1. 

La normal a una curva en uno de sus puntos es la recta que pasando por dicho punto es per¬ 
pendicular a la tangente en él. La ecuación de la normal en el punto P 0 (x 0 , y 0 ) es 

x = jc 0 , si la tangente es horizontal 

y = y 09 si la tangente es vertical; 

en los demás casos, 

y — y» = — — *o) 

(Ver Problemas 1-9.) 

EL ANGULO DE INTERSECCION de dos curvas se define por el formado por sus tangentes en el punto 
de intersección. 

Para hallar los ángulos de intersección de dos curvas: 

(1) Se calculan los puntos de intersección, resolviendo el sistema formado por sus ecuaciones. 

(2) Se hallan las pendientes m x y m 2 de las tangentes a las curvas en cada uno de los puntos de 

intersección. 

(3) Si m x = m 2 , el ángulo de intersección es <f> = 0°, 

si m x — — 1 jm 2 > el ángulo de intersección es <f> = 90°; 

. . , , Wj — m 2 

en los demas casos, tag ó = -—¡- 

1 H" m x m 2 

Si tag > 0, el ángulo agudo de intersección es ^ y 
si tag <¡> < 0, el ángulo agudo de intersección es 180° — <¡>. 

(Ver Problemas 10-12.) 

LONGITUDES DE TANGENTE NORMAL, SUBTANGENTE Y SUBNORMAL. La longitud de tan¬ 
gente a una curva en uno de sus puntos se define como la longitud del segmento de tangente com¬ 
prendido entre el punto de contacto y el eje jc. La longitud de la proyección de este segmento sobre 
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el eje x recibe el nombre de longitud de subtangente . 

La longitud de normal se define como la lon¬ 
gitud del segmento de normal comprendido entre 
el punto de tangencia y el eje x . La longitud de la 
proyección de este segmento sobre el eje x recibe 
el nombre de longitud de subnormal . 

Longitud de la subtangente = TS — yjm 
Longitud de la subnormal = SN = my Q 
Longitud de la tangente 


= tp 0 = V(Tsf+(sp 0 y 


Longitud de la normal 

= P 0 N = V(SN) 2 + (SP a y 



Nota . Las longitudes de subtangente y subnormal son segmentos dirigidos. Algunos autores 
solamente consideran sus módulos, \y^m\ y \my Q \ respectivamente. Por ello, en las soluciones 
de los problemas no se han tenido en cuenta más que dichos módulos. 

(Ver Problema 13.) 


Problemas resueltos 

1. Calcular los puntos de la curva x 2 — xy + y 2 — 27 en los que las tangentes son horizontales y verticales. 

y — 2x 

Derivando, y' = _ 

2 y — x 

Tangentes horizontales: Igualando a cero el numerador de y\ obtenemos y — 2x. Los puntos de tangencia son los 

de intersección de la recta y — 2x con la curva dada. Resolviendo el sistema se obtienen los puntos (3,6) y (—3, —6). 

Tangentes verticales: Igualando a cero el denominador de y ' resulta x ~ 2y. Los puntos de tangencia son los de 
intersección de la recta x = 2y con la curva dada. Resolviendo el sistema se obtienen los puntos (6, 3) y (—6, —3). 

2. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva y = x* — 2x* + 4 en el punto (2, 4). 

f'(x) — 3x* — 4jc; la pendiente de la tangente en el punto (2, 4) es m ~ /'(2) = 4. 

La ecuación de la tangente es y — 4 = 4(jc — 2), o bien, y = 4x — 4. 

La ecuación de la normal es y — 4 = —J(jc — 2), o bien, jt + 4 y = 18. 

3. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva x 2 + 3 xy + y * 

dy 2x + 3 y 

-=- =--—. La pendiente de la tangente en el punto (1,1) es m = 

dx Sx + 2y 

La ecuación de la tangente es y — 1 = — 1(jc — 1), o bien, x + y = 2. 

La ecuación de la normal es y — 1 = l(;t — 1), o bien, x — y — 0. 

4. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la elipse 4* 2 + 9 y 2 = 40, de pendiente m — —2/9. 

Sea P 0 (x o, y 0 ) el punto de tangencia de la tangente buscada. Se tiene, 

(a) 4xl + 9yl — 40» puesto que P 0 es un punto de la elipse. 

dy 4x 4x 0 2 . . 

(b) Para U 0 , y 0 ), m = — — = — -y, con lo que y 0 = 2x 0 . 

(c) Los puntos de tangencia son las soluciones del sistema de ecuaciones (á) y (ó). Resolviendo dicho sistema se ob¬ 
tienen los puntos (1,2) y (—1, —2). 

La ecuación de la tangente en el punto (1, 2) es y — 2 — — 2/9(x — 1), o bien, 2x + 9y = 20. 

La ecuación de la tangente en el punto (—1 —2) es y + 2 = — 2}9(x + 1), o bien, 2 jc + 9 y — —20. 


= 5 en el punto (1, 1). 
= — 1 . 
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5* Hallar la ecuación de la tangente a la hipérbola x a — y* = 16 en el punto (2, —2). 
Sea Pot*©, y®) el punto de tangencia de la recta buscada. Se tiene, 


(a) 

(« 


xl 

dy 

dx 


— yl = 16, puesto que P 0 es un punto de la hipérbola. 

- — —. Para (x 0 , y 0 ), m = *° = + j? — pendiente de la recta que une P 0 con (2, —2); por tanto, 

y yo x 0 2 


2*o 4- 2y 0 = x% — yl — 16 o sea x 0 4- y 0 = 8 


(c) El punto de tangencia es la solución del sistema de ecuaciones (a) y (ó). Resolviendo dicho sistema resulta el 
punto (5, 3). La ecuación de la tangente es y — 3 = — 5), o bien 5x — 3 y — 16. 


6. Hallar las ecuaciones de las rectas verticales que pasan por los puntos de las curvas (/) y = x* -f 2x * — 4x + 5 y (2) 3 y 
— 2x* 4- 9x a — 3* — 3, en los que las tangentes a ellas son paralelas. 

Sea * = * 0 la ecuación de la recta buscada. 

En (/): y ' = 3* 2 -f 4* — 4; para x = x 0f m = 3*J -f 4* 0 — 4. 

En (2): 3y ' = 6x a 4- 18* — 3; para * = * 0 , m — 2*§ -f 6* 0 — 1. 

Igualando 3*£ 4- 4* 0 — 4 = lx\ -f 6* 0 —1, * 0 = —1 y 3. Las rectas son * — —1 y * = 3. 


(a) Demostrar que la ecuación de la tangente a la parábola y 1 — 4 px de pendiente m ^ 0 es y — mx 4* plm, 

(i b ) Demostrar que la ecuación de la tangente de la elipse ó*** 4- a V = a *b 2 en el punto P 0 (* 0 , y©) es ó 1 *©* 4- a % y¿y = «‘ó 1 

(a) y' = 2p¡y. Si P 0 (*o, y 0 ) es el punto de tangencia, se tiene yl = 4 px 0 y m = 2p/y 0 . Así pues, y Q = 2 p/m t * 0 = iy$/p 
= p¡m l y la ecuación de la tangente, y — Ip/m = m(* — p¡m a ), o bien, y = mx 4- p/m. 

(i b ) y' = — En F 0 , m =-| a ecuac i 5 n de ] a tangente es y — y 0 =-(* — * 0 ) 

a*y o a y 0 

o sea ó 1 *©* 4- a 2 yoy — ó**j 4- a 2 y\ = a 2 6 2 . 


8 . 


Demostrar que la tangente a la hipérbola 6 a * 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2 
en el punto P 0 (x 0t y 0 ) es la bisectriz del ángulo formado por los 
radios vectores de P 0 , 


En el punto P 0 la pendiente de la tangente a la hipérbola es 
A 2 *o/a 2 y 0 y las pendientes de los radios vectores P 0 F' y P Q F son 
y 0 /(*o 4- c) e y©/(* 0 — c) t respectivamente. Así pues, 

b 2 Xo y 0 


tag a 


£ 1 * 2/0 xo 4- c 


1 4- 


fe 2 *o 

a 2 yo 


yo 

Xa 4- c 


(b*x 2 0 -a 2 yl) 4- 6 2 cx 0 
(a 2 4- ó 2 )*oyo 4- a f cyo 



a 2 fr 2 4- 6 2 cxo _ 6 2 (a 2 4- cxo) _ fe 2 

e 2 x 0 yo 4- a 2 cyo ~ eyo(a*4-cxo) — cyo 


puesto que b 2 xl — a 2 yl = a 2 b 2 y a 2 4- ó 2 = c 2 , y 


tag (3 


yo _ b 2 x o 
xo — c a 2 yo 

1 + . yo 

a 2 i/o xo — c 


6 2 cx 0 - (ó 2 x 5 -a a 2 /J) 
(a 2 4- ó 2 )x»yo — a 2 eyo 


Fig. 7-3 


b 2 cxo — a 2 6 2 _ 6 2 
c 2 x 0 yo — a 2 cy 0 cyo 


Luego, como tag a = tag jS, a = 0. 
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9. Demostrar que la cuerda que une los puntos de contacto de las tangentes a la elipse Px 1 + a*y 2 = a 2 b % trazadas desde 
un punto de la directriz pasa por e! foco correspondiente. 

Sea P 0 (x 0 , y 0 ) el punto desde el que se trazan las tangentes a la elipse y Pi(jc 1( y x ) y P%(x Zt y a ) los correspondientes 
puntos de contacto. Las ecuaciones de las tangentes en P, y P t son b*x x x + a 2 y¡y — a*b 2 y b^x^x + a'y^y = 0 * 6 *. 
Como ambas pasan por P 0 , se verifican b % x x x^ + y + a*y 2 >o = La recta b*X qX + (Py^y = 0 * 6 *, 

que pasa por P x y P,, es la cuerda de contacto. Sea P(a l lc t y) un punto de la directriz del lado derectio. La ecuación 
de la cuerda de contacto que pasa por P tiene de ecuación (b % a % lc)x + cPyy — a % b % y, como se puede comprobar, pasa 
por el foco correspondiente F(c, 0 ). 


10. Hallar el ángulo agudo de intersección de las curvas (7) y* = 4x y (2) 2x % = 12 — 5y. 

(a) Los puntos de intersección de las curvas son P,(l, 2) y P*(4, —4). 

(ó) En (7), y' = 2/y; en (2), y' - — 4*/5. 

En P x (l, 2), m x = 1 y m t = —4/5; en P t { 4, —4), m x = —1/2 y m t = —16/5. 

? + — 9 y 4* — 83°40' es el ángulo agudo de intersección. 

1 — 4/5 

= 1,0385 y <f> = 46°5' es el ángulo agudo de intersección. 


(c) En TV tag (f> 
EnP 8 : tag 4> 


m x — m t _ 
1 + m 1 m t 

-1/2 + 16/5 
1 +8/5 


11. Hallar los ángulos agudos de intersección de las curvas (7) 2x % + y* = 20 y ( 2 ) 4y* — x* = 8. 

Los puntos de intersección son (± 2\/~2, 2) y (± 2\Z~2, —2). 

En (7), y' = —2x /y, y en (2), y' = x/4 y. 

En el punto (2\/~2, 2), /«i = — 2\f2 y m z ~ ¿\/ 2. Como m 1 m t — —1, el ángulo de intersección es ¿ = 90° (es 
decir, las curvas son ortogonales ). Por simetría se deduce que las curvas son ortogonales en cada uno de sus puntos de 
intersección. 


12. El cable de un puente colgante está unido a dos pilares separados entre sí una 
distancia de 250 m. Suponiendo que adquiere forma de parábola con su 
punto más bajo a una distancia de 50 m del punto de suspensión, calcular el 
ángulo que forma el cable con el pilar. 

Se elige como origen el vértice de la parábola como se representa en la 

Fig. 7-4. 

i 

2 

La ecuación de la parábola es y = jr*, y y' = 

oZ5 

En el punto (12S, SO), m = 4(125/625) = 0,8000 y 

El ángulo pedido es ¿ = 90° — 0 = 51°20'. 


4x 
625 * 

0 = 38°40'. 



13. Hallar la longitud de la subtangente, subnormal tagente y normal a la curva xy + 2x — y = 5 en el punto (2,1). 
d V 2 + y 

-fe ~ -¡-—; en el punto (2,1), m ~ —3. 

Longitud de la subtangente = yjm — —1/3. Longitud de la subnormal = my 0 = —3. 


Longitud de la tangente = Vl/9 -f 1 = vTÓ/3. Longitud de la normal = V9 + 1 = VlÓ. 
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Problemas propuestos 

14. Hallar en qué puntos de la curva x 2 + 4 xy + 16y 2 = 27 la tangente es horizontal o vertical. 

Sol. T.H. en (3, —3/2) y (—3, 3/2) 

T.V. en (6, -3/4) y (—6, 3/4) 

15. Hallar Jas ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva x 2 — y 2 = 7 en el punto (4, —3). 

Sol . 4jc + 3> — 7; 3* — 4y = 24. 

16. Hallar en qué punto la tangente a la curva y = x z ± 5 es (a) paralela a la recta 12* —y — 17, (b) perpendicular a la 

recta * + 3> - 2. Sol . (a) (2, 13), (-2, -3); (b) (1, 6 ), (-1, 4). 

17. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la curva 9x a + I 6 y 8 = 52 paralelas a la recta 9* — 8 y = I. 

Sol. 9x — Sy - ±26. 

18. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola xy = 1 trazadas desde el punto (—1, 1). 

Sol. y = (2\/ 2 — 2)x + 2V~2 — 2 ; y = —( 2 \/^ + 3)x — 2\/ 2 — 2 . 

19. Demostrar que la ecuación de la tangente a la parábola y 2 = 4 px en un punto de ella P(x 0t y 0 ) es, yy 0 = 2 p(x + * 0 ). 

20. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes a la elipse b z x * + a % y 2 = a 2 b 2 de pendiente igual a m son, y — mx ± 

Vá*m 2 -Tí*. 

21. Dada la hipérbola b 2 x 8 — a 2 y 2 = a 2 b 2 , demostrar que (a) la ecuación de la tangente en un punto de ella, P(x 0 ,y 0 ), es 
6 ** 0 * — a z y 0 y — a 2 b 2 , ( 6 ) las ecuaciones de las tangentes de pendiente m son y = mx ± \/ a*m 2 — b *. 

22. Demostrat que la normal a una parábola en un punto de ella P 0 es la bisectriz del ángulo formado por el radio vector 
de dicho punto y la paralela al eje de la parábola trazada por él. 

23. Demostrar que toda tangente a una parábola excepto la del vértice, corta a la directriz y al latus rectum (N. del T.: 
Cuerda perpendicular al eje por el foco) en puntos que equidistan del foco. 

24. Demostrar que la cuerda que une los puntos de contacto de las tangentes a una parábola trazada desde un punto de la 
directriz, pasa por el foco. 

25. Demostrar que la normal a una elipse en un punto de ella R 0 es bisectriz del ángulo que forman los radios vectores 
de dicho P 0 . 

26. Demostrar que la cuerda que une los puntos de contacto de las tangentes a una hipérbola trazada desde un punto de una 
directriz pasa por el foco correspondiente. 

27. Demostrar que el punto de contacto de una tangente a una hipérbola es el punto medio del segmento de tangente com¬ 
prendido entre las asíntotas. 

28. Demostrar que la pendiente de la tangente a una hipérbola o una elipse en uno de los extremos de su latus rectum 
(N. del T .: Cuerda perpendicular al eje—mayor en la elipse y transversal en la hipérbola— por el foco) es numéricamente 
igual a su excentricidad. 

29. Demostrar que (a) la suma de las coordenadas en el origen de una tangente cualquiera a la curva yf~x + V y =* *\/ a 
es constante, ( b ) la suma de los cuadrados de las coordenadas en el origen de una tangente cualquiera a la curva x 
+ y 2 / 3 = ¿i 2 ^ 3 , es constante. 

30. Hallar los ángulos agudos de intersección de las circunferencias x* — 4* + y % — 0 y ** + y* = 8 . Sol. 45.° 

31. Demostrar que las curvas y = x 2 + 2ey = 2x % ± 2 tienen una tangente común en el punto (0, 2) y que se cortan en el 
punto ( 2 , 10) formando un ángulo <f> = are tag 4/97. 

32. Demostrar que la elipse 4 * 2 ± 9y 2 = 45 y la hipérbola x* — 4 y* — 5 son ortogonales. 

33. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal, así como las longitudes de subtangentes, subnormal, tangente y 
normal, a la parábola y = 4x a en el punto (—1, 4). 

Sol. y + 8 * + 4 = 0, iy — x — 33 = 0; —J, —32, lV65, 4\/65. 

34. Calcular la longitud de subtangente, subnormal, tangente y normal a la hipérbola 3x a — 2 y* = 10 en el punto (—2,1). 
Sol. —1/3, —3, y/lb/2, VÍO- 

35. Determinar en qué puntos de la curva y = 2 jc 3 + 13jt* + 5x + 9 sus tangentes pasan por el origen. 

Sol. x -- —3, —1, 3/4. 
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FUNCION CRECIENTE Y DECRECIENTE. Una función /(jc) es creciente en un punto x — jc 0 cuando, 
dado un h positivo e infinitamente pequeño, se verifica: /(jc 0 — h) < f(x 0 ) < /(jc 0 + h ). Análoga¬ 
mente, f{x) es decreciente en un punto jc = jc 0 cuando, dado un h positivo e infinitamente pequeño, 
se verifica: f(x 0 — h) >f(x 0 ) >f(x 0 + A). 

Si f'(x 0 ) > 0, la función f(x) es creciente en el punto jc = jc 0 y si f’(x 0 ) < 0, es decreciente en 
dicho punto. (Ver Problema 17.) Cuando /'(* 0 ) = 0, diremos que la función es estacionaria en el 
punto x = jc 0 . 

Una función es creciente (decreciente) en un intervalo, cuando es creciente (decreciente) o esta¬ 
cionaria en cada uno de los puntos del mismo. 



Fig. 8-1 


En la Fig. 8-1, la función y — /(jc) es creciente en los intervalos a<x<ryt<x<u 9 decre¬ 
ciente en el r < x < t y estacionaria en los puntos jc = r, x = s y x = t. La curva tiene tangente 
horizontal en los puntos R, S y T. Los valores de jc, (r, s y t) para los cuales la función /( x) es esta¬ 
cionaria (/'(*) = 0), reciben el nombre de valores críticos y los puntos correspondientes de la curva 
(R, S y T) el de puntos críticos. 


MAXIMOS Y MINIMOS RELATIVOS DE UNA FUNCION. Una función y = /(jc) tiene un máximo 
{mínimo) relativo en un punto jc = jc 0 , cuando /(jc 0 ) es mayor (menor) que los valores de la función 
para los puntos inmediatamente anteriores y posteriores al considerado. (Ver Problema 1.) 

En la Fig. 8-1, R[r,f(r)] es un máximo relativo de la curva puesto que f(r) > /(jc) en el entorno 
0 < |jc — r| < d. En estas condiciones, y — /(jc) tiene un máximo relativo [=/(r)] en jc = r. En la 
misma figura, T[t , /(r)] es un mínimo relativo de la curva puesto que f(t) < /( jc) en el entorno 
0 < |jc — t\ < 6. Por tanto, y — /(jc) tiene un mínimo relativo [= /(f)] en jc = í. Obsérvese que R es 
el punto de unión de un arco AR ascendente [/'(jc) > 0] y otro RB descendente [/'(*) < 0], mientras 
que T une un arco CT descendente [/'(jc) < 0] con otro TU ascendente [/'(jc) > 0]. En el punto S 
se unen dos arcos descendentes y, por consiguiente, en él no habrá ni máximo ni mínimo relativo. 
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Si la función y = f(x) admite derivada en el intervalo a < jc < ó, y /(jc) tiene un máximo (mí¬ 
nimo) relativo en el punto x = jc 0 , siendo a < x 0 < b, se verifica /'(jc 0 ) = 0. (Ver Problema 18.) 

Para determinar los máximos (mínimos) relativos [o simplemente máximos (mínimos)] de una 
función f(x ) continua así como su derivada se puede seguir el siguiente proceso: 

CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA 

1. Resolver la ecuación f'(x 0 ) = 0 para calcular los valores críticos. 

2. Representar estos valores críticos sobre el eje de abscisas de un sistema coordenado (escala 
numérica); de esta manera se han establecido un cierto número de intervalos. 

3. Determinar el signo de f'(x) en cada uno de los intervalos anteriores. 

4. Para cada uno de los valores críticos x = jc 0 : 

/(jc) tiene un máximo [= /(jc 0 )], si/'(*) pasa de + a —, 
f(x) tiene un mínimo [= /(jc 0 )], si f\x) pasa de — a +, 

/(jc) no tiene ni máximo ni mínimo en el punto x = jc 0 , si f’(x) no cambia de signo. 

(Ver Problemas 2-5.) 


UNA FUNCION y = /( x) puede tener máximos o mínimos [— /(x 0 )] aunque no exista f\x 0 ). Los valores, 
jc = jc 0 , para los cuales f(x) está definida pero no existe f\x ), también reciben el nombre de valores 
críticos y junto con aquellos otros para los cuales/'(x) = 0, han de servir para establecer los inter¬ 
valos del apartado 2 del párrafo anterior. 

(Ver Problemas 6-8.) 

Finalmente, se pueden presentar otros casos —de los que aquí no trataremos— en los que /( jc 0 ) 
tenga máximo (mínimo) aunque no exista un intervalo, jc 0 — ó < x < jc 0 , para el cual f’(x) sea 
positiva (negativa) ni otro, jc 0 < jc < jc 0 + ó, para el que f\x) sea negativa (positiva). 


CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD. Un arco de curva y = /(jc) es cóncavo si en cada uno de sus puntos 
está situado por encima de la tangente. Al aumentar jc,/'(jc) o aumenta sin cambiar de signo (como 
en el intervalo b < x < s de la Fig. 8-1) o cambia de signo pasando de negativa a positiva (como en 
el intervalo c < x < w). En cualquier caso, la pendiente f'(x) aumenta y /"(jc) > 0. 

Un arco de curva y = /(jc) es convexo, si en cada uno de sus puntos el arco está situado por 
debajo de la tangente. Al aumentar jc, /'(jc) o disminuye sin cambiar de signo (como en el inter¬ 
valo s < x < c) o cambia de signo pasando de positiva a negativa (como en el intervalo a < x < ó). 
En cualquier caso, la pendiente /'(*) disminuye y /"(jc) < 0. 


PUNTO DE INFLEXION. Es un punto en el cual la curva pasa de cóncava a convexa o viceversa. En 
la Fig. 8-1, los puntos B , S y C son de inflexión. 

Una curva y —f(x) tiene un punto de inflexión en el punto jc = jc 0 

si/"( jc 0 ) = 0 ó no está definida y 

si /"( jc) cambia de signo en un entorno de jc = x 0 . 

La última condición equivale a /'"(* 0 ) ^ 0 cuando existe la tercera derivada /'"(*o)* 


(Ver Problemas 9-13.) 



44 


MAXIMOS Y MINIMOS 


[CAP. 8 


CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA 

1. Resolver la ecuación /'(*) = 0 para calcular los valores críticos. 

2. Para cada uno de los valores críticos x = jc 0 : 

/(t) tiine un máximo [=/(*,)], SÍ/"(y¿) d 0. 
f(x ) tiene un mínimo [=/(*<>)], si f"(x 0 ) > 0, 
si f"(x o) = 0 ó se hace infinito, nada se puede afirmar. 

En este último caso hay que recurrir al criterio de la primera derivada. 

(Ver Problemas 14-16.) 


Problemas resueltos 


1. (a) y — —or 2 tiene un máximo relativo (= 0) en x = 0, puesto que y = 0 para x = 0 e y < 0 para x 0. 

(b) y = (x — 3) 2 tiene un mínimo relativo ( — 0) en x = 3, puesto que y = 0 para x = 3 e y > 0 para x ^ 3. 

(c) y = V25 — 4a: 2 tiene un máximo relativo (=* 5) en x = 0, puesto que y = 5 para r = 0 e >» < 5 en el intervalo 
—1 <* < 1 . 


(rf) y = Vx — 4 no tiene ni máximos ni mínimos relativos. [Algunos autores definen los máximos y mínimos rela¬ 
tivos, de forma que esta función tiene un máximo relativo en el punto x = 4. Ver Problema 30.] 


2. Dada la función y = |jt 8 + ¿jc 2 — 6* + 8, calcular: 

{a) Puntos críticos. 

(b) Intervalos en los cuales y es creciente y decreciente. 

(c) Máximos y mínimos de y . 

(á) y' = Jt 2 + * — 6 = (x + 3) (jr — 2) 

Resolviendo y’ = 0, obtenemos los valores críticos x = —3, 2. 

Los puntos críticos son (—3, 43/2), (2, 2/3). 

(ó) Cuando y' es positiva, y es creciente; cuando y' es negativa, y es decreciente. Fig. 8-2 

Cuando x < —3, por ejemplo x = —4, y' = (—)(—) = +, e y es creciente. 

Cuando —3 < x < 2, por ejemplo x = 0, y' ~ (+) (—) = —, e y es decreciente. 

Cuando x > 2, por ejemplo x = 3, y'= (+)(+)— +,eyes creciente. 

En el siguiente diagrama se representan estos resultados. 


Máx, Mín. 

x < —3 x = —3 — 3 < jr < 2 x = 2 x> 2 


y' = + 

y = - 

y = + 

y creciente 

y decreciente 

y creciente 


(c) Veamos si hay máximo o mínimo en los valores críticos x = —3, 2. 



Al ir aumentando x al pasar por —3, y' cambia de signo, de + a —. Por tanto en:c = —3, y tiene un máximo, 
igual a 43/2. 

Al ir aumentando x al pasar por 2, y' cambia de signo, de — a +. Por tanto, en x — 2, y tiene un mínimo igual a 2/3, 
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3. 


Dada la función y — x* 4 - 2x 3 — 3x 2 — 4x 4 - 4, calcular: 

(o) Intervalos en los que y es creciente y decreciente. 

(6) Máximos y mínimos de y, 

y ' = 4a: 3 + 6* a — 6a: — 4 = 2(* + 2) (2x + 1 )(a: — 1) 

Resolviendo y' = 0 obtenemos los valores críticos x = —2, —4,1. 

(a) Cuando x < —2, y' = 2(—)(—) (—) = —, e y es decreciente. 

Cuando —2 < x < —J, y' = 2(+) (—)(—) = + , e y es creciente. 

Cuando —J < x < 1, y' = 2(+) (+)(—) = —.e^es decreciente. 

Cuando x > 1, y' = 2(+) (+) (+) — +, e y es creciente. 


(- 1 / 2 , 81 / 16 ). |W 



(- 2 , 0 ) 


( 1 . 0 ) 


X 


En el siguiente diagrama se representan estos resultados. **** 

Mín. Máx. Mín. 

x < —2 x = —2 —2<x< —i * = —i —i < jc < 1 jc = 1 x > 1 


y- — 

y = + 

y = — 

y = + 

y decrece 

y crece 

y decrece 

y crece 


(ó) Veamos si hay máximo o mínimo en los valores críticos x = —2, —i, 1. 

Al ir aumentando x al pasar por —2, y ' cambia de signo de — a +. Por tanto, enx = —2, y tiene un mínimo 
igual a 0. 

Al ir aumentando x al pasar por —J, y* cambia de signo, de + a —. Por tanto, en x = —i, y tiene un máximo 
igual a 81/16. 

Al ir aumentando x al pasar por 1, y* cambia de signo, de — a -K Por tanto, en x = 1 , y tiene un mínimo igual a 0, 


4. Demostrar que la función y = x a — 8 no tiene máximos ni mínimos. 
y' — 3x 2 . De la ecuación y' = 0, se obtiene x — 0. 

Parax < 0 y x > 0, y' > 0. Por tanto, no hay máximos ni mínimos. 
En x — 0 la curva presenta un punto de inflexión. 


5. Hallar los máximos y mínimos de la función y =f(x) = 

intervalos en los que la función es creciente y decreciente. 

1 


a: —2 


, determinando los 


/'( x) = — ^ . Como /(2) no está definida (e.d., f(x) tiende a infinito 


cuando x tiende a 2) no hay valores críticos. Sin embargo, para determinar los inter¬ 
valos en los que la función es creciente y decreciente se acude al punto x — 2. 

/'« < 0 siempre que jc ^ 2. Por tanto, f(x) es decreciente en los intervalos 
x < 2 y x > 2. 


6. Hallar los máximos y mínimos de la función f(x) — 2 + a ; 2 -' 3 determinando los inter¬ 
valos en los que la función es creciente y decreciente. 

2 

f'(x) = ^ 1/3 . El valor crítico es x — 0, ya que f'(x ) tiende a infinito cuando x 
tiende a 0. 

Para x < 0,/'(*) < 0, y f(x) es decreciente. 

Para x > 0 ,f'(x) > 0, y/(Ar) es creciente. 

Por tanto, en x — 0, la función tiene un mínimo igual a 2. 




7. Hallar los máximos y mínimos de la función y = x V 3 (1 — x) 1 ^, 8-5 

jc 1 /3 (4_ $x) 

Derivando, y' = —^- /3 ■ y los valores críticos son x = 0, 4/5 y 1. 

Para x < 0, y' < 0; en el intervalo 0 < x < 4/5, y ' > 0; en 4/5 < x < 1, y' < 0. 

Para x > 1, y' < 0. La función tiene un mínimo (igual a 0) en x = 0 y un máximo (igual a ^^20) en x — 4/5. 
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8 * Hallar los máximos y mínimos de la función y — IjcJ. 

La función está definida para todos los valores de x y existe su derivada en todos ellos excepto en x = 0, (Ver Pro¬ 
blema II, Capítulo 4). Por tanto, x = 0 es un valor crítico. Para x < 0, f'(x) = —1, mientras que para x > 0, 
/'(*) = +1. La función tiene un mínimo (= 0) en x = 0. Dibujando la función se llegaría de forma inmediata a este 
resultado. 


9. Determinar la concavidad, convexidad y puntos de inflexión de la función 
y=*3x* — IOjc 3 — 12x*4- Í2x — 7. 

y ' = 12x 3 — 30 jc* — 24;t + 12 

y" « 36jc* — 60jc — 24 = 12(3jc + I) (jc — 2) 

Resolviendo y " =* 0 obtenemos los posibles puntos de inflexión x — —1/3, 2. 

Cuando jc < —1/3, y” = 4-, y el arco es cóncavo. 

Cuando —1/3 < jc < 2, y" = —, y el arco es convexo. 

Cuando x > 2, y" = +, y el arco es cóncavo. 

x< —1/3 jc =—1/3 —1/3 < x < 2 x ~ 2 x>2 


y “ + 

r = — 

y" = + 

aAnaaua 

convexo 

fiónsay» 



Los puntos de inflexión son (—1/3, —322/27) y (2, —63), ya que y" cambia de signo en * = —1/3 y * *= 2. 


10. Determinar la concavidad, convexidad y puntos de inflexión de la función y = x 4 — 6x + 2. Ver Fig. 8-7. 
y" = 12jc*. En x = 0 puede presentar un punto de inflexión. 

En los intervalos jc < 0 y x > 0, y" > 0; los arcos son cóncavos. El punto P{ 0, 2) no es de inflexión. 




11. Determinar la concavidad, convexidad y puntos de inflexión de la función y = 3jc + (x + 2) 8 / 6 . Ver Fig. 8-8. 

y S(x 4- 2) 2 ' 6 y 25(jc 4- 2) 7 ' 5 

En x = —2, puede presentar un punto de inflexión. 

Para x > —2, y " < 0; el arco es convexo. 

Para jc < —2, y" > 0; el arco es cóncavo. 

El punto (—2, —6) es un punto de inflexión. 


12. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la curva y = /( jc) = jc 4 — 6jc s 4- 12jc* — 8jc en sus puntos de inflexión. 


y = f(x ) - JC 4 — 6jc 3 4- 12* — %x 
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Para a = a 0 existe un punto de inflexión si f"(x 0 ) = 0 y /'"(a 0 ) 0. 

/'(a) = 4a 3 — 18a: 2 + 24a — 8 

/"(a) = 12a 2 — 36a + 24 = 12(a—J)(a-2) 

/'"(a) = 24a—36 = 1 2(2a — 3) 

Los posibles punios de inflexión son a = 1,2. Como/"'(I) ^ 0 y /"'(2) # 0, los puntos (1, —1) y (2, 0) son de 
inflexión: 

En el punto (1, —1), la pendiente m = /'(1) = 2 y la ecuación de Ja tangente es 
y —yi = m{x — aJ o sea y + 1 = 2(a — J) o y = 2x — 3 
En el punto (2, 0), la pendiente m = /'(2) = 0, y la ecuación de la tangente es y = 0. 


13, Demostrar que los puntos de inflexión de y = 


» , * están situados sobre una recta y deducir su ecuación. 
x 7 + a 2 


t , _ x 2 — 2oa — a 2 ^ a 3 — 3aa 2 — 3a 2 a + a 3 

y ~ (JC 2 + o 2 ) 1 e y (x a + a 2 ) 3 

Los valores de a = — a , a(2 ± V^), son las raíces de la ecuación a 3 — 3oa 2 — 3a 2 a + a 3 = 0; los puntos de inflexión 
son: [— a , 1/a], [a(2 + v^S), (1 — V"3)/4a], [a{ 2 — V3), (1 4- V~3 )/4a]. La pendiente de la recta que pasa por dos cua¬ 
lesquiera de estos puntos es —l/4a 2 , y la ecuación de la recta que los une, a + 4 a 2 y — 3 a. 


14. Hallar los máximos y mínimos de la función /(a) = a(12 — 2a) 3 aplicando el criterio de la segunda derivada. 

(a) f'(x) — 12(^2 — 8* + 12) - 12(a* — 2) (x — 6). Los valores críticos son x — 2, 6. 

(b) /"(*) = 12(2a — 8) = 24(x — 4). 

(c) /"(2) < 0. Por tanto f(x ) tiene un máximo igual a 128 para x = 2. 

/"(6) > 0. Por tanto /(a) tiene un mínimo igual a 0 para a = 6. 


15. Hallar los máximos y mínimos de la función y = a 2 + 


250 


aplicando el criterio de la segunda derivada. 


, , , , 250 

(a) y = 2x --j- 


2(* a — 125) 


El valor crítico es a = 5. 


(b) y" - 2 + 


500 


(c) y" > 0 para a = 5. Por tanto tiene un mínimo igual a 75 para a = 5. 


16. Hallar los máximos y mínimos de la función y — (a — 2) a / 3 . 

2 2 

(a) y' — — (a — 2) _1/3 = —-—El valor crítico es a = 2. 

3 3(a — 2) 1/3 

2 2 
K} y 9 v } 9(a — 2) 4/3 

(c) Como y" tiende a infinito cuando a tiende a 2, hay que acudir al criterio de la primera derivada. Para a < 2, y' < 0; 
para a > 2, y' > 0. Por tanto, y presenta un mínimo relativo, igual a 0, en el punto a = 2. 


17. Una función /(a) es creciente en el punto a = x 0t si, dado un h > 0 y suficientemente pequeño, se verifica: 

f(x 0 — h) < /( a 0 ) < /( a 0 + h ). 

Demostrar que si /'(a 0 ) > 0, la función /(a) es creciente en el punto a = a 0 . 

Como lim . = /'(jt) > o, tendremos ^ > 0 para un \Ax\ suficientemente 

Jjr-co Ja Ax 

pequeño, Problema 4, Capítulo 3. 

Si. Ax < 0, /( a 0 + Ja) — /(a 0 ) < 0, y haciendo Ja = — h, /(a 0 — h) < /(a 0 ). Si Ja > 0, por ejemplo Ja = h t 
/(a 0 + h) > /( a 0 ). Es decir, f(x 0 — h) < f{x 0 ) < f(x Q + h), que es lo establecido en la definición. 

Ver Problema 33 para una función decreciente. 
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18. Demostrar que si y = /(x) admite derivada en el intervalo a < x < b f y f(x ) presenta un máximo relativo en el punto 
x — x 0 , siendo a < x 0 < ¿, se verifica /'(x 0 ) — 0. 

Como /(x) presenta un máximo relativo = x a , para todo Ax t siendo \Ax\ suficientemente pequeño. 


J{x o + Ax)—f{x 9 )< 0 

f(x 6 + Ax) -M? ^ Q 


f(x 0 + Ax) < /(x 0 ) y 

Ahora bien cuando Ax < 0, > o y /' (x ó ) = tim - — 

Ax /¡x-+o- Ax 

0, /( *° ±Jx)—f( x c) < 0 y f , M = lim fj*0 + á X )-f(X 0 ) ^ 0 
Ax ¿x- >0+ Ax 


y cuando 


Ax > 


Por tanto, 0 < f'{x 0 ) < 0, y f'{x 0 ) = 0, como se quería demostrar. Ver Problema 34 para el mínimo relativo. 


19. Demostrar el criterio de la segunda derivada para hallar máximos y mínimos: Si /(x) y f'(x) admiten derivada en el 
intervalo a < x < ó, el punto x — x 0 , siendo a < x 0 < b, representa un valor crítico de /(x), y /"(x 0 ) > 0, la función 
/(x) tiene un mínimo relativo en x — x 0 . 

Como f"(xo) > 0, /'(x) es creciente en x — x 0 y existirá un h > 0 tal, que /'(x 0 — h) < /' (x 0 ) < / ' (*o + h). 
Por tanto, para valores de x inferiores a x 0 ,f'(x) < f'(x 0 ), y para valores de x superiores a x 0 ,f'(x) > f'(x 0 ). Ahora bien, 
como f'(x Q ) — 0, f'{x) < 0 para x < x 0 , y /'(x) > 0 para x > x 0 . Estas son las condiciones (ver Problema 18) que ase¬ 
guran la existencia de un mínimo relativo de la función /(x) en el punto x = x 0 . Se deja para el alumno, la demostración 
del teorema análogo para el máximo relativo. 


20. Consideremos el problema de situar sobre la hipérbola í* — / = 1 un punte {*, y ) cu y a distancia a uno dadoP^ Q) t 
siendo a > 0, sea mínima. De la expresión que da la distancia entre dos puntos, SC deduce D B — {X — a) m -f- r* t y por 
pertenecer el punto (JT, Y) a la hipérbola, Jf* — Y 2 =- 1. 

Expresando D 2 en función X solamente, resulta: 

f(X) = (X — a) 2 + X 2 — 1 = 2X 2 — 2aX + a* — 1 
cuyo valor crítico de esta función es X — 

Si tomamos a = no habrá ningún punto sobre la hipérbola, porque Y se hace imaginario para el valor crítico 
X = J. Dibujando la figura correspondiente se vería claramente que el punto de la hipérbola más próximo al P(J, 0) 
es el P(l, 0). Por tanto, lo que se trata en este caso es hallar el mínimo de la función f(X) = (X — i) 2 + X 2 — 1 con 
la condición de que X > 1. (Obsérvese que esta condición no la lleva implícitamente la función f(X). Esta función, sin 
poner condición alguna, presenta un mínimo relativo en el punto X = J.) En el intervalo X > \ v f(X) tiene un mínimo 
absoluto en el extremo X = 1, que no es un mínimo relativo. Se deja como ejercicio para el alumno el estudio del pro¬ 
blema cuando (i) a = \/ 2 y (ii) a = 3. 


Problemas propuestos 

21. Determinar los intervalos en los que son crecientes y decrecientes cada una de las funciones del Problema 1. 

Sol. (á) Cree, x < 0; Dec. jc > 0. (ó) Cree, x > 3, Dec. x < 3. (c) Cree. —5/2 < x < 0; Dec. 0 < x < 5/2. 
6 d ) Cree, x > 4. 


22. (a) Demostrar que y 
ib) Demostrar que y 


x 5 + 20x — 6 es una función creciente para todos los valores de x. 


x 7 es una función decreciente para todos los valores de x. 


23. Hallar los máximos y mínimos, aplicando el criterio de la primera derivada, de las funciones siguientes: 


(a) /(x) = x 2 + 2x — 3 

(b) /(x) - 3 + 2x — x 2 

(c) f(x) = x 3 + 2x a — 4x — 8 

(d) /(x) = — 6x 2 + 9x — 8 

(e) f(x) ~ (2 — x) 3 
(/) /(x) = (x 2 — 4) 2 


Sol . x = —1 mínimo relativo = —4 
Sol . x — 1 máximo relativo = 4 
Sol . x — f mínimo relativo = — 256/27 
x = —2 máximo relativo = 0 
Sol. x = 1 máximo relativo = —4 
x = 3 máximo relativo = —8 
Sol. No tiene ni máx. ni mín. relativos 
Sol. x — 0 máximo relativo = 16 
x — ±2 mínimo relativo = 0 
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Sol. x ~ 0 máximo relativo = 6 912 
x — 4 mínimo relativo = 0 
x = —3 ni máximo ni mínimo 
Sol. x — —2 máximo relativo = —32 
x — 2 mínimo relativo — 32 
Sol. x — —2 máximo relativo = 0 
x = 0 mínimo relativo = — ^"4 
x = 1 ni máximo ni mínimo 

24. Hallar los máximos y mínimos de las funciones del Problema 23 ( a)-{f ) aplicando el criterio de la segunda derivada. 
Determinar, asimismo, los puntos de inflexión y los intervalos en los que la curva es cóncava o convexa. 

Sol. (a) No tiene P.I.; es siempre cóncava. 

(6) No tiene P.I.; es siempre convexa. 

(c) P.I. en x — —2/3; cóncava para x > —2/3; convexa para x < —2/3. 

(d) P.I. en x — 2; cóncava para x > 2; convexa para x < 2. 

(e) P.I. en x = 2; convexa para x > 2; cóncava para x <2. 

(/) P.I en * — ± 2 \ r 3¡3 ; cóncava para x > 2 \A3/3 yjc< — 2 yfl/l ; convexa en — 2 V 3/3 < * < 2 V 3/3. 

25. Demostrar que la función y = ° X ^ , carece de máximos y mínimos relativos. 

ex + a 

26. Hallar los máximos y mínimos relativos de la función y = x z — 3 px + q. 

Sol. Mín. — q — 2/7 3 / 8 , Máx. = q + 2p 3 / 2 si p > 0; en los demás casos, ni máximo ni mínimo. 

27. Demostrar que y = (oj — *) 2 + (a 2 — x) 2 + * • • + ( a n — *) 2 tiene un mínimo relativo cuando x — + a 2 + 

*' • + "»)/"• 

28. Demostrar que si /"(* 0 ) = 0 y /"'(*„) ^ 0 hay un punto de inflexión en el punto x = *„. 

29. Demostrar que si y = ax 3 + bx 2 + ex + d tiene dos puntos críticos, en el punto medio del segmento que une los corres¬ 
pondientes valores críticos la función presenta un punto de inflexión, y que si solo tiene un punto crítico, éste es de 
inflexión. 

30. Una función tiene un máximo (mínimo) absoluto en un punto x = *„, cuando /(* 0 ) es mayor (menor) o igual a cualquier 
otro valor de la función en su dominio de definición. Comprobar, gráficamente que (a) y = — x 2 tiene un máximo abso¬ 
luto en el punto* = 0; ( b ) y = (x — 3) 2 tiene un mínimo absoluto (= 0) en el punto * = 3; (c) y = y /25 — 4* 2 tiene 
un máximo absoluto (= 5) en * = 0 y un mínimo absoluto (=0) en * = ±5/2; (d) y = y/x — 4 tiene un mínimo 
absoluto (= 0) en * = 4. 

31. Hallar los máximos y mínimos de las funciones siguientes en los intervalos dados: 

(a) y — — x 2 en —2 < * < 2 Sol. Máx. (= 0) en * — 0 

ib) y = (x — 3) 2 en 0 < * < 4 Sol . Máx. (= 9) en * = 0 

Mín. (= 0) en * = 3 

(c) y = y/25 —- 4* 2 en —2 < * < 2 Sol. Máx. (=5) en x = 0 

Mín. (= 3) en * = ±2 

{d) y = V x — 4 en 4 < * < 29 Sol. Máx. (= 5) en * = 29 

Mín. (= 0) en x = 4 

Nota. Estos son los valores máximos y mínimos de ios que se habla en la Propiedad II, Capítulo 3, de las fun¬ 
ciones continuas. 


(i) /(*) = (* —4)«(* +3)* 

(h) f{x) = * 3 ± 48/* 

(0 f(x) — (* — I) 1 / 3 (* + 2)*/ 


32. Demostrar que una función/(*) es creciente (decreciente) en un punto * = * 0 , si el ángulo de inclinación de la tangente 
a la curva y =/(*) en el punto * = * 0 es agudo (obtuso). 

33. Enunciar y demostrar el teorema análogo al del Problema 17 para una función decreciente. 

34. Enunciar y demostrar el teorema análogo al del Problema 18 para el mínimo relativo. 

35. Hallar los máximos y mínimos de la función 2* a — 4 xy + 3 y 2 — 8* + 8^ — 1 =0. 

Sol. Máx. en (5,3); mín en (—1, — 3). 


36. La fuerza ejercida por el campo magnético creado por la corriente eléctrica que circula por una bobina de radio r sobre 


un pequeño imán situado a una distancia * del centro de dicha bobina viene dado por F 
es máximo en * = £r. 


- - X - - Demostrar Que F 


37. El trabajo realizado por una pila de fuerza electromotriz constante E y resistencia interna r conectada a una resistencia 
de carga R f es proporcional a E 2 R¡{r + R ) a . Demostrar que dicho trabajo es máximo para R = r. 



Capítulo 9 


Problemas de aplicación de máximos y mínimos 

PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MINIMOS. Normalmente, en los problemas de aplicación no será 
necesario demostrar la existencia de un máximo o de un mínimo relativo. De un estudio previo 
se puede obtener la elección adecuada del valor crítico. 

A veces, un máximo o un mínimo relativo de una función son un máximo o un mínimo absolutos . 
En estos casos están justificados los términos máximo , mayor que, menor que, etc., que figuran 
en los enunciados de los problemas. 


Problemas resueltos 

1. Hallar dos números cuya suma sea 120 y de forma que el producto P de uno de ellos por el cuadrado del otro sea máximo. 

Sean x y 120 — x dichos números. Por consiguiente, P = (120 — x)x 2 . dP/dx = 3x(80— x ). Los valores críticos 
son x — 0 y x = 80. 

Prescindiendo de la solución trivial x — 0, los números pedidos son x = 80 y 120 — x = 40. 


2. El área de una superficie rectangular es de 18 m 2 . Sabiendo que en su interior hay otra de forma que los márgenes superior 
e inferior son de 3/4 m y que los márgenes laterales son de 1/2 m, hallar las dimensiones de la superficie exterior para que 
el área comprendida entre los márgenes sea máxima. 

Sean x = longitud 18/jc — anchura de la superficie, en metros. (Ver figura 9-1.) 

El área entre márgenes es A = (x — 1) 

44 = -4-4. De la ecuación 44 = 0, se obtiene el valor crítico x = 2\^3. 

dx x 2 2 dx 

Las dimensiones de la superficie exterior son x — 2\A3 y 18/jc = 3\/~3 m. 





Fig. 9-1 Fig. 9-2 

3. En un instante determinado, un barco B se encuentra a 65 millas al este de otro barco A. El barco B empieza a navegar 
hacia el oeste con una velocidad de 10 millas hora, mientras que el A lo hace hacia el Sur con una velocidad de 15 mi!las/h. 
Sabiendo que las rutas iniciadas no se nidifican, calcular el tiempo que transcurrirá hasta que la distancia que los separe 
sea mínima y hallar dicha distancia. 

Sean A 0 y B 0 las posiciones de los barcos A y B en el instante inicial, y A 1 y B x sus respectivas posiciones t horas más 
tarde. La distancia recorrida por A en i horas es 15 t millas y la recorrida por B, 10 t millas. 

La distancia D entre los barcos viene dada por D 2 — (15f) 2 + (65 — 10 1 ) 2 . 
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dD 

~dt 


325/ — 650 
D 


De la ecuación 


dD 

'dt 


0, se obtiene el valor crítico / = 2 para el cual la distancia es mínima. 


Para / = 2, la función D 2 — (15/) 2 + (65 — 10/) 2 toma el valor D = 15\/J3 millas. 

La distancia mínima entre los dos barcos es de 15 VT3 millas y se produce 2 horas después de iniciarse el movimiento. 


4. Se quiere construir un recipiente cilindrico metálico de base circular y de 64 centímetros cúbicos de volumen. Hallar 
las dimensiones que debe tener para que la cantidad de metal (área total) sea mínima, en el caso en que (a) el recipiente 
sea abierto y ( b ) sea cerrado. 

Sean r y h el radio de la base y la altura en centímetros, A la cantidad de metal y Kel volumen del recipiente. 


(a) V = nr 2 h = 64 y A = lurh + nr 2 . 


Para expresar A en función de una sola variable se despeja h de la primera relación y se sustituye en la segunda; 
resulta A ~ 2nr(64jnr 2 ) + nr 2 = 128 jr + nr 2 . 

dA 128 , _ 2{nr z — 64) , , 4 

-—b 2 nr =- - -, y el valor critico es r — ——. 

r r yn 


dr 


Por tanto, h — 64¡nr 2 ~ 4¡^/ n, y r — h = 4^/~ñ cm, 

(b) y — nr 2 h = 64, y A = 2nrh -b 2n,r 2 = 2nr (64 ¡nr 2 ) -b 2nr 2 = 128/r -b 2jtr 2 . 

dA 128 ( . 4(nr 2 — 32) , 1 ^ 3/T7 - 

—-- —’ — ; —b 4 nr = --- , y el valor critico es r = 2 V 4 n 

dr r 2 r 2 

Por tanto, h = 64 ¡nr 2 = 4^/'4¡n, y h — 2r = 4^f4¡n cm. 


5. El coste total de producción de * unidades diarias de un producto es de (i* 2 + 35* + 25) pesetas, y el precio de venta 
de una de ellas es de (50 — J*) pesetas. 

(a) Hallar el número de unidades que se deben vender diariamente para que el beneficio sea máximo. 

(ó) Demostrar que el coste de producción de una unidad tiene un mínimo relativo. 

(a) El beneficio de la venta de * unidades diarias es P — *(50 — ¿*) — (Í* 2 + 35* + 25). 

= 15 — Resolviendo dPjdx — 0 obtenemos el valor crítico * — 10. 
dx 2 

Por tanto, la producción que proporciona el mayor beneficio es de 10 unidades al día. 

(b) El coste de producción de una unidad es C = ^ + = |-L* + 35 + pts. 

dC 1 23 

= —--. Resolviendo dCjdx = 0 resulta * = 10, un mínimo. 

dx 4 x 2 


6, El coste del combustible que consume una locomotora es proporcional al cuadrado de la velocidad y vale 1 600 pesetas 
por hora cuando la velocidad es de 40 kilómetros por hora. Independientemente de la velocidad, el coste por hora se 
incrementa, por otras causas, en 3 600 pesetas por hora. Calcular la velocidad a la que debe ir la locomotora para que 
el coste por kilómetro sea mínimo. 

Sea v — velocidad buscada y C — coste total por kilómetro. 


Coste de combustible por hora = k \ % , siendo k una constante que podemos determinar sabiendo que para 
v — 40, kv 2 = 1 600 v 2 = 1 600, de donde resulta k = 1. 


C (pts/km) = 


coste (pts/h) 
velocidad (km/h) 


v 2 + 3 600 
-= v + 

V 


3 600 
v 


— l-- = —- 60)(v + 60) £ omo v > q j a ¿nica solución posible para el valor crítico es v = 60. 

dv v 2 V 2 


Así pues, la velocidad más económica es la de 60 kilómetros por hora. 


7. Un hombre, sobre un bote de remos, está situado en un punto P a una dis¬ 
tancia de 5 kilómetros de un punto A de la costa (rectilínea) y desea llegar 
a un punto B de la costa a 6 kilómetros de A en el menor tiempo posible. 
Determinar el camino que debe seguir sabiendo que puede remar a una velo¬ 
cidad de 2 kilómetros por hora y andar a una velocidad de 4 kilómetros 
por hora. 

Sea C el punto situado entre A y B al que se dirige el hombre, y llamemos * 
a Ja distancia AC 


P 
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, m -í , . . . espacio V25 + jc® 

El espacio que ha de recorrer en bote es PC = V 25 + x 2 y el tiempo empleado, = " veleidad ~- 2 -’ 

El espacio que ha de recorrer andando ñor la costa es CB — 6 — x y el tiempo empleado, t 2 = (6 — *)J. 

El tiempo total es t = t x + t¿ = iV25 4- x 2 + ¿(6 — x ). 

< ^ t = -- - -L = * y e j valor crítico, obtenido de la ecuación 2x — V25 + x 2 — 0 , 

dx 2^/25 + x 2 4 4a/ 25 + x 2 

es x = § \/3 = 2,89. Por tanto, deberá dirigirse a un punto situado entre A y B, a 2,89 kilómetros de /+ 


8 . Se quiere poner una alambrada para proteger el contorno de un campo rectangular de área dada y uno de cuyos bordes 
lo constituye el cauce de un río. Sabiendo que en este borde no hay que colocar alambrada, demostrar que la menor 
cantidad de alambrada que se necesita es cuando la longitud del campo es igual al doble de su anchura. 

Sea x — longitud e y = anchura del campo. Area = xy . Alambrada necesaria, F = x 4- 2y. 

dF¡dx = 1+2 dy/dx. Para que dFjdx = 0 deberá ser dyjdx — — 

dA/dx = 0 = y + x dy/dx. Por tanto, y — %x = 0, esto es x = 2y como se quería demostrar. 


Hallar las dimensiones del cono recto circular de volumen mínimo que se 
puede circunscribir a una esfera de 8 cm de diámetro. 

Sea x = radio de la base del cono e y + 8 = altura del cono. 

De los triángulos rectángulos semejantes ABC y AED, deducimos 

* >+ 8 „ „ , a 64(y + 8) 2 64(y + 8 ) 


De donde x s 


VV -- 64 


Volumen del cono, V 


(71 x 2 )(y + 8 ) _ 64tt (y + 8) 2 
3 - “3(y = 8 )“‘ 


dV 64 7i(y + 8 )(y — 24) „ . . . .. 

, -- = - ——r -. El valor critico es y — 24. 

dy 3 (y — 8) 2 

Altura del cono = y + 8 = 32 cm; radio de la base = x = 8 yfl cm. 



Fig. 9-4 


10. Hallar las dimensiones del rectángulo de área máxima que se puede inscribir en la porción de parábola y a = 4px limitada 
por la recta x = a. 

Sea PBB'P' el rectángulo y (x,y) las coordenadas de P. (Ver Fig. 9-5). 

Area del rectángulo, A = 2y(a — x) — 2y(a — y*¡4p) = 2ay — y 3 /2p. 
dA/dy = 2a — 3y 2 /2p. Resolviendo dA/dy = 0, el valor crítico es y - V 4qp/3. 

Las dimensiones del rectángulo son 2 y = \Víap y a — x = a — y 2 /4p = 2a/3. 



Fig. 9-5 Fig. 9-6 Fig. 9-7 

11. Hallar la altura del cilindro circular recto de volumen máximo V que’se puede inscribir en una esfera de radio R 
(Ver Fig. 9-6.) 

Sea r el radio de la base y 2 h la altura del cilindro. 

V = 2nr 2 h y r a + h 2 = R 2 . Por tanto, dV/dr = 27r(r a dh/dr + 2rA) y 2r + 2h dh /dr = 0. 

De la última relación, dh/dr = — r/h . Por tanto, dVjdr = 2n{ — r 3 /A + 2rA). 

Cuando V es máximo, dV/dr = 2 — r*/h + 2nh) = 0 y r 2 = 2h % . 

Como r 2 + h 2 = R 2 , 2 h 2 + h 2 = R 2 y h = R/\/"3. Altura del cilindro = 2h = 2R/V1. 
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12. Se quiere apuntalar la pared de un edificio por medio de una viga apoyada sobre una pared paralela, de 10 m de altura, 
situada a una distancia de 8 m de la primera. Hallar la longitud L de la viga más corta que se puede emplear al efecto. 

Sea x la distancia del pie de la viga al de la pared paralela, e y la distancia metros del suelo al extremo superior, 
de la viga. (Ver Fig. 9-7.) 


L = y (x 4 * 8) 2 + y 2 . De los triángulos semejantes, 


10(jc + 8) 


Por tanto L 


(jc + 8 y + 


\oo{x + 8 y 


100 y 


dJL = x[(x* + 100)*'* + x{x + 8)(x 2 + 100)-i/2] — (x + 8 )(jc 2 + 100) 1 ' 2 

dx x a 

El valor crítico es x = 2^100. La longitud de la viga más corta es 


jc 2 V* # + 100 


2y 100 + 8 

2^T00 


4^10 000 + 100 = (^100 + 4) 3/2 m 


Problemas propuestos 

13. Hallar dos números positivos cuya suma sea 20 y (u) su producto sea máximo, (6) la suma de sus cuadrados sea mínima, 
(c) el producto del cuadrado de uno de ellos por el cubo del otro sea máximo. SoL (a) 10,10; (6) 10,10; (c) 8,12. 

14. Hallar dos números positivos cuyo producto sea 16 y (a) su suma sea mínima. (¿>) la suma de uno de ellos con el cuadrado 

del otro sea mínima. Sol . (a) 4,4; ( b ) 8,2. 



Hallar Jas dimensiones de una caja rectangular abierta de 6 400 centímetros cúbicos para que resulte la más económica, 
teniendo en cuenta que el precio de coste de la base es de 75 pesetas y el de las superficies laterales de 25 pesetas por 
centímetro cuadrado. 


SoL 20 x 22 x 16 cm. 


16. Una pared de 3,2 metros de altura está situada a una distancia de 1,35 metros de una casa. Hallar Ja longitud de la 
escalera más corta de manera que, apoyándose en el suelo y en la pared, llegue a la cima de la casa. Sol . 6,25 metros. 

17. Una entidad bancaria tiene las siguientes tarifas: 30 pesetas por cada mil para operaciones de hasta 50 000 pesetas; 
para la cantidad que sobrepase esta cifra, disminuye la tasa anterior en 0,375 pesetas por cada mil. Hallar la operación 
óptima de manera que el beneficio del banco sea máximo. SoL 90 000 pesetas. 

18. Hallar la ecuación de la recta que, pasando por el punto (3, 4), determina en el primer cuadrante con los ejes coordenados, 
un triángulo de área mínima. SoL 4x + 3 y — 24 = 0 . 

19. Hallar un punto de la parábola y — 4 — x 2 en el que Ja tangente determine en el primer cuadrante con los ejes coorde¬ 
nados un triángulo de área mínima. SoL (2VT/3,8/3). 

20. Hallar la mínima distancia del punto (4, 2) a la parábola y 2 — 8 x. SoL 2\Í2 unidades. 

21. Se traza la tangente en un punto de la elipse x 2 /25 + y 2 /16 = 1 de forma que el segmento de ella interceptado por los 
ejes coordenados sea mínimo. Demostrar que la longitud de este segmento es de 9 unidades. 

22. Se inscribe un rectángulo en la elipse x 2 /400 + y 2 ¡225 = 1 con sus lados paralelos a los ejes. Hallar las dimensiones de 
dicho rectángulo para que (a) el área sea máxima, ( 6 ) el perímetro sea máximo. SoL (a)20V^2 X 15v r 2»(ó)32 X 18. 

23. Hallar el radio R del cono circular recto de volumen máximo que se puede inscribir en una esfera de radio r. 

SoL R = ír j \/ r 2. 

24. En un cono circular recto r, se inscribe un cilindro circular recto. Hallar el radio R del cilindro para que (a) su volumen 
sea máximo ( b) su área lateral sea máxima. SoL (a) R = \r y (b ) R = Jr. 

25. Demostrar que la menor cantidad de lona empleada en confeccionar una tienda de campaña cónica de un volumen 
determinado ocurre cuando su altura sea dos veces el radio de la base. 

26. Demostrar que todos los triángulos isósceles que se pueden circunscribir a una circunferencia de radio r, el de área 
mínima es el equilátero de lado 3r. 

27. Determinar las dimensiones del cilindro circular recto de área lateral máxima que se puede inscribir en una esfera 
de 8 centímetros de radio. SoL h — 2r ~ Üy/'i centímetros. 

28. Estudiar la posibilidad de inscribir un cilindro circular recto de área total máxima en un cono circular recto de radio r 
y altura h. SoL Si h > 2r y radio del cilindro = 4 hr¡(h — r). 
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Movimientos rectilíneo y circular 

MOVIMIENTO RECTILINEO 


El movimiento de una partícula P a lo largo de una línea recta queda completamente definido 
por la ecuación $ — /(/), ley del movimiento, siendo / ^ 0 el tiempo y s la distancia de P a un punto 
fijo O de la trayectoria. 

La velocidad de P, en un instante t, es: v = — 

dt 

Si v > 0, P se mueve en la dirección creciente de s . 

Si v < 0, P se mueve en la dirección decreciente de í. 

Si v = 0, P está en reposo en dicho instante. 


dv 

La aceleración de P, en un instante t, es; a = — r 

dt 


<Ps 

~dP' 


Si a > 0, v aumenta; si a < 0, v disminuye. 

Si v y a tienen el mismo signo, la celeridad (módulo de la velocidad) de P aumenta. 

Si v y a tienen signo contrario, la celeridad de P disminuye. 

(Ver Problemas 1-5.) 


MOVIMIENTO CIRCULAR 


El movimiento de una partícula P a lo largo de una circunferencia queda completamente definido 
por la ecuación 0 = f(t), ley de movimiento, siendo 0 el ángulo en el centro (radianfes) barrido en 
el tiempo t por la recta que une P con el centro de la circunferencia. 

de 

La velocida angular de P en el instante t es a> = —. 


do 

La aceleración angular de P, en el instante / esa - — 


d*0 
dt 2 ’ 


Si a es constante para todos los valores de /, P se mueve con una aceleración angular cons 
tante. 

Si a = 0 para todos los valores de í, P se mueve con una velocidad angular constante. 


(Ver Problema 6.) 


Problemas resueltos 

En los problemas que siguen sobre el movimiento rectilíneo el espacio s se mide en metros y el tiempo t en segundos. 

1. La ley del movimiento rectilíneo de un cuerpo viene dada por s — — 2 1. Hallar su velocidad y aceleración al cabo 

de 2 segundos. 

V = ^ = i- /* — 2 Para t = 2, v = j (2)‘ — 2 = 4 m/s. 

a = = 3/ ' Para t = 2, a = 3(2) = 6 m/s. 

at 

2. El espacio recorrido por un móvil en línea recta viene dado por la ecuación s = P — 6/ 2 + 9t + 4 (ley del movimiento). 

(a) Hallar s y a cuando v = 0. (d) ¿Cuándo aumenta v? 

(¿>) Hallar s y v cuando a — 0. (e) ¿Cuándo cambia el sentido del movimiento? 

(c) ¿Cuándo aumenta j? 
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v = dsjdt = 3/* — 12/ + 9 « 3(/ — 1)(/ — 3) a = dvjdt = 6 (/ — 2) 

(o) Para v = 0, / = 1 y 3. Para / = 1, s = 8 y a = —6. Para / = 3, j = 4 y a = 6. 

( b ) Para a = 0, / = 2. Para / = 2, j = 6 y v = —3. 

(c) r aumenta cuando v > 0 , e.d, cuando / < 1 y / > 3 . 

(d) v aumenta cuando a > 0 , e.d., cuando / > 2 . 

(e) El sentido del movimiento cambia cuando v = 0 y a 0. De (á) se deduce que el sentido cambia cuando 

/ = i y / = 3. 


3. La ley del movimiento rectilíneo de un cuerpo viene dada por s — /(/) = /* —9/ a + 24f. Determinar cuando aumenta 
y disminuye: 

(a) El espacio s. 

{b) La velocidad v. 

(c) La celeridad del cuerpo. 

(d) La distancia total recorrida en los primeros 5 segundos del movimiento. 

v = ds¡dt = 3/ a — 18/ + 24 = 3(/ — 2)(/ — 4) o = dvjdt = 6(t — 3) 

(а) s aumenta cuando v > 0, esto es, cuando / < 2 y / > 4. 

5 disminuye cuando v < 0, esto es, cuando 2 < / < 4. 

( б ) v aumenta cuando a > 0 , esto es, cuando / > 3 . 

v disminuye cuando a < 0, esto es, cuando / < 3. 

(c) La celeridad aumenta cuando v y a tienen el mismo signo y disminuye cuando v y a son de signos contrarios. 
Como v cambia de signo en/ = 2y/ = 4yalo hace en / — 3, hemos de comparar los signos en los intervalos 
/<2, 2</<3, 3</<4y/>4. 

En el intervalo / <2, v>0ya<0;la celeridad disminuye. 

En el intervalo 2</<3, v<0ya<0;la celeridad aumenta. 

En el intervalo 3 </<4,v<0ya>0;la celeridad disminuye. 

En el intervalo / >4, v>0ya>0;la celeridad aumenta. 

(d) Para / = 0, s = 0, y el cuerpo *se encuentra en el origen O. Al principio, el cuerpo se mueve hacia la derecha 
(v > 0 ), durante los dos primeros segundos, alcanzando una distancia del origen O de s =/( 2 ) = 20 metros. 

Durante los dos segundos siguientes se mueve hacia la izquierda, y al final de este tiempo, se encuentra en 
s —f(4) = 16 metros de O. 

A continuación, se mueve hacia la derecha y, después de transcurridos 5 segundos desde que se inició el movi¬ 
miento, s — /(5) = 20 metros de O. 

El espacio total recorrido es 20 + 4 + 4 — 28 metros. 



Fig. 10-1 


4. Una partícula se mueve a lo largo de una línea horizontal de acuerdo con la ley s —/(/) = t* — 6 f 3 + 12 / a — 10/ 4- 3 
Determinar: 

(a) Cuándo aumenta la velocidad y cuándo disminuye. 

(b) En qué instante cambia el sentido del movimiento. 

(c) El espacio total recorrido en los 3 primeros segundos del movimiento. 

v = ds/dt = 4 / 3 — 18/ a + 24/ — 10 = 2 (/ — l) a (2/ — 5) a = dvjdt = 12(/ — 1)(/ — 2) 

(a) v cambia de signo cuando / = 1 y / — 2,5; a cambia de signo cuando / = 1 y / = 2 . 

En el intervalo / <l,v<0ya>0;la celeridad disminuye. 

En el intervalo 1 </<2, v<0ya<0;la celeridad aumenta. 

En el intervalo 2</<2,5,v<0ya>0;la celeridad disminuye. 

En el intervalo / > 2,5 v > 0 y a > 0; la celeridad aumenta. 

(b) El sentido del movimiento cambia en el instante / = 2,5 en el que v = 0, a 0; pero no se invierte en / = 1, puesto 
que v no cambia de signo al ir aumentando / al pasar por / = 1 . Obsérvese que para / = l t v = 0ya = 0y, por 
tanto, no se posee información alguna. 
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(c) Para / = 0, s = 3, y la partícula se encuentra 3 metros a la derecha del origen O. 

El movimiento se efectúa hacia la izquierda durante los 2,5 primeros segundos, al final de los cuales la partícula 
se encuentra a 27/16 metros a la izquierda de O. 

Para / — 3, s = 0; la partícula se ha desplazado 27/16 metros hacia la derecha. 

El espacio total recorrido es 3 4- 27/16 «51/8 metros. 


27/16 



Fig. 10-2 


5. Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial de 112 metros por segundo. Sabiendo que la 
ley del movimiento es s = 112/ — 16/ 1 , siendo s la distancia al punto de partida, calcular (a) la velocidad y la aceleración 
en los instantes / = 3 y 7 = 4, (6) la máxima altura alcanzada y (c) el tiempo que tardará en llegar a una altura de 
96 metros. 

v = dsjdt = 112 — 32/ a = dv/dt = —32 

(a) Para / = 3, v = 16ya = —32. La piedra está subiendo a 16 m/seg. 

Para / = 4, v = —16 y a = —32. La piedra está bajando a 16 m/seg. 

( b ) En el punto más alto, v = 0. 

Resolviendo v = 0 = 112 — 32/, / = 3,5. Para este tiempo, s = 196 m. 

(c) 96 = 112/ — 16/*, /* _ 7/ + 6 = 0, (/ — 1)(/ _ 6) = 0, / = 1,6. 

Al cabo de 1 seg de iniciarse el movimiento, la piedra está a una altura de 96 metros y además está subiendo, puesto 
que v > 0. Al cabo de 6 seg también se encuentra a esa altura, pero en este caso está bajando, ya que v < 0. 

6. Una partícula posee un movimiento de rotación en sentido contrario al de las agujas del reloj, partiendo del reposo, 
según la ley 0 = /*/50 — /, en donde 0 se expresa en radianes y / en segundos. Calcular el desplazamiento angular 0, la 
velocidad angular o), y la aceleración angular al cabo de 10 segundos. 

0 = t*/5Q — / = 10 rad, m = dOjdí — 3/*/50 — 1=5 rad/seg, a = dw/dt = 6//50 — 6/5 rad/seg 1 


Problemas propuestos 

7. La ley del movimiento rectilíneo de una partícula viene dada por s = / a — 6/ 2 4- 9/, en donde las unidades son el metro 
y el segundo. Hallar la situación de la partícula con respecto a su posición inicial (/ = 0) en O, determinar el sentido y la 
velocidad del movimiento y averiguar si la velocidad está aumentando o disminuyendo en los instantes (a) / = 1/2, 
(b) / = 3/2, (c)/ = 5/2,W)/ = 4. 

Sol . (a) 25/8 metros a la derecha de O; se mueve hacia la derecha con una v = 15/4 metros por segundo; disminuyendo. 
(¿Ó 27/ metros a la derecha de O; se mueve hacia la izquierda con una v = 9/4 metros por segundo; aumentando. 

(c) 5/8 metros a la derecha de O ; se mueve hacia la izquierda con una v = —9,4 metros por segundo; disminuyendo. 

(d) 4 metros a la derecha de O; se mueve hacia la izquierda con una v = 9 metros por segundo; aumentando. 

8. El espacio recorrido por una locomotora sobre una vía horizontal, con respecto a un punto fijo, viene dado, en función 

del tiempo /, por s = 3 1* — 44/ 3 + 144/*. Calcular el intervalo de tiempo en el que la locomotora marcha en sentido 
contrario al inicial. Sol . 3 < / < 8. 

9. Estudiar, tal como se hizo en el Problema 2, los movimientos rectilíneos siguientes: 

(a) s = / 3 —9/ 3 + 24/, (b) s = /* — 3/ 2 + 3/ + 3, (c) j = 2/ s — 12r* + 18/ —5, (d) s = 3/ 4 — 28/ 3 + 90/ 2 — 108/. 
Sol. (a) Se detiene en/ = 2yen/ = 4 con cambio de sentido. 

(¿Ó Se detiene en / = 1 y no hay cambio de sentido. 

(c) Se detiene en/=lyen/ = 3 con cambio de sentido. 

(d) Se detiene en / = 1 con cambio de sentido y en / — 3 sin cambio de sentido. 

10. La ley del movimiento rectilíneo ascendente de un cuerpo es s — 64/ — 16/ & . Demostrar que a los 48 metros de altura, 
su velocidad es igual a la mitad de la inicial. 

11. Desde un tejado de 112 metros de altura, se lanza verticalmente hacia arriba una pelota que, finalmente, regresa al suelo. 
Sabiendo que el espacio s metros recorrido desde el tejado en función del tiempo / viene dado por s = 96/ —16/ 3 , 
calcular (a) la posición de la pelota, su velocidad y el sentido del movimiento en el instante / = 2 y (b) su velocidad al 
llegar al suelo. 

Sol . (a) 240 metros desde el suelo, 32 metros por segundo, hacia arriba, (b) = —128 metros por segundo. 

12. El ángulo 0 (radianes) girado por una rueda en función del tiempo /(seg) viene dado por 0 = 128/ — 12/ 8 . Calcular la 
velocidad angular y la aceleración al cabo de 3 segundos. Sol . to = 56 radianes por segundo, a = —24 radianes 
por segundo al cuadrado. 

13. Demostrar, en los Problemas 2 y 9, que cuando el móvil se detiene con cambio de sentido del movimiento, el valor de / 
en el que ocurre es el que hace a la función s = fU) máxima o mínima, mientras que si la detención es sin cambio de 
sentido, se verifica en un punto de inflexión. 





Capítulo 11 


Variaciones con respecto al tiempo 

VARIACION CON RESPECTO AL TIEMPO. Si una variable x es función del tiempo /, la variación 
de x en la unidad de tiempo viene dada por dxjdt . 

Cuando dos o más variables, todas funciones de /, están relacionadas por una ecuación, se puede 
obtener la relación entre sus variaciones derivando la ecuación con respecto a /. 


Problemas resueltos 


Un gas escapa de un globo esférico a razón de 2 metros cúbicos por minuto. Hallar la disminución de su superficie 
en la unidad de tiempo, sabiendo que el radio es de 12 metros. 

Sea r el radio de la esfera en el instante /. El volumen correspondiente es -fjir 8 y la superficie, S = 4ti r*. 


, dV . _ dr dS e dr dSjdt 2 , , , dS 2 fdV\ 

dt dt dt dt * dVjdt r’ dt r \ dt ) 


12 (—2) = — y mVmin 


2. De un embudo cónico sale agua a razón de 1 centímetro cúbico por segundo. 
Sabiendo que el radio de Ja base es de 4 centímetros y la altura de 8 centímetros, 
calcular el descenso del nivel en la unidad de tiempo en el instante en que la 
superficie libre se encuentra a una distancia de % centímetros de la base del 
embudo. f ^ 

Sea r el radio, h la altura de la superficie del agua en el instante / y K el 
volumen de agua que contiene el cono. 

De los triángulos semejantes, r/4 — h ¡8 ó r — 

V = Jti r 2 h = Y7¿nh z y dV/dt = inh 2 dh/dt . 

Cuando dV/dt = —1 y h = 8 — 2 = 6, tendremos dhjdi = —1/9 n cm/seg 



Fig. 11-1 


3, Se forma un montículo cónico de arena cuya altura es constantemente, igual a los 4/3 del radio de la base. Hallar: (a) el 
incremento del volumen en la unidad de tiempo cuando el radio de la base es de 3 metros, sabiendo además que éste 
aumenta a razón de 25 cm cada minuto; ( b ) el incremento del radio en la unidad de tiempo cuando éste es de 6 metros 
y el volumen aumenta a razón de 24 metros cúbicos por minuto. 

Sea r = radio de la base y h = altura del cono en el tiempo /. 

4 1 4 dV 4 dr 

Como h = —r, V = -y* r'h = ir 1 , y nr 

(o) Cuando r = 3 y = 4-. —j~ — m’/min. (b) Cuando r = 6 y = 24, = -J— m/min. 

dt 4 dt dt dt ai 


4. Un barco A navega hacia el sur a una velocidad de 16 millas por hora, y otro B , situado 32 millas al sur de A> lo hace 
hacia el este con una velocidad de 12 millas por hora. Hallar (a) la velocidad a la que dichos barcos se aproximan o sepa¬ 
ran al cabo de una hora de haberse iniciado el movimiento. (6) Idem, después de 2 horas; (c) el momento en que dejan 
de aproximarse y comienzan a separarse así como la distancia a que se encuentran en dicho instante. 
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Sean A 0 y B 0 las posiciones iniciales de los barcos, y A t y B t las correspondientes 
al cabo de t horas. Llamemos D a la distancia que los separa / horas después de ini¬ 
ciado el movimiento. 


/>* =(32 —16/) 2 + (12/) 2 y 


dD _ 400/ — 512 
dt " D 


(a) Cuando / = 1, D = 20 y dD/dt = —5,6. Se aproximan a razón de 5,6 min/h. 

( b ) Cuando / = 2, D = 24 y dDjdt = 12. Se separan a razón de 12 min/h. 

(c) Dejarán de aproximarse cuando dD/dt — 0, e.d. cuando t = 512/400 = 1,28 h, 
en cuyo momento D — 19,2 millas. 



Fig. 11-2 


5. Dos lados paralelos de un rectángulo se alargan a razón de 2 centímetros cada segundo, mientras que los otros 2, se 
acortan de manera que la figura resultante, en todo momento, es un rectángulo de área constante e igual a 50 centí¬ 
metros cuadrados. Calcular la variación en la unidad de tiempo del perímetro P cuando la longitud de los lados exten- 
sibles es de {a) 5 centímetros ( b ) 10 centímetros, (c) Hallar las dimensiones del rectángulo cuando el perímetro deja 
de disminuir. 


Sea x = longitud de los lados que se alargan e y 
P = 2(* + ,)y^ = 2 (£ + -£.). 


= longitud de los otros lados en el tiempo /. 


(«) 

(b) 

(c) 


Cuando x = 5, y = 10 y dx/dt = 2. 

Por tanto 5~+ 10(2) = 0 ó - -4, 

dt dt 

Cuando x = 10, y = 5 y dx/dt = 2. 

Por tanto 10 ~ + 5(2) = 0 6 ~ = — 1, 

at at 

El perímetro dejará de disminuir cuando dP/dt = 0, e.d., cuando dy/dt = — dx/dt — — 2. 

Por tanto x( —2) + y( 2) = 0, y el rectángulo es un cuadrado de lado x — y = 5^V 2 cm. 


ar 

~dt 


2(2 — 4) = —4 cm/s (disminuyendo). 


dP 

dt 


= 2(2 — 1) — 2 cm/s (aumentando). 


6 . 


Sea r el radio de una esfera en el instante /. Hallar dicho radio cuando su incremento en la unidad de tiempo es igual, 
numéricamente, al de la superficie. 

dS dr * 

Superficie de la esfera, S ~ 4 ítr*. = 8 nr 

dt dt 


Cuando 


dS _ dr dr 
'dt dí' ~dt 


-Í-. y el radio es r 
at 




7. Un peso W está unido a una cuerda de 50 metros de longitud que pasa por 
una polea P situada a una altura de 20 metros con respecto al suelo. El otro 
extremo de la cuerda, se encuentra unido a un vehículo en el punto A> 
situado a una altura de 2 metros como indica la Fig. 11-3. Sabiendo que el 
vehículo se mueve a una velocidad de 9 metros segundo, calcular la velocidad 
a la que se eleva el cuerpo cuando se halle a una altura de 6 metros. 

Sea x el espacio recorrido por el cuerpo e y la distancia horizontal hasta 
el punto A en el instante /. 


dx 

Tenemos que calcular —r- cuando 
dt 


dt 



Ahora bien, y 2 = (30 + x) 2 — (18) 2 

Para * = 6, y = 18-y/3 y -^ = 9. 

dt 


dy 30 + x dx 

y sr - 

Por tanto, 9 = 30 

18\T3 


de donde y/~l m/s. 

dt dt ¿ 


8. Un foco de luz está situado a una altura de H metros sobre la calle. Un objeto de h metros de altura se encuentra en 
el punto O justamente debajo del foco y se mueve en línea recta, a partir de esta posición inicial, a lo largo de la calle 
a una velocidad de v metros por segundo. Hallar la velocidad V del extremo de la sombra sobre la calle al cabo de 
t segundos. (Ver Fig. 11-4.) 
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Al cabo de / segundos el objeto ha recorrido una distancia vt. Sea 
y = distancia del extremo de la sombra a O. 


y — vt 


y 


H 


osea y = 


Hvt 

H—h 


y 


v 


dy 

dt 


Hv 

H — h 


1—hlH V 


Por consiguiente, la velocidad del extremo de la sombra es propor¬ 
cional a la velocidad del objeto, y el factor de proporcionalidad depende 
de la relación h¡H. Cuando h 0, V-+v, mientras que si h -*• H t V au¬ 
menta mucho más rápidamente. 


L 



Problemas propuestos 

9. Las dimensiones de un depósito paralelepipédico son en metros, 8 largo, 2 de ancho y 4 de profundidad. Se llena de 

agua a razón de 2 metros cúbicos por minuto, hallar la variación de la altura del nivel, con respecto al tiempo, cuando 
la profundidad del agua es de 1 metro. Sol. 1/8 m/min. 

10. Un líquido penetra en un tanque cilindrico vertical de 6 metros de radio a razón de 8 metros cúbicos por minuto. 

Hallar la variación de la altura del nivel del agua con respecto al tiempo. Sol . 2/9 n m/min. 

11. Un objeto de 5 metros de altura se encuentra justamente debajo de un foco de luz de la calle situado a 20 metros de 
altura. Suponiendo que el objeto se mueve a una velocidad de 4 metros por segundo, calcular: (a) la velocidad del 
extremo de la sombra, (ó) la variación de la longitud de la sombra en la unidad de tiempo. 

Sol. (a) 16/3 m/s. (b) 4/3 m/s. 

12. Un globo se eleva desde un punto A de la tierra a una velocidad de 15 metros por segundo y su ascenso se observa 

desde otro punto B situado en la horizontal que pasa por A ya una distancia de este punto de 30 metros. Hallar la 
variación de la distancia del punto B al globo cuando la altura de éste es de 40 metros. Sol. 12 metros/segundo. 

13. Una escalera de 20 metros se apoya contra un ediñcio. Hallar ( a ) la velocidad a la que se mueve el extremo superior 

cuando el inferior se aleja del ediñcio a una velocidad de 2 metros por segundo y se encuentra a una distancia de ¿1 
de 12 metros, (b) la velocidad a la que disminuye la pendiente. Sol . (a) 3/2 m/s., ( b ) 25/72 cada segundo. 

14. De un recipiente cónico de 3 metros de radio y 10 de profundidad sale agua a razón de 4 metros cúbicos por minuto. 

Hallar la variación, con respecto al tiempo, de la altura de la superficie libre y del radio de ésta cuando la profundidad 
del agua es de 6 metros. Sol . 100/8ln m/min, 10/27 ji m/min. 

15. Un barco, cuya cubierta está a una distancia de 10 metros por debajo de la superficie de un muelle, es arrastrado hacia 

éste por medio de un cable unido a la cubierta y que pasa por una argolla situada en el muelle. Sabiendo que cuando 
el barco se encuentra a una distancia del muelle de 24 metros, aproximándose con una velocidad de 3/4 metros por 
segundo, hallar la velocidad del extremo del cable. Sol . 9/13 m/s. 

16. Un muchacho lanza una cometa a una altura de 150 metros. Sabiendo que la cometa se aleja del muchacho a una velo¬ 

cidad de 20 metros por segundo, hallar la velocidad a la que suelta el hilo cuando la cometa se encuentra a una dis¬ 
tancia de 250 metros del muchacho. Sol. 16 m/s. 

17. Un tren que sale a las 11 horas de la mañana se dirige hacia el este a una velocidad de 45 kilómetros por hora, mien¬ 

tras que otro, que sale al mediodía desde la misma estación, se dirige hacia el sur a una velocidad de 60 kilómetros por 
hora. Hallar la velocidad a que se separan ambos trenes a las tres de la tarde. Sol. 150 V~2j2 km/h. 

18. Un foco de luz está situado en la cúspide de una torre de 80 metros de altura. Desde un punto situado a 20 metros del 

foco y a su misma altura, se deja caer una pelota. Suponiendo que ésta cae según la ley s = 16/ 3 , hallar la velocidad 
a la que se mueve la sombra de la pelota sobre el suelo, un segundo después de empezar a caer. Sol. 200 m/s. 

19. Un barco A se encuentra a una distancia de 15 millas al este de un punto O, y se mueve hacia el oeste a una velocidad 
de 20 millas por hora. Otro barco B, a 60 millas de O, se mueve hacía el norte a una velocidad de 15 millas por hora. 
Determinar: (a) si los barcos se aproximan o se separan al cabo de 1 hora y a qué velocidad, (ó) ídem al cabo de 3 horas, 
(c) el momento en que están más próximos. 

Sol. (i a ) Aprox., 115\/82 millas/h; (b) Sep. 9 \/\0¡2 millas/h; (c) 1 h. 55 min. 

20. Un depósito cónico, de 8 metros de diámetro y 16 de profundidad, se llena de agua a razón de 10 metros cúbicos por 

minuto. Sabiendo que el depósito en cuestión tiene una fuga y que cuando la profundidad del agua es de 1 metro el 
nivel se eleva a razón de 1/3 metros por minuto, hallar la cantidad de agua que abandona el depósito en la unidad de 
tiempo. Sol . (10 — 3 n) m 3 /min. 

21. Una solución llega a un depósito cilindrico de 30 centímetros de diámetro después de haber pasado por un filtro cónico 

de 60 centímetros de profundidad y 40 de diámetro. Hallar la velocidad a la que se eleva la superficie libre de la solu¬ 
ción en el cilindro, sabiendo que cuando su profundidad en el filtro es de 30 centímetros, su nivel desciende a razón 
de 2,5 centímetros por minuto. Sol. 10/9 cm/min. 
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Derivada de las funciones trigonométricas 

MEDIDA EN RADIANES. Sea s la longitud de un arco AB corres¬ 
pondiente al ángulo AOB de una circunferencia de radio r, y S 
el área del sector AOB . (Si s corresponde a 1/360 de circunferen¬ 
cia, ¿_AOB = I o ; si s = r, ¿.AOB = 1 radián.) Suponiendo 
que ¿.AOB es de a grados, tendremos 

(,) J ”m ar y s -~m" 

Supongamos ahora que ¿.AOB es de 0 radianes; en este caso, 

(ii) s = Or y S = £0r 2 

Comparando (i) con (ii) se aprecia, claramente, la enorme ventaja que representa la medida de un 
ángulo en radianes. 



FUNCIONES TRIGONOMETRICAS. Sea 0 un número real cual¬ 
quiera. Tracemos un ángulo cuya medida sea 0 radianes de for¬ 
ma que su vértice esté situado en el origen de un sistema carte¬ 
siano de coordenadas, siendo el eje x el origen de ángulos. 
Tomando un punto ^(x, y) sobre el otro lado del ángulo, a una 
unidad de O, se verifica: sen 0 — y y eos 0 = x. El dominio de 
definición de sen 8 y de eos 8 es el conjunto de los números rea¬ 
les; el campo de variación de sen 8 es —1 < y <, 1 y el de 
eos 0, —1 <; x < 1. De las expresiones 


tag 0 = 


sen 0 
eos 0 


y 


sec 0 = 


1 

eos 0 



se deduce que el campo de variación de las funciones tag 0 y sec 0 es el conjunto de los números 

2 n _j 

reales, mientras que el dominio de definición (eos 0 ^ 0) es 6 # ± — 2 — ( n = 1> 2,3,...). Se deja 

como ejercicio para el alumno la consideración, desde este punto de vista, de las funciones cot 0 

y esc 0. 

En el Problema 1 se demuestra que 


lim 

0->O 


sen 0 

~6~ 



(Si el ángulo se mide en grados, este límite vale n/180. Por esta razón se utiliza la medida en radianes, 
en los cálculos.) 


REGLAS DE DERIVACION. Sea u una función derivable de x; en estas condiciones, 


14. 


d du 

—— (sen u ) = eos u — 
dx dx 


d du 

11. _ (cota) =-esc** ^ 


15. 


d du 

— (eos «) = — sen u 
dx dx 


d du 

18. — (sec tí) = sec u tag tí— 
dx dx 


16. 


d du 

- 7 - (tag «) = sec 2 tí — 
dx dx 


19. 


d du 

-r- (CSC tí) = — CSC tí COt tí —r~ 
dx dx 


(Ver Problemas 2-23). 
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Problemas resueltos 


I, Demostrar que: lim ^ ^ = 1 . 

e-M> o 

_ sen(— 0 ) sen 0 , .. sen 0 

Como-^— = —-—, consideraremos solamente lim 


-0 


0 


©-► 0 + 0 


En la Fig. 12-3, sea 0 — LAOB un ángulo en el centro, positivo y pe¬ 
queño, de radío O A = 1. Llamando C al pie de la perpendicular trazada 
desde B a O A y D la intersección de OB con un arco de radio OC , tendremos, 

sector COD «S ACOB ^ sector AOB 
con lo que ¿0 eos* 0 ^ ¿ sen 0 eos 0 ¿0 

Dividiendo por ¿0 eos 0 > 0 , tenemos 



Fig. 12-3 


„ sen 0 
eos 0 <- 0 - 


eos 0 


Si 0-*O + ; se tendrá eos 0-* 1 , 


eos 0 


1 , y 1 < lim 


sen 0 


0-*o+ 0 


«S 1 ; de donde, lim 


sen 0 


0->o+ 0 


= 1 . 


d du 

2. Derivar — (sen u) = eos u —, siendo u una función derivable de x. 


dx 
Sea 

tendremos 


y — sen u 

y X Ay m non (u - 1 - ilu) 

Ay — sen (u -f Au ) — sen u = 2 eos (u + ¿du) sen ¿du 

Ay r , _ . A sen ¿ Au 

= COS (u + $Au) 


Au 


\Au 


dy Ay sen ¿du 

- = lim ~ lim eos (u + ¿du) • lim —^— = eos u 
du Au j«-M> J Au 


y derivando la función de función. 


d , . d , ' du du 

~r~ (sen u) — (sen u) • -j- = eos u -r- 
¿x du dx dx 


3 ' (C0Su) = ^ [sen(¿» — «)] = ^ [sen(i« — «)1 ^ = — eos (¿jt — u) ^ = — senu ^ 


d d i sen u \ 

dx ~ dx \ eos u] ~ 


eos u * eos 


du I du\ 

u ^-sen u^-sen u^j j 


du 

eos* u “ eos* u dx 

Hallar la primera derivada de las funciones de los Problemas 5-12. 


— sec* u 


du 

dx* 


d d 

5. y = sen 3x + eos 2x. y' = eos 3x — (3x) — sen 2x (2x) = 3 eos 3x — 2 sen 2x 

d 

6. y = tag x 2 . y' = sec 2 x* — (jc 2 ) = 2x sec* x* 

dx 

7. y — tag* x = (tag x)“. y' = 2 tag x (atg x) = 2 tag x sec* x 

dx 

8. y = cot (1 — 2x 2 ). y' = — esc* (1 — 2x 2 ) (1 — 2x 2 ) = 4x esc* (1 — 2x a ) 

dx 

9. y = sec* y/lc = sec 3 x 1/a . 

y' = 3 sec 2 x 1/2 (sec x 1 ' 2 ) = 3 sec 2 x 1/2 • sec x l/2 tag x l/ * • (x I/a ) = —sec 3 V* tag Vx 
dx dx 2yx 


10 . g = Vesc 20 = (esc 20 ) 1 ' 8 9 10 . 


g' = ¿(esc 20) _1/2 ~-(csc 20 ) = —¿(esc 20)- 1 ' 2 * esc 20 cot 20 • 2 = —Vcsc 20 ■ cot 20 
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11. /(or) — or 3 sen x . /'(or) = or 2 ~ (sen or) + sen x (or 3 ) = or* eos x + 2x sen x 


12. f(x) = 


eos X 


roo 


x (eos or) — eos x ~ (or) 

dx dx —x sen x — eos x 


Hallar las derivadas indicadas en los Problemas 13-16. 

13. y = x sen x; y"\ y’ — x eos x + sen x 

y " = x (— sen x) + eos x + eos x — —x sen x + 2 eos x 
y'" — — x eos x — señor — 2 señor = —xcosx — 3 señor 

14. y = tag 3 (3or — 2); y". 

v' = 2tag(3x — 2)sec 3 (3x — 2) * 3 - 6tag(3x — 2)sec 3 (3or — 2) 

y " = 6[tag (3x — 2) * 2 sec (3or — 2) * sec (3or — 2) tag (3or — 2) • 3 + sec 3 (3x —2) sec 3 (3x — 2) • 3] 
- 36 tag 3 (3or — 2) sec 3 (3* — 2) + 18 sec 4 (3x — 2) 

15. y = sen(x + y);y'. y' = cosGr + >-)•(! +>') e y' = ~J ^ 


16. sen y + eos or = 1; y' \ 


eos y • y' — sen x ^ 0 e y' * (sen or)/(cos v) 


eos y eos or — sen or (— sen y) • y' 
eos 2 y 


eos or oos y -f sen x sen y • y' 
eos 9 y 


eos or eos y + sen or sen y (sen or)/(cos y) _ eos or eos 3 y + sen 3 or sen y 
eos 3 y ~ eos 8 y 


17. Hallar /'(»/3)*/"(»/3)i/'"( JI /3), en la función/(or) = sen x eos 3or. 

f f {x) = — 3 sen or sen 3or + eos 3or eos x 

= (eos 3or eos or — sen 3or sen or) — 2 sen or sen 3or 

= eos 4* — 2 sen x sen 3x. /'(*/3)-i — 2( V3/2X0) = —i 

r '(*) = —4 sen 4or — 2(3 sen x eos 3or + sen 3or eos or) 

— —4 sen 4or — 2(sen or eos 3or + sen 3or eos or) — 4 sen or eos 3or 

-6 sen 4x — 4/(*). f"(n/ 3) = —6(—V3/2)—4(\/3/2X—1) = 5 y/T 

f'"(x) = -24 eos 4x - 4 /'(x). f"\n\ 3) = — 24<-i) — 4(-i) = 14 

18. Hallar los ángulos agudos de intersección de las curvas 

(7) y ~ sen 1 or y (2) y = eos 2or, en el intervalo 0 < or < 2tc. 

(a) De la ecuación 2 sen 3 or = eos 2or = 1 — 2 sen 3 or, se 
obtiene 6, 5 ji/ 6, 7n/6 y 1 lor/6, que son las abscisas 
de los puntos de intersección pedidos. 

(b) y' = 4 sen or eos x en (7), e 
y ' = —2 sen 2or en (2). 

En el punto 6, m x = \/~3 y m 2 = —V~3. 

(c) tag ¿ = —\/ 3; el ángulo agudo de in¬ 

tersección es de 60°. En los demás puntos los ángulos 
de intersección también son de 60°. 



Fig. 12-4 


CAP. 12] 


DERIVADA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


63 


19. Un terreno rectangular está limitado por dos caminos M y N, y 
en uno de sus vértices P se encuentra el extremo de un pequeño 
lago. Sabiendo que la distancia de P a los caminos M y N es de 
108 y 256 metros, respectivamente, hallar la longitud de la trayec¬ 
toria más corta por la que se puede ir de un camino al otro cru¬ 
zando el terreno y pasando por el extremo del lago. 

Sea s la longitud de la trayectoria buscada y 0 el ángulo que 
forma con el camino M. 

s = AP + PB = 108 esc 0 + 256 sec 0 
ds/dO = —108 esc 0 cot 0 4- 256 sec 0 tag 0 

_ —108 eos* 0 + 256 sen® 0 
sen* 0 eos* 0 


B 



De —108 eos* 0 + 256 sen* 6 = 0, tag® 0 = 27/64 y el valor crítico es 6 — are tag 3/4. 
Por tanto, j = 108 esc 0 + 256 sec 0 = 108(5/3) + 256(5/4) = 500 m. 


20. Estudiar la función y = f(x ) = 4 sen x — 3 eos jc en el inter¬ 
valo [0, 2*]. 

Cuando jc « 0, y =/(0) = 4(0) — 3(1) = —3. 


/( x) - 4 te ti x — 3 óos xi De la ecuación f (a) = 0* fediiltá 

tar x m 3/4. Gon lo qud loo nmiím do mlcniGomón con ol ojo x 
son x = 0,64 radianes y x — n + 0,64 = 3,78 radianes. 

f \x) = 4 eos x + 3 sen jc . De la ecuación f \x) — O, se deduce 
tag x — —4/3, con lo que los valores críticos son x = n — 0,93 
= 2,21 y * = 2* — 0,93 = 5,35. 

/"(*) = —4 sen x + 3 eos x. De la ecuación f"(x) = 0, se de¬ 
duce tag x = 3/4, con lo que los valores críticos son x — n — 0,93 
= 2,21 y x = n + 0,64 = 3,78. 



/'"(*) — —4 eos x — 3 sen x . 

(a) Para x = 2,21, sen jc = 4/5 y eos x = —3/5 ;/"(*) < 0 y, por tanto, en x = 2,21 hay un mínimo relativo e igual 
a 5. En x = 5,35, se tiene un mínimo relativo igual a —5. 

(b) /'"(0,64) * 0 y /'"(3,78) * 0. Los puntos de inflexión son (0,64; 0) y (3,78; 0). 

(c) La curva es cóncava desde x = 0 a x = 0,64; convexa desde x = 0,64 a 3,78, y cóncava desde x = 3,78 a 2 tt. 


21. Cuatro barras de longitudes a, ó, c, d están articuladas formando un cuadrilátero. 
Demostrar que el área A es máxima cuando los ángulos opuestos son suplementarios. 

Sea 6 el ángulo formado por las barras de longitudes a y b f é el ángulo opuesto 
y A la longitud de la diagonal opuesta a dicho ángulo. 

Hemos de calcular el máximo de la función. 

(/) A = iab sen 6 + icd sen é con la condición 

(2) A* = a* + 6* — lab eos Ú = c* + </* — led eos Derivando con respecto a 6: 



(/') = iab eos 6 + icd eos é = 0 


dé 

(20 aó sen 0 = c</ sen é 


Despejando déldO en (20 y sustituyendo en (/O. resulta, 

ab eos 0 + cd eos ^ sen & = q 6 sen é eos 0 + eos ^ sen 0 = sen (é + 0) = 0 
casen é 

de donde é + 0 = 0 ó tt, con lo que queda demostradtTí5rescindiendo de la primera solución. 
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22. El piloto de un bombardero, que vuela a 2 kilómetros de altura y a una velocidad de 
240 kilómetros por hora, observa un blanco terrestre hacia el que se dirige. Calcular 
la velocidad a la que debe girar el instrumento óptico cuando el ángulo entre la ruta 
del avión y la línea de mira es de 30°. 

^-240 km/h, 0 = 30°, y x = 2 cot 0. 

^ = —2 esc* 0 ^ o sea —240 = —2(4) y = 30 rad/h = ■%- grados/s. 
at dt dt dt 2 ji 


240 km/h 



23. Un rayo de luz parte de un punto P y se propaga por el aire a una velocidad v t 
incidiendo sobre un punto O de una superficie de agua situada a unidades de 
longitud por debajo de P. Sabiendo que en el interior del agua se propaga a 
una velocidad v, y que pasa por otro punto Q a una distancia de b unidades 
de la superficie, demostrar que el paso de luz de P a Q se verifica de la manera 

más rápida cuando SCn f 1 = —, siendo 0! y 0 t los ángulos de incidencia y 
sen 0, v, 

refracción con la normal a la superficie. 

Sea t el tiempo que emplea la luz en ir de P a Q y c la distancia de A a B; 
en estas condiciones, 

a sec di b sec 0, , * , . « 

/ =- - H-- y c = a tag 0 l + b tag 0, 

Vi v, 

Derivando con respecto a 6 lt 



Fig. 12-9 


dt 

dd l 


a sec di tag 6 l + b tag 0, sec 0 t 
Vi v t 


y 0 = a sec* + b sec* 0, 

du i 




a sec* 0i 

De la última ecuación, = — T —Para que t sea mínimo se precisa que 
ddi *> scc* 0t 

dt _ o sec 0 t tag 0i b sec 0« tag 0 8 /_ a sec* 0 t \ _ 

dú i Vj v, \ b sec* 0 t ) 


de donde se obtiene la relación pedida. 


Problemas propuestos 


24. Hallar: 


(a) lim 
*—►<> 


sen 2x 
x 


- 2 lim 
*“►0 


sen 2x 
2x ’ 


Sol. (d) 2, (b) a/b f (c) 8/9, (d) 0. 


(b) lim 
*-►0 


sen ax 
senóx’ 


(i c ) lim 
*-~*o 


sen 1 2x 
x sen* 3 jc * 


(d) lim 


1 —eos JC 
x 


25. Deducir la fórmula 17 de derivación utilizando las relaciones (o) cot u = 
mo las fórmulas de derivación 18 y 19. 


eos u 
sen u 


y (ó) cot u 


-. Deducir asimis- 

tag u 


Hallar las derivadas dyjdx o dp/dd en los Problemas 26-45. 


26. 

y — 3 sen 2x 

Sol. 6 eos 2 jc 

27. 

y = 4 eos ¿jc 

Sol. —2 sen ¿jc 

28. 

y — 4 tag 5jc 

Sol. 20 sec* 5 jc 

29. 

y = i cot 8jc 

Sol. —2 esc* 8jc 

30. 

y = 9 sec ¿jc 

Sol. 3 sec ¿jc tag ¿jc 

31. 

y =* ¿ esc 4x 

So!, y = — esc 4 jc cot 4 jc 
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32. y =*> sen x — x eos x 4- jc® 4- 4jc 4- 3 Sol. jc sen x 4- 2x 4- 4 


40. $ = 

41. $ = 


V sen 0 

Sol. (eos 0)/(2V sen 0) 

sen 2/x 

Sol. ( —2 eos 2/x)/x® 

eos (1 — X*) 

Sol. 2x sen (1 — jc 2 ) 

eos (1 — jc)® 

Sol. y = 2(1 — jc) sen (1 — jc)® 

sen 2 (3x — 2) 

Sol. 3 sen (6x — 4) 

sen 3 (2x — 3) 

Sol. —| {eos (6x — 9) — eos (2x 

^ tag x sen 2x 

Sol . sen 2x 

1 

— 3 sec 20 tag 20 

(sec 20 — 1)*/« 

* (sec 20 — 1)*/* 

tag 20 

c t ** sec* 20 — 4 esc 4 0 

1—cot20 

* * (1— cot20) 2 


42. y = x* sen x 4~ 2x eos jc — 2 sen jc 


43. sen y = eos 2 x 


Sol. 


.So/. x* eos x 
2 sen 2 x 


eos y 


44. eos 3 y = tag 2x 


45. x eos y = sen (x 4- y) 


Sol. 

So!. 


2 sec® 2x 

3 sen 3 y 

eos y — eos (x 4- y) 
x sen y 4- eos (x 4- y) 


46. Si x = A sen kt + B eos kt 7 siendo A,B y k constantes, demostrar que = — k x x y ^ = (—1)*A w jc. 

47. Demostrar: (á) y " 4 - 4y = 0 siendo y = 3 sen(2x + 3), (ó) y"' 4- y" 4- y' 4- y — 0 siendo y — sen x 4- 2 eos x. 

48. Estudiar las funciones siguientes en el intervalo 0 < x < 2 n: 

(o) y = 4 sen 2x (c) y = x — 2 sen x (e) y = 4 cos*x — 3 eos jc 

(A) y = eos® x — eos x (d) y = sen x (1 4- eos x) 

Sol. (a) Max. en x = n¡ 4, 5«/4; min. en x = 3«/4, 7n/4; P.l. en jc = 0, w/2, tt, 3tt/2 

(A) Max. en x = 0, n; min. enx = n¡ 3, 5*/3; P.L en x = 32°32', 126°23\ 233°37', 327°28' 

(c) Max. en x = 5n¡ 3; min. en x = tj/ 3; P.L en x = 0, n 

(d) Max. en x = ?i/3; min en x = 5«/3; P.l. en x = 0, n, 104°29', 255°31' 

(e) Max. en x — 0, 2?r/3, 4?r/3; min. en x — ír/3, n t 5?r/3; P.L en x — n/2, 3n/2, nf6 t 5n/6, 7n/6, 1l/»6 

49. Sabiendo que el ángulo de elevación del sol es de 45° y que va disminuyendo a razón de J radianes por hora, hallar la 

velocidad a que se desplaza la sombra de una torre de 50 metros de altura sobre la tierra. Sol. 25 m/h. 


50. Un cometa, a una altura de 120 metros sobre la tierra, se mueve horizontalmente a una velocidad de 10 metros por 
segundo. Hallar la velocidad a la que disminuye el ángulo de inclinación del hilo con la horizontal cuando la longitud 
de éste sea de 240 metros. Sol. 1/48 rad/s. 

51. La luz de un foco situado a una distancia de 3 600 metros de una costa rectilínea gira a una velocidad de 4rc radianes 
por minuto. Hallar la velocidad a la que se desplaza un rayo de luz sobre la costa (a) en el punto más próximo, ( b ) en 
un punto situado a 4 800 metros del punto más próximo. Sol. (a) 240 n m/s, (ó) 2 OOOn/3 m/s. 

52. Las longitudes de dos lados de un triángulo son 15 y 20 metros. Hallar (a) la velocidad de variación del tercer lado cuando 
el ángulo formado por los otros dos es de 60° y aumenta a razón de 2° por segundo (A) la velocidad a la que aumenta 

el área. Sol. (á) n¡\fl9 m/s, (A) m 2 /s. 

6 



Capítulo 13 


Derivada de las funciones trigonométricas inversas 


FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS. La función inversa de x = sen y es y = are sen x 
(o bien, sen -1 *). El dominio de definición del are sen x es —1 <; x < 1, es decir, el campo de va¬ 
riación de y; el campo de variación de are sen x es el conjunto de los números reales, es decir el 
dominio de la definición de sen y . El dominio de definición y el campo de variación de las restantes 
funciones trigonométricas inversas se establece de forma análoga. 

Las funciones trigonométricas inversas son multiformes. Con objeto de evitar confusiones de re¬ 
ferirnos a una determinada parte de estas funciones, se define para cada una de ellas un arco lla¬ 
mado rama principal . En los gráficos que figuran a continuación la rama principal se representa 
con un trazo más grueso. 




Fig. 13-1 

Función 

y = are sen x 
y = are eos x 
y = are tag x 
y = are cot x 
y = are sec x 
y = are esc x 



Ruma Principal 

—\n ¿y 
0 á y ú n 
—<y < t 

0 <y <7t 


—ti ^ y < — \ji> 0 ^ y <\n 
—ti < y ^ 0 < y ^ \tz 


REGLAS DE DERIVACION. Sea u una función derivable de x\ entonces 


20. (are sen u) 
dx 


21. (are eos u) 


22. — (are tag w) 
dx 


1 du 

VT^tt 2 " dx 

1 du 
vT — u Y dx 

1 du 

TT"« r ~dx 


d 

23. ^ (are cot u) 

24. ^ (are sec u) 
d 

25. (are esc u) 


1 du 
1 + w» dx 

1 du 



uVü* — 1 dx 


66 








CAP. 13] 


DERIVADA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 


67 


Problemas resueltos 


1, Derivar: (o) — (are sen u) 


1 du d 1 du 

(¿,) '¿í (arcsec “ ) = ^^T^ 


(a) Sea y = are sen u, siendo u una función derivable de jc. Tendremos u = sen y y 


du d , . d , . dy dy ^ -r dy 


dy 


dy i du 

tomamos el signo positivo porque eos y > 0 en el intervalo — \n < y < \n. Por tanto, -=- = — . -t- . 

Vl-«* 

(ó) Sea y = are sec u, siendo u una función derivable de jc. Tendremos u = sec .y y 

Tx = -dí {xcy) *c= S = “V^I ^ 

tomamos el signo positivo porque tag y > 0 en los intervalos 0 < y < \n y — n < y < —Jtc. Por tanto, 

du 

«V u % — \ 


1 du 


d , . 1 

(are sec u) = 


Hallar la primera derivada en los problemas 2-9. 

dy _1 


2. y = are sen (2a; — 3) 

3. y = are eos x* 

4. y = are tag 3a; 1 


5. /(*) = are coti-^-| 


■j- - --=■ 4~ (2x — 3) = , 1 

dx Vi - (2* - 3)* “* V3* - x* - 2 

ÉL - - -1 _Í- (je .v = _ 2x 

dx \/i— * 4 Vi — ** 

ÉL - 1 

dx - 1 + (8**)' dx ' i>x ’ 1 + 9x 4 


/'(*) = - 


_1_d / 1 + x N _1 

- - l<m y 


(1 - x) - (1 + x)(-l) __1_ 

(1-x)* 1+»* 


6. /(x) = xya* — x* + a* are sen — 


/'(x) = **i(o 1 -* , )- ,/, (-8») + <a*-x*) wl + o*-^====*i = 2 V“ r —^ 


7. y = x are esc 


4+ vr= 


y' = x 


'_zí_ .ifiM 

dxW 

X V X* 


+ are cae ^ ^ (x) + £(1 — x*)“ VI (—2x) = árcese^ 


S. y = ¿are tag (A tag*) 

¿ — jt —v‘^(“ tagx )] = ¿‘«* + £ra g *ri sec * x 

1 + ( — tag a J x 7 J 

sec* x _ 1 


a* + 6* tag 2 x a* eos* x + 6* sen* x 


9. y*senx + y = are tag x 2yy'scnx + y* cosx 4- y' — 

i . , 1 — (1 + x 2 )y* eos x 

y'(2y sen x + 1) = - V 1 eosx y y - (I+^ijj^l^iTl) 
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10. En un terreno circular hay un foco de luz L situado como indica la figura. Un 
objeto parte de B y se mueve hacia el centro O a una velocidad de 10 metros por 
segundo. Hallar la velocidad de su sombra sobre la circunferencia cuando el 
objeto se encuentra en el punto medio de BO. 

Sea * (metros) la distancia de P a B en el instante t; llamando r al radio del 
círculo, 0 el ángulo OLP y s el arco interceptado por 6, tendremos 

s — r(20), y 8 — are tag OP/LO = are tag (r — *)/r. 

ds _ ^ dB _ ^ 1 { l\ dx _ —2r* dx 

dt ~ ~di “ 2r ' 1 + [(r — *)/r]* \ rj~dt~ *■ —2 rx 4- 2r* ' dt 

Cuando * = ¿r y dxjdt — 10, será ds¡dt = —16 m/s. 

La sombra se mueve a una velocidad de 16 m/s. 



Fig. 13-2 


11. La arista inferior de un cartel de 12 metros de altura, está situado a 6 metros por encima de los ojos 
de un observador. Suponiendo que la visión más favorable se obtiene cuando el ángulo subtendido 
por el cartel y los ojos es máximo, calcular la distancia de la pared a la que se debe situar el ob¬ 
servador. 


Sea 0 el ángulo subtendido y x la distancia a la pared. De la Fig. 13-3, se deduce tag (0 + #) 
888 18/*, tag <f> = 6/x y 


tag 0 = tag {(6 + <t>) — i>} 


tag (0 + ¿) — tag ^ 

1 + tag (6 + ¿)tag¿ 


18/x_6/x 12* 

1 + (18/*X6/*) = ** + 108 


0 = are tag 


12 * 

** + 108 


y 


dd 12(—x* + 108) 

dx * 4 + 360** + 11.664 * 


El valor crítico es 



x = 6\/3 = 10,4. El observador se debe situar a una distancia de 10,4 m de la pared. 


Problemas propuestos 

12. Deducir las fórmulas de derivación 21, 22, 23 y 25. 


Hallar dyjdx en los Problemas 13-20. 


y = are sen 3* 

Sol. 

3 

17. y = 

Vi — 9x* 

y = are eos J* 

Sol . 

1 

18. y - 

V4 — x 1 

y = are tag 3/* 

Sol. 

3 

19. y - ( 

** + 9 

y — are sen (* — 1) 

Sol. 

1 

20 . v »- 

V2x — x 1 

• w * * — 


17. y — ** are eos 2/* Sol. 2* /are eos-1- — ? \ 

\ x Vi* —4/ 

** 




are sen— Sol. 


(u 1 —**)•/* 


19. y = (* — a) \/2ax — ** + o* are sen 


* — a 


Sol . 2\/2ox—* A 


Vx^4 ,1 * „ , 8 

-—-=-1- are sec Sol. - 

** 2 2 


21. En la vertical del centro de un terreno circular de 30 metros de radio se quiere situar un foco de luz a una altura tal 
que la iluminación en el perímetro sea máxima. Sabiendo que la intensidad en un punto cualquiera del contorno es di¬ 
rectamente proporcional al coseno del ángulo de incidencia (ángulo entre el rayo luminoso y la vertical) e inversamente 
proporcional al cuadrado de la distancia al foco, hallar la altura que debe tener este. 

Ind: Sea * la altura, y la distancia del foco a un punto de la circunferencia exterior y 0 el ángulo de incidencia, 
Tendremos / = k = — t +^ ooy i f Sol. 15V2 metros. 


22. Dos barcos parten de un mismo punto A, uno se dirige hacia el Sur a una velocidad de 15 millas por hora y el otro 
hacia el Este a una velocidad de 25 millas por hora, durante 1 hora, volviendo después hacia el Norte. Hallar la velocidad 
de rotación de la línea que los une al cabo de 3 horas de iniciado el movimiento. Sol 1 20/193 rad/h. 
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Derivada de las Funciones Exponenciales y Logarítmicas 


NUMERO c = Um (l + 4-V = üm(l +*)»'* 

*-►+00 \ " / Jk-M) 

11 i 


- 1 +1 + 2T + 3T + ‘" + Tí!" + 


= 2,71828... 


(Ver Problema 1.) 


NOTACION, Si a > 0 y a 1, y si a y = x, entonces y = log, x . 

.y = log* x = In x y = log 10 x = log x 

El dominio de definición es x > 0; el intervalo de variación es el conjunto de los números reales. 





y = lnsc 

REGLAS DE DERIVACION. Si u es una función derivable de x> 


y = e 


du 


26. (log. w) = — log. e (a > 0, a ^ 1) 28. (a u ) = a* ln a ( a > 0) 

ax u ax ax ax 


„ d „ . 1 du 

V . jM-jj 




(Ver Problemas 2-17.) 


DERIVADA LOGARITMICA. Cuando una función derivable, y = /(*), es un producto de factores, el 
proceso de derivación se simplifica tomando previamente logaritmos neperianos, o lo que es igual, 
aplicando la fórmula 


30. 




(Ver Problemas 18-19.) 
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Problemas resueltos 


1. Demostrar que: 2 < lim (l + —) < 3. 

«-►+oo \ n J 


(i) 


Desarrollando por el binomio de Newton, siendo n un número entero positivo, 

(>+¿)‘ - * + * (;)+ ^ («)* + ‘^■V 8 ©' 

w(w — l)(n — 2) ■. .1 /IV 

+ ••• + 1-2-8...* \nj 

= 1 + 1 + (*-;)•& + ( I -í)( 1 -!)'fr 


+ ... +( 1 -¿X , -:)-( 1 -S í í ) , sí 


Evidentemente, para cualquier valor de n ^ 1, |l + >2. También, si en (i) cada diferencia |l — ~j, |l — 

.. se sustituye por un número mayor 1, tendremos 


(>♦*)• 


< 2 H—-—I——+ • • • H—— 

2! 3! »! 


Por tanto, 2 < 


K)’ 


^.1,1,1, ,i / i i \ 

<2 +2 + 2* + 2» + + 2— 1 V que n ! < 2— 1 ) 

< 3 [puesto que i- + ^ + + • • • + < 1 j 


< 3. 


Si n-* oo tomando valores positivos enteros; tendremos 


‘-¿->■>- 5 ;*. > -{‘-iK-ir 

Esto conduce a lim (l + - j = l + l+ -^ r + ^7+---+r r +--* = 2,71828... 

*_*+«\ nj 2! 3! kl 


2. Derivar A- ( log<i u ) =. I i og , a e y 


d - _ 1 du 

dx n U ~ udx' 


Sea y = log. u t siendo u una función derivable de jc. Tendremos 
y + Ay - loga (u + óu) 

A y = loga (u + ótt) — loga u — loga U = \ 0 g í 

u 


0 +v) 


s¡ = =■»(>+?) - :•=>•{*+?) - w-O+f)’ 

d¡¡ = ; A ';™ >»e-(i + “) = (* + v) } = S 10 ** 

Así pues, derivando como función de función ^ (log. u ) = (log. ü) ^ log. e . 


i/A“ 


Cuando a = e, log* e = log, e = 1 

3. y — loga (3x 2 - 5) 

4. y — ln (x 4- 3)* = 2 ln (x + 3) 

5. y = ln’(x + 3) 


d /( . 1 dtf 

dy - 1 

dx 3x 2 — 5 


A 

dx 


loga e • -jn- (3x* — 5) = 


6x 


3x* — 5 


log a e 


^ = 2— 5 *-^-(* + 3) = —f-r 
dx x + 3 dx x + 3 


y' = 2 ln (x + 3) • [ln (x + 3)] = 2 ln (x + 3) 


x + 3 dx 


(x + 3) = 


2 ln (x + 3) 


x + 3 
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«. y = ln(x* + 2)(* , + 3) - ln (x a + 2) + ln(x‘ + 3) 


V' = 


x a + 2 dx 


•-f-(x a + 2) + 


x* + 3 dx 


•-£:(**+ 3) 


3x* 2x 

x’+ 2 + x a + 3 


7. /(x) = ln 


(3x - 4)' 


= ln x 4 — ln (3x — 4) a = 4 ln x — 2 ln (3x — 4) 

/'(x) = 4- r- (x) — 2 ¿ t~ (3x — 4) = - - 

7 ' x dx' 3x — 4 dx x 3x — 4 


9. y = ln (x + Vi + x*) 

/ _ 1 + id + (2*) _ 1 + x(l + xV 1/£ (1 + x £ ) 1/£ _ 1 

x + (1 + x £ ) ,/£ x + (1 + x £ )>' £ * (1 + x £ ) 1/£ “ VTTi* 


10. Deducir —- (n“) — aMna-^ y ~~{e u ) = e u 

dx dx dx dx 

Sea y = a u f siendo u una función derivable de x. Tendremos ln y — u ln a, 


d _ 1 dy _ . dtt dy . du d . u . „. du 

- ydi ~ ]na di' di = ylna dí ° dí (a) = ° lna dí 

Cuando a = e, ln a = ln e = 1, con lo cual (e u ) — e u 

11. v = «-Vi* y' = e -Vi*^(-^x) - -^«-Vi* 


12. y = e* 
II. y = a** 1 

14. y - x £ 3 a 


y' = e* 2 • <x £ ) — 2XC* 8 


r' = a 3 * 2 ln a * -f- (3x £ ) = 6xa 3 ** ln a 

dx 


V' = ** • J¡;(3 a ) + 3 a • ^(x 1 ) = x*3* ln 3 + 3*2x = x3*(x ln 3 + 2) 


15. y = 


e** + e-‘ 


y = 


(e“ + «-“)^-(e“-e-«) - (e“ - <r“) J^(e“ + e~“) 
(e“ + e-*)‘ 

(«•* + «-“)[»(«** + e"“)] - (e“- e-")[a(e“- «-**)] 


(«“+«-")* 


4a 


_ («*” + 2 + e-»") - («*«*-2+e- ,a ») _ 

® («"+«■•*)* _ («" + «-“) a 


16. Hallar y" t en la función y = e~ x ln x. 


= e '*¿ (lnx > + lnx ji (e ~’ ) = 


-- e~* ln x = --y 

x x 


y” = 


x á (e_I) - 


—xe~ x — c 


- y = 


4* e x ln x 




17. Hallar y ", en la función y = e _£ * sen 3x. 

y' = e"** (sen 3 jc) + sen 3x (e~**) = 3e -2 *cos 3x — 2e _£i sen 3x = 3e“**cos 3x — 2 y 
dx dx 

y" = 3*-“ ^ (eos 3x) + 3 eos 3* ^ («-•*) — 2>' 

= — 9e~ Zx sen 3x — 6e~ u eos 3x — 2(3e _£ * eos 3x — 2e~ u sen 3x) 

= —e~ w (l2 eos 3x 4- 5 sen 3x) 
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Hallar la primera derivada aplicando la derivación logarítmica. 

18. y = -t- 2) 3 (1 — \ny - In (x ! + 2)’ (1 - x s )< - 3 In (x ! f 2) + 4 In (1 - x 5 ) 

V' = ¡/~[3 1n(x’ + 2) + 4 1n(l-x J )] - <x’ + 2)’ (1 - *»)« [-^ - 

= 6x(x* + 2)* (1 - x 3 f (1 - 4x - 3x*) 


19 . y = (1 + £)' ' ln y = ln x + 2 4n (1 - x*) - £ ln (1 + x*) 

, _ x(l — x*)‘ [”l 4x x "I _ (1 — **)* 4x*(l — x*) _ x*(l — x*)* 

V ~ (l+* , ) ,/ * L* 1-*’ 1 + x‘J + (l+x , ) ,/ * (1 + 

(l-Sx , -4x 4 )g-x‘) 

(l + *’)‘ 

20. Hallar (a) los máximos y mínimos relativos y (b) los puntos de inflexión 
de la curva y — f(x ) = jr*e*. 

/'(ar) = 2xe x + xV T = xe r (2 + x ) 

f'(x) = 2e z + 4x«* + xV = e*(2 + 4x + x 2 ) 

/'"(x) = 6e* + 6xe T + xV = e*(6 + 6x + x*) 

(a) Resolviendo /'(*) = 0 obtenemos los valores críticos x = 0 y x = — 

/"(O) > 0 y (0» 0) es un mínimo relativo. 

/"(—2) < 0 y (—2, 4/e*) es un máximo relativo. 

(b) Resolviendo /' '(*) = 0 obtenemos los posibles puntos de inflexión en x — —2 ± y/~i. 

/'"(—2 — V 2 ) # 0 y/'"(—2 + V 2) 9 * 0; los puntos x = —2 ± V ~2 son puntos de inflexión. 



21. Estudiar la curva de probabilidades y — ae - * 2 **, a > 0. 

(o) La curva está situada por encima del eje x f puesto que e~* txt > 0 para 
todos los valores de x . Cuando x -► ± oo # y -► 0, con lo que el eje x 
es una asíntota horizontal. 


(b) y' « — 2ab % xe^ tx% e = 2aó 2 (26 2 jr 2 — l)e~ blxt . 

Cuando y' = 0, x = 0; y cuando x = 0, < 0. El punto (0, a) 

es un máximo de la curva. 



(c) Cuando y '' = 0, 2 b*x % — 1=0, y x = ± \ r Í¡2b son posibles puntos de inflexión. 

y/2 V2 


2 

0 2 

b 

y" > 0 

y " < 0 

y" > 0 

cóncava 

convexa 

cóncava 


Los puntos (± V2/2 b, ae '■) son puntos de inflexión. 
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22. La constante de equilibrio K de una reacción química, varía con la temperatura absoluta T según la ley 
K ~ K 0 e _1/ i ffír " r » )/ V, siendo K 0t q y 7* 0 constantes. Hallar la variación de K por grado de variación de T expresando 
el resultado en tantos por ciento. 


El tanto por ciento de la variación de K por grado de variación de T viene dado por 


1 dK 


K dT 


rf(ln K) 
dT 


n i r , „ i T —■ 7*o ¿/(ln X) 

Por tanto In K = In K 0 — ¿ q ~fj~ y —— 


q 

2 T* 


50q 
T * 


V 

/©* 


23. Estudiarla función de las vibraciones forzadas y = /(/) = e -1 V sen hit. 

(a) Cuando / = 0, y = 0. La intersección con el eje y es 0. 

Cuando y — 0, sen hit — 0 y t — —1, —¿, 0, ¿, 1, f,... 

Estos son los puntos de intersección con el eje t. 

(b) Cuando / = —], — \ , ..., sen 2.-r/ = 1 y y = 

Cuando / = —j, —}, ..., sen Int = — 1 y y = — e lf i l . 

La función dada oscila entre las dos curvas y = e -1 V e y — —e -1 V, 
siendo tangente a ellas en los puntos mencionados. 



(c) y ' =/'(/) = e-Ut'ihi eos hnt — ¿sen 2*0 

y " = /' '(0 = e -1 V {Ci — 4 Jt*) sen 2ni — 2 n eos 2*/} 

Cuando y* = 0, 2* eos hnt — ¿sen hit = 0, esto es, tag 2jU — 4*. 

Si / = £ = 0,237 es el ángulo positivo más pequeño que satisface esta relación, tendremos que / = ...,£ — i 
£ — 1, £ — ¿, £, £ + ¿, £ + 1,... son los valores críticos. 

Para n = 0,1,2./"(£ ± ¿n) y ± ” 2 ~~) lienen signo conlrario y/"(f ± ¿*) y/"(í ± " ^ 2 j tienen 

el mismo signo; por tanto, los valores críticos dan lugar, alternativamente, a máximos y mínimos de la 
función. Estos puntos están situados ligeramente a la izquierda de los puntos de contacto con las curvas 
y e~ l, i e y = —e -1 V. 


(<0 Cuando y" = 0. tag 2*/ = = , ~ lfat T- 

Si t — í? = 0,475 es el menor ángulo positivo que satisface esta relación, tendremos, / — rj — 1, — ¿, 

7 hV + i*y + 1,... son los posibles puntos de inflexión. Estos puntos, situados ligeramente a la izquierda de los 
puntos de intersección de la curva con el eje x> son puntos de inflexión. 


24. En la ecuación s = ce~» sen (kt + 0) del movimiento de vibración amortiguado y en la que c,b,k y 0 son constantes, 
demostrar que a ~ —2 b\ — (k* + b 2 )s. 

v — dsjdt = ce~» [—b sen (kt + 6) + k eos (kt + 0)] 

a = dv/dt « ce~» W — k 2 ) sen (kt + 6) — 2bk eos (kt + 0)] 

= ce~» [— 2b{—b sen (kt + 0) + * eos (*/ + 0)} — (k 1 + sen (kt + 0)] 

= _2 bv — (k* + b*)s 
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Problemas propuestos 


Hallar dyjdx en los Problemas 25-35. 

25. y = ln (4* — 5) Sol 4/(4* — 5) 

26. y « In So/. jc/(jc* — 3) 

27. 7 = ln 3jc 8 Sol. 5/x 

28. y = ln(jc* + jc — 1)* Sol. (6* + 3)/(jc 8 + jc — 1) 

29. y = jc • ln jc — * Sol. ln * 

30. y — ln (sec * + tag jc) Sol. sec * 


31. y = ln (ln tag jc) Sol. 2/(sen 2x ln tag jc) 

32. y = (ln *•)/*• Sol (2 — 4 ln jc)/jc* 

33. y = J* # (ln * — J) So/, jc 4 ln jc 

34. y = jc(sen ln * — eos ln jc) Sol. 2 sen ln * 

35. y = * ln (4 + *•) + 4 are tag J* — 2x 
So/, ln (4 + **) 


36. Hallar la ecuación de la tangente a la curva y — ln * en uno de sus puntos (jc 0 , y ¿. Deducir un procedimiento para 
trazar la tangente a la curva utilizando la intersección con el eje y . 

37. Estudiar la función: y = jc* ln jc. Sol Min. en * — P.I. en * = \je* l% . 

38. Demostrar que el ángulo de intersección de las curvas y — ln (jc —2) e y = jc 1 — 4* + 3 en el punto (3,0) es <¿ = are tag 1/3. 


43. y = e eos * Sol — í " (eos * + sen *) 

44. y = are sen e* Sol e*¡\j 1 — e 4 * 

45. y = tag*e** Sol. 6e u tag e u sec 1 e u 


46. y 


Sol c<* + **> 


Hallar dyjdx en los Problemas 39-46. 

39. y = e** Sol 5e** 

40. y = e* Sol. 3x*e*> 

41. y = e™ 81 Sol •* eos 3* 

42. y - 3‘*‘ Sol —2x * 3“** ln 3 

47. Si y = x % e* t demostrar que y'" = (jc* + 6* + 6)e* 

48. Si y = e“**(sen 2jc + eos 2*), demostrar que y " + 4y' + 8y — 0. 

49. Estudiar la función: (o) y — x x e~* y (ó) y = x x e~*. 

Sol. (a) Max. en * = 2; min. en jc = 0; P.I. en * = 2 ± y/~2 

(b ) Max. en * = ±1; min. en jc = 0; P.I. en * = ±1,51, * = ±0,47. 

50. Hallar el rectángulo de área máxima que tiene uno de sus vértices sobre la curva y = e - ** y uno de sus lados sobre 

el eje jc. _ 

Ind: A = 2xy = 2xe~*\ siendo P(x t y) un vértice del rectángulo sobre la curva. Sol A — V 2/e. 

51. Demostrar que las curvas y = e** e y — e** eos ax son tangentes en los puntos * — 2nn/a (n = 1,2,3,...) y que las curvas 
y = e-**¡a % e y — e" eos ax son mutuamente perpendiculares en los mismos puntos. 

52. Dada la curva y ~ xe* y demostrar (a) que el punto (—1, —1/e) es un número relativo, (b) que el punto (—2 —2/e*) es 
un punto de inflexión y (c) que la curva es convexa a la izquierda y cóncava a la derecha del punto de inflexión. 


Hallar dyjdx en los Problemas 53-56, aplicando la derivación logarítmica. 

53. y = jc* Sol jc*(1 + ln jc) 55. y — jc 4 e** eos 3* Sol x * e u eos 3* (2/jc + 2 — 3 tag 3x} 

54. y — jc 1 ” * Sol 2 x (ín * -1> ln * 56. y — jc* - ** Sol e~* 1 jc* - * 1 (1/jc — 2x ln jc) 

57. Demostrar (o) (jcc*) = (jc + n)e* t (b) (jc * -1 ln jc) = ——— . 


JC 



Capítulo 15 


Derivada de las funciones hiperbólicas 

DEFINICION DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS. Supondremos que u es un número real, 
mientras que no se advierta otra cosa: 


senh u = 

cosh u = 
tagh u = 


e u — e~ u 
2 

e u + e~ u 

2~~ 

senhw e u — e ~ 1 


coth u ~ 

sech u — 

csch u = 


e" + e 


tagh u 

e u — e- u> 

i 

2 

cosh u 

~ e M + e~ u 

i 

_ 2 

senh u 

e" — e~ u * 


cosh u e u + e~ u senhu 

FORMULAS DE DERIVACION. Si u es una función derivable de x , 


31. (senh u) = cosh u — 

dx dx 

d du 

32. — (cosh u) = senh u — 

33. 4~ (tagh ") = sech* u 

dx dx 


34. ^ (coth «) - — csch 1 u ^ 

35. (sech u) = — sech u tagh u 

dx dx 

d du 

36. (csch u) = — csch u coth u 


Ver Problemas 1-12. 


DEFINICION DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS. 


u + 1 


senh -1 u = ln(« + Vi + a®), para todos los valores de u coth -1 u = |ln ~ ' j , («* > 1) 

i i 1_„* 

cosh -1 u = ln(« + Vm*— 1), (u & 1) sech -1 u = ln---, (0 < u ^ 

I 4.(1 / 1 a/1 -4- K* \ 

tagh -1 u = i ln —-, (u* < 1) csch -1 u = ln I-1-¡—¡— , (w ^ 

° z 1 — u \u \u\ I 


cosh -1 u = ln(« + Vk*— 1), 


sech -1 u = ln —!——, (0 < u ^ 1) 

u 


° * 1 — u ' 7 \ m 

(Unicamente figuran los valores principales de cosh -1 x y sech -1 x.) 

FORMULAS DE DERIVACION. Si u es una función derivable de x. 


37. -jf-(senil -1 m) = 3 — 

d * vr+^ dx 


38. -^-(cosh -1 u) = 1 4^. (u>l) 


3*. ¿(tagh-x) = («*<D 


40. ¿(coth-*) = y^ig. (“*>!) 


41. -r-(sech -1 u) = 1 - $*. (0 < m < 1) 

dx Wl - tt* d * 


42. j-(esch“ ! M) 


-—-jfe. ( M ’ 4 ®) 

|«| vTTm* 

Ver Problemas 13-19. 
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Problemas resueltos 


1. Demostrar: cosh* u — senh 2 u = 1. 
cosh 2 u — senh* u = ' 6 € 


)'-(■ 


e u — e~ M 


= ±(e 2u 4 2 4 e~ ÍM ) - ¿(e 21 * — 24 e~ 2u ) 


2u\ — 


2. Derivar: 4 - (senh w) = cosh u 4-* siendo u una función derivable de x. 
dx dx 


4- (senh u) 
dx 


= -( 

dx\ 


« _ 


e' — e 


e u 4 e u du , du 

--- — = cosh U ~y~ 

2 dx dx 


dy 

Hallar en los Problemas 3-12. 
dx 


3. y = senh 3x 


4. y = cosh ¿x 


5. y = tagh (1 4 x *) 


6. y = coth 


7. y = x sech x 2 


8. y = csch 2 (x® 4- 1) 


9. ^ — i senh 2x — |x 


10. y = ln tagh 2x 


— cosh 3x * (3x) = 3 cosh 3x 

dx dx 


= senh ix * ^ (£x) = | senh {x 


= sech*(l + x 2 ) ■ 4- (1 + x *) = 2xsech*(l + x*) 
dx dx 


É* = —csch* — • ~ (—) = csch* — 
dx x dx \ xf x 2 x 


— = x • 4- (sech + sech x® • 4~ (■*) 
dx dx dx 

— x(— sech x 2 tagh x 2 )2x 4- sech x® 

= —2x® sech x 2 tagh x * 4- sech x 8 


^ = 2 csch (** + 1) • ^ [csch (x* + 1)] 

= 2 csch (x* + 1)[— csch (x* + 1) coth (x* + 1) • 2x] 
— —4x csch® (x® 4 1) coth (x 2 4- 1) 


^ = i(cosh 2x)2 — ¿ — ¿(cosh 2x — 1) = senh® x 


dy _ 1 

dx u gh 2x 


(2 sech* 2x) 


senh 2x cosh 2x 


= 4 csch 4x 


11. Hallar las coordenadas del punto mínimo de la catenaria y = a cosh 


f'(x) = — ía senh — \ = senh —, /' '(*) = — cosh — = — /_ f 7 + € \ 

a] a y a a a \ 2 } 


Cuando f'(x) = 


»*/o _ 


0, x = 0;/"(0) > 0* El punto (0, a) es el mínimo. 
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12. Hallar los puntos de inflexión de las funciones ( a ) y = senh jc, (6) y = cosh jc, (c ) y = tagh x . 

( fl ) /'(*) = cosh *,/"(*) = senh x, y /"'(*) = cosh jc. 

/"( jc) = senh jc = 0, cuando jc = 0 ;/"'(0) =£ 0. El punto (0, 0) es un punto de inflexión. 


( b ) f'(x) — senh jc,/"(jc) ~ cosh jc ^ 0 para todos los valores de jc. No tiene punto de inflexión. 


(c) f'(x) = sech 2 jc,/"(jc) = —2 sech 8 jc tagh jc = —2 


senh jc 
cosh 3 jc 


y /'"(*) = 


4 senh 8 jc — 2 
cosh 4 jc 


/"(jc) = 0 cuando jc = 0; /'"(O) ^ 0. El punto (0,0) es un punto de inflexión. 


13. Deducir: (a) senh -1 jc = ln (x + V*® 4- 1), 


(6) sech -1 jc = cosh -1 — — ln * + ^ * * , 0 < jc < 1. 

JC JC 


(a) Sea senh -1 jc — y ; tendremos jc = senh y = ¿(e* — e~*) o sea e 2 * — 2xe* — 1=0. 

Despejando e*\ e* = x 4- V jc* *f 1, puesto que e* > 0. Por tanto, y — ln (jc *f V jc* *f 1). 


(b) Sea sech -1 jc = y; tendremos jc = sech y = ——, cosh y = — , e y = cosh 

cosh y x 


■‘(i) = sech -1 


JC. 


También, jc = sech y — 
Despejando e* : e* = 


e* + e 

1 + V 1 — jc* 


o e 2 * x — 2e v *f jc = 0. 


1 4- \/ 1 —jc* 

, cuando y > 0. Por tanto, y — ln-, 0 < jc < 1. 


14. Deducir: (senh -1 u) = — * 

dx V 1 + m* dx 

Sea y = senh -1 u, siendo u una función derivable de jc. Tendremos senh y = w, 

, dy du dy 1 du 1 du 

cosh y ~ -r- y = - r - j — = - -j- 

dx dx dx cosh y dx Vi 4- senh* y dx 


1 du 

VTTw® dx 


Hallar dyjdx en los Problemas 15-19. 

15. y = senh -1 3jc 

16. y — cosh _, e r 


dy 

dx 


dy 

dx 


1 *4-1 Bx) = 


V(3*)’ +1 dx y/9x* +1 

i . jL, 

V^i dx 


17. y =2 tagh -1 (tan £jc) 


dy 

dx 


tag 2 Jjc dx 


* TZ ^ a 8 W 


1 — tag 2 £x 


sec 1 


. . sec 8 &x 

Xx • X = -2- = sec x 

* T 1 — tag 2 i* 


18. v = coth 




19. y — sech 1 (eos x) 


dy 

dx 


dy 

dx 


i ±fl_\ _ _^ = _ = i 


-i 


eos ae Vi — eos* x ax 


• — (eos as) = 


sen jc 


eos x 




sec x 
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Problemas propuestos 


20. (a) Representar las funciones y = e* e y = — e~* y promediar las orde¬ 

nadas de las dos curvas para todos los valores de * con objeto de ob¬ 
tener puntos de la función y = senh jc. Trazar esta curva. 

( b ) Representar la función y = cosh x aplicando (a) a las funciones 
y = e* e y = 

21. Dada la hipérbola *•— y 1 = l t demostrar: (a) que el pumo P(cosh «, 
senh ü) es un punto de la hipérbola, ( b ) que la tangente en A corta a la 
recta OP en el punto 7X1, tagh u). (Ver Fig. 15-1.) 


22. Demostrar: (a) 
«0 
(c) 
W> 


senh (* + y) — senh x cosh y 4- cosh jc senh y 
cosh (jc + y) = cosh x cosh y + senh x senh y 
senh 2x — 2 senh x cosh x 

cosh 2jc = cosh 1 * 4- senh 1 * = 2 cosh 1 * — 1 
= 2 senh 1 * + 1 


<e) 


tagh 2* = 


2 tagh * 

_____ 



Fig. 15-1 


Hallar dyfdx en los Problemas 23-28. 


23. y = senh ¿* 

SoL J cosh ¿* 

24, y — cosh 1 3* 

SoL 3 senh 6* 

25. y = tagh 2* 

SoL 2 sech 1 2* 

26. y = ln cosh * 

SoL tagh * 

27. y — are tag senh * 

Sol. sech * 

28. y = ln V tagh 2* 

SoL 2 csch 4* 


^ i 

29. Demostrar: (a) Si y = a cosh —, se verifica y" = — V 1 + Cv')*- 

a a 

(6) Si y = A cosh bx + B senh bx> siendo b,A,B constante, se verifica y" = b'y. 

30. Demostrar: (a) cosh- 1 u = In (ii + Vw 1 — I), u > \. 

(*) tagh -1 u = 4 ln 1^-, «• < 1 . 


31. (á) Representar la curva y = senh -1 *, trazando la simétrica de la función y = senh* con respecto a la bisectriz del 

primer cuadrante. 

(b) Representar la rama principal de la función y = cosh -1 * trazando la simétrica de la mitad derecha de la función 
y cosh * con respecto a la bisectriz del primer cuadrante. 

32. Deducir las fórmulas de derivación 32-36 y 38-40,42. 


Hallar dy¡dx en los Problemas 33-36. 

33. y = senh-*¿x Sol. 1/Vx* +4 


34. y = cosh _1 (l/*) 

35. y = tagh -1 (sen *) 

36. x — a sech -1 (yja) — \/a 2 — y % 


SoL —lfxV 1—** 
Sol. sec * 

SoL —ylV a 2 — y* 
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Representación de curvas en forma paramétrica 


ECUACIONES PARAMETRICAS. Las coordenadas ( x,y ) de un punto P de una curva pueden ser 
funciones, x = /(«), y = g(u), de una tercera variable o parámetro u; las ecuaciones x = f(u) 
y — g( u ) reciben el nombre de ecuaciones paramétricas de la curva dada. 

Ejemplo: 

(a) x = eos 0, y = 4 sen 2 0 son las ecuaciones paramétricas, siendo el parámetro 0, de la parábola 4x 2 + y = 4, 
ya que, 4x 2 + y = 4 cos a 0 + 4 sen 2 0 — 4. 

(b) x = J/, y = 4 — t 2 es otra representación paramétrica de la curva, en la que el parámetro es /. 


i y 



(a) 


Fig. 16-1 



Obsérvese, sin embargo, que el primer sistema de ecuaciones paramétricas solo representa una porción de la 
curva, mientras que el segundo representa la totalidad de ella. 


LA PRIMERA DERIVADA 


dy dy 

—- viene dada por —=— = 
dx dx 


dy¡du 

dx/du 


LA SEGUNDA DERIVADA viene dada 

dx 2 


por 


d 2 y _ d /dy\ du_ 
dx 2 du \dx ] dx' 


Problemas resueltos 


Hallar 

dx 


d'y 

dx lf 


siendo * = 0 — sen 0, y = i — eos 0. 


d 2 y 

¿x 2 


dx & dy Q dy 

_ =1 -cos0, ^=sen 8, y s 

d i sen 0 \ dB _ eos 0 — 1 

dO \ 1 —eos 0 ) dx "(1 — eos 0) 2 


_ dyjdO _ sen 0 
~ dxjdd ~ 1 — COS 0 

1 _ 1 

1 — eos 0 ~~ (1 — eos 0) 2 
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dy d 2 y 

Hallar y -¡-V, siendo x = e'cos /, y = e l sen /, 
dx dx 2 


= í'(cos / — sen 0. 


i sen / 
¿/ \ eos / 


+ eos / 
— sen / 


e'(sen t 4- eos i), —fig— 

2 1 

—■ _ * _ 

(eos / — sen t) 2 e l (cos t — sen /) 


sen / + eos / 
eos / — sen / 

= 2 

e f (cos / — sen /)* 


Hallar la ecuación de la tangente a la curva x = \/T, y = t — l/VT en el punto para / = 4. 


£ = 1 


dt 2V~i ’ dt It^fT dx dx/dt 

Para / = 4: x — 2 , y = 7/2, y m — ¿y/¿/x = 17/4. 

La ecuación de la tangente es (y — 7/2) — (17/4)(x — 2) o sea 17x — 4y — 20. 

4. La posición de una partícula que se mueve a lo largo de una curva viene 
dada, en función del tiempo /, por las ecuaciones paramétricas 
x — 2 — 3 eos /, y ~ 3 + 2 sen /, en donde x se expresa en metros y / en 
segundos. Hallar la variación en la unidad de tiempo y el cambio de direc¬ 
ción (a) de la abscisa en el instante t = jt/3, ( b ) de la ordenada en el ins¬ 
tante / = 5 ji/3, ( c ) del ángulo 0 de inclinación de la tangente en el instante 
/ = 2?r/3. 

dx/dt — 3 sen /, dy/dt ~ 2 eos /, tag 0 = dy/dx = f cot t 

(o) Cuando / — ?r/3, dx/dt = 3^5/2. La abscisa aumenta a razón de 
3 V3/2 m/seg. 

( b ) Cuando / = 5n¡ 3, dy/dt = 2(¿) =1. La ordenada aumenta a razón 
de 1 m/seg. 


^ = 2V7 + I 



y —^ 





f 

A 

n 1 

«*- 

** r 

o*» Á 



\ •».$) ó 


\ 


X 

o 

Fig. 16-2 


.. .. . de —6 esc 2 í _ „ ,, dd —6(2/v^3) ! 

(c) 0 = are tag (§ cot /), y — = ——. Para t = 2jt/3, — = - — 

3 J dt 9 + 4cot 2 / ¿/ 9 + 4(_l/V^3)* 

el inación de la tangente disminuye a razón de 24/31 radianes/segundo. 


= — -jY* El ángulo de in- 


Problemas propuestos 

Hallar dy/dx y d 2 y/dx 2 en los Problemas 6-9. 

5. x = 2 + /, y = 1 + t 2 Sol dy/dx = 2 /, d*yfdx 1 = 2 

6. * = / + 1//, y = t + 1 Sol dy/dx = /*/(/ 2 — 1), </ 2 y/</x 2 = —2/ 3 /(' 2 — l) 3 

7. x — 2 sen /, > — eos 2/ 5o/. ¿/y/í/x = —2 sen /, d 2 y/dx 2 = —1 

8. x = eos 3 0, y — sen 3 0 Sol . dy/dx = —tag 0, d 2 y/dx 2 — 1/(3 eos 4 0 sen 0) 

9. x = ¿/(eos <j> + <f> sen 0), y = o(sen <¡> — <f> eos 0) Sol. dy/dx — tag <¡> t d 2 y/dx* = 1 /(a<¡> eos 3 <¡>) 

10. Hallar la pendiente de la tangente a la curva x = e~* eos 2/, y = e~ 2i sen t en el punto t = 0. Sol —2. 

11. Hallar las coordenadas cartesianas del punto de mayor ordenada de la curva x = 96/, y = 96/— 16/*. Ind: Calcular / 

para que y sea máximo. Sol (288,144). 

12. Hallar la ecuación de la tangente y de la normal a la curva (a) x = 3e l , y ~ 5e~* en el punto / = 0, (ó) x = a eos 4 0 
y = a sen 4 0 en 0 — \n. 

Sol (a) 5x + 3y — 30 — 0, 3x — 5y + 16 — 0; (¿>) 2x + 2y — a = 0, x — y = 0. 

13. Hallar la ecuación de la tangente a la curva x = a eos 3 t f y = a sen 3 / en un punto P(x, y). Demostrar que la longitud, 
del segmento de tangente interceptado por los ejes coordenados es igual a a. 

Sol x sen / + y eos / = \a sen 2/. 

14. Dada la curva x = / 2 — 1, y — / 3 — /, determinar los puntos en los cuales la tangente es (a) horizontal y (b) vertical. 
Demostrar que en los puntos en que la curva se corta consigo mismo, las dos tangentes son mutuamente perpendiculares. 
Sol. (o) t = ± Vl/3, (¿>) t = 0. 



Capítulo 17 


Curvatura 


DERIVADA DE LA LONGITUD DE ARCO. Sea y — f(x) una función cuya primera derivada es una 
función continua. Sean A (ver Fig. 17-1) un punto fijo de la curva, s la longitud del arco compren¬ 
dido entre A y otro punto cualquiera de ella P (jc, y\ Q(x + Ax , y + Ay) un punto de la curva 
muy próximo al anterior y As la longitud del arco comprendido entre P y Q\ la variación de la 
longitud del arco s (= AP) por unidad de variación dé x y de y vienen expresadas, respectiva¬ 
mente, por 



El signo, más o menos de la primera fórmula corresponde a los casos en que s aumenta o disminuye 
al aumentar jc y en la segunda fórmula, según que s aumente o disminuya al aumentar y. 


Cuando la función se defina por sus ecuaciones paramétricas, x = /(w), y = g{u\ la variación 
de s con respecto a u viene dada por = ± j. El signo más o menos se tomará 

según que s aumente o disminuya al aumentar u , 


Para evitar la repetición del doble signo supondremos en lo sucesivo que sobre cada arco consi¬ 
derado se ha elegido un sentido tal que la derivada de la longitud de arco sea positiva. 


(Ver Problemas 1-5.) 




CURVATURA. La curvatura K de una curva y = f(x) en un punto P de ella es igual a la variación del 
ángulo de inclinación r de la tangente en P por unidad de longitud de arco s . Es decir, 
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De la primera de estas fórmulas se deduce que K es positiva cuando P está sobre un arco cóncavo 
y negativa cuando pertenezca a un arco convexo. 

No es extraño encontrar en otros textos el valor de K definido de manera que siempre resulte 
positivo, esto es, como el valor absoluto de la fórmula anterior. Por esta razón, en las soluciones 
de los problemas no tendremos en cuenta el signo de K. 


EL RADIO DE CURVATURA R de un punto P de una curva viene dado por R — |1 /AT| siempre que 
K VO. 


EL CIRCULO OSCULADOR o de curvatura de una curva en un punto P 
es el círculo de radio R situado en la región cóncava de la curva y tan¬ 
gente a ella en P. 

Para construir el círculo osculador se procede como sigue: se traza 
la normal en el punto P hacia región cóncava de la curva y, sobre 
ella, se lleva una distancia PC = R. El punto C es el centro del círculo 
buscado. 



EL CENTRO DE CURVATURA. Correspondiente a un punto P(x , y) de una curva es el centro C del 
círculo osculador en P. Las coordenadas (a, /?) del centro de curvatura vienen dadas por 


dy 

ax 


= x - 


141 


dy 

ax 


d 2 y 
dx 2 


p = y + 


o bien, a = x + 


i +( —\ 
\dy) 


d 2 x 

dy 2 


P = V ~ 


dx 

dy 


dx 2 

í+f—'i 

\dy) 


d 2 x 
dy 2 


LA EVOLUTA de una curva es el lugar geométrico de los centros de curvatura de la misma. 

(Ver Problemas 6-13.) 


Problemas resueltos 


1. Derivar: (£ )* = , + (*)\ 

Sea s (ver Fig. 17-1) la longitud de arco de un punto fijo P a otro variable P(x,y) de una curva y =/(*) cuya 
derivada es continua. Sea As la longitud de arco desde P hasta otro punto muy próximo Q(x + Ax, y + Ay) y PQ la 
longitud de la cuerda que une P y Q. 


Tendremos 


As 


As PQ 


PQ Ax 


, y, como (PQ) 2 = (Ax) 2 + (Ay) 2 , resulta 


(=)' = (w)‘(S)' = + 


Cuando Q se aproxima a P a lo largo de la curva, Ax -* 0, Ay -► 0 y 
último, ver Capítulo 41. Problema 22.) Por tanto, 


As 


are PQ 


PQ cuerda PQ 


1. (Para demostrar esto 


(£) = ¿“.(¿O = ¿™.{ i + (lí)} = 1 + (S) 

2. Hallar en el punto P(x,y) de la parábola y = 3x®. ~ — |/1 + — /I + (6x) a = Vi *F 36* 2 
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3. Hallar — y en el punto P( jc, y) de la elipse 



x 2 + 4 y* — 8 . 


x 2 + l&y 2 
16y* ~ 

32 - 3x 2 

32 - 4x 2 

II 

« 1 H 

1 32 - 3x 9 
V 32 - 4x* 

** + 16y* 

2 + 3 y 2 

da 

- /2 + 3y* 

X 2 

1 

to 

1 

*» 

y dy ~ 

tO 

1 


ds 

4. Hallar en el punto P(6) de la curva x = sec 0, y — tag 0. 


ds 1/ dx V / dw V /— - 

dtf = \]\d9j + {dí) = Vsec*í tag 2 » + sec- 9 


|sec *| /tag®TTsec*7 


5. 


Las coordenadas (jc, y ), metros de un móvil P, vienen dadas por x = eos t — 1, 
y = 2 sen t + 1, en donde t es el tiempo en segundos. Hallar la velocidad de P a lo 
largo de la curva en el instante (a) t = 5n¡6 , (b) t = 5tt/ 3 y (c) la velocidad máxima 
y mínima de P. 

i=P 

A 

y 

i f = V(S) + (!?) = VW< + W< = ,/l + W< , = 

í 1 


(¿?) Para t = 5^/6, ds/dt — V 1 + 3(§) = \/T3/2 m/s. t = w' 

¡ «-V 1 » 

t = 0 

(b) Para / = 5»/3, ds/dt - Vi + 3(i) — ^fí/2 m/s. * 

\ A 

X 

/ x 0 0 / * > * - r~ ^ . dS —3 eos t sen t 

(c) Sea S= T =v 1 + 3 eos 2 /. Tendremos — =---. 

dt di b 

V J 

0 

Resolviendo dS/dt = 0 obtenemos los valores críticos / — 0, n/ 2, n y 3ti/2. 

t = i» 


Para / = 0 y n, la velocidad ds/dt — \/ 1 + 3(1) — 2 m/seg es máxima. 

Para / = n/2 y 3 jt/ 2, la velocidad ds/dt — y/ 1 + 3(0) = 1 m/s. 

Fig.17-4 



es mínima 


6. Hallar la curvatura de la parábola y 2 = I2x en los puntos (¿ 7 ) (3, 6), (6) (f, —3), (c) (0, 0). 


(o) 

(b) 

(c) 


dy 6 i./dj/Y.+ae d!k _ _1 

dx y’ \d*/ y*’ ' dx s y* 

EM3.6), f=l. l + (|í)'= 2, g = -|, y K = 


dy 

dx 


- 1/6 

2 va 


24 ‘ 


En (f,-3): J = -2, 1 + 


= >5 

\d* / ’ 


d 2 y _ 4 v _ 4/3 _ 

3 ’ y K 5 ,,z 


4\/5 


dx 2 


En (0, 0), ^ no está definida. Pero ^ = ~ = 0, 1 -f 
dx dy 6 


75 

dy 2 = '6 


/¿*\ 2 , 1 


36 

2/ 3 


-i- 


7. Hallar la curvatura de la cicloide cuyas ecuaciones paramétricas son 
x = 0— sen 8, y — 1 —eos 0, en el punto de mayor ordenada —más 
alto— de un arco. 

Hallemos el punto de mayor ordenada en el intervalo 0 < x < 2 ji: 
dy/dB = sen 0, con lo que el valor crítico en dicho intervalo es x — n. 
Como d 2 y¡d8 2 = eos 0 < 0 cuando 0 = n es un máximo relativo y» por 
tanto, el más alto de la curva en el intervalo. 

Para calcular la curvatura, 



dx 

de 


1 — eos 6, 


dy 

de 


= sen 0, 


dy _ sen 0 
dx ~ 1 — eos e * 


d 2 y __ d ( sen 0 \ de _ —1 

dx 2 de \1 — eos e) dx (1 — eos éf 


Para 0 = n, dy/dx = 0, d 2 y/dx 2 = —1/4, y K = —1/4. 
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8. Hallar la curvatura de la cisoide y 2 (2 — jc) — jc 3 en el punto (1,1). 

Derivando la ecuación dada, implícitamente, con respecto a jc, tendremos 

(a) —y' + (2 — x)2yy' = 3x* y 

(b) — 2yy' + (2 — x)2yy" + (2 — x)2(y')* — 2yy' = 6x 

De (a), para x = y — 1, —1 + 2y' = 3 e y' — 2. 

De (ó), para jc = ;y = 1 e y' = 2, —4 + 2y" + 8 — 4 = 6 e .y" = 3 
Por tanto K = 3/(1 + 4)*/* = 3\/V25. 


9. 


Hallar el punto de máxima curvatura de la curva y = 

dy _ 1 __ 

~di ~ ~dx* “ “ 


¿A 


2jc* — 1 
(1 + jc *)*'* 


y el valor crítico es jc = l/V^- 


ln jc. 

_! v K - 

jc 8 ’ y (1 + *•)»'* 

El punto pedido es (1/V”2, —J ln 2). 



Fig. 17-6 


10. Determinar el centro de curvatura C de la curva y =/( jc) en uno de sus puntos P(x t y) en el cual y ' 0, 

(Ver Fig. 17-3.) 

El centro de curvatura C(a, p) está situado: (/) en la normal en P y (2) a una distancia R de P sobre la región cón¬ 
cava de la curva. En consecuencia. 


(/) ft — y = — y(a — x) 


(2) (a — xy+(fi — yy - ** - 


[1 + 0 - 0 »]’ 

O")* 


De (/), a — X = —y'(P — y); sustituyendo en (2), 

[1 + O-')*]* 


(p-yYU + O’0*l - 


(y")' 


P—y = ± 


i +0-')* 


Para determinar el signo, observemos que cuando la curva es cóncava, y" > 0 y, como C debe estar por encima de P, 
P — .v > 0. Por tanto, el signo es positivo en este caso. (Se deja para el alumno la demostración de que el signo es + 
cuando y" < 0.) Así pues: 


P = y + 


l +(>-0* 


y de (/), a = x 


y'H +0-0*1 


11. Hallar la ecuación del círculo de curvatura de Ixy + jc + y = 4 en el punto (1,1). 
2 y + 2jc^' + 1 + y‘ = 0; en (1,1), y' = —1. De donde 1 + 0>0* = 2. 

4 y' + 2jry" + y" = 0; en (1,1), y" = 4/3. 

4/3 _ 3 V 2 . —1(2) 5 


_ 3 V 2 

—7= y R = —*—. 

2V2 2 


_, -V-, _ - a _ , , 2 5 

1 4/3 2 ’ P — 1 + 4/3 — 2 • 


La ecuación pedida es (jc — a) 2 + (y — p)* = R* o (jc — 5/2)* + (y — 5/2)* = 9/2. 


12. Hallar la ecuación de la evoluta de la parábola y % — 12jc. 

y/i 


E n pi xv y - i+M-1+3 v _ 36 _ V» 

Bn P{x ‘ v) ‘ dx~ y~ 1+ \dxJ 1 + ~ 1 + x‘ y 2Í 5 * 

V37*(l + 3/*) 2^3 (x + 3) 

c - x- ---i = x + - - = 3* + 6 

-V3/2*"* V3 

¡¡ = y + 1 +|*y = v - ¿± m 

p y -36 v v 36 36 

Las ecuaciones a == 3 jc + 6, = —^*/36 se pueden considerar como las ecuacio¬ 

nes paramétricas de la evoluta, estando ligados los parámetros x e y por medio de la 
ecuación de la parábola. En este caso, la eliminación de los parámetros es sencilla. 

Despejando, jc = (a — 6)/3, y = —36/5 y sustituyendo en la ecuación de la parábola, 
tendremos: 

(3 m 2¡z - 4(a — 6) ó 81/?* = 4(a — 6) a 
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13. Hallar la ecuación de la evoluta de la curva x — eos 0 + 0 sen 0, 
y — sen 0 — 0 eos 0. 

En P(x t y): ^ = 0cos0, = 0 sen 0, ^ = tag 0, 


d 2 y _ sec 2 0 _ sec 3 0 
í/jc 4 0cos0 0 


a = x 


tag 0 sec 4 0 
(sec 3 "0)/0 


= x — 0 sen 0 = eos 0 


a = eos 0, 


sec 4 0 

= * + = > + 00050 = * n6 
P — sen 0 son las ecuaciones paramétricas de la evoluta 



Problemas propuestos 

Hallar la derivada de la longitud de arco en los Problemas 14-19. 


14. x a + y 2 = 25 

15. y 4 = x 3 

16. jc 4 ' 3 + y * i * = a *' 3 

17. 6xy = x* + 3 

18. 21ay 2 ^4(x — a) 3 


Sol. dsldx = 5/V 25 —x a , <fe/d¡y = 5/V 25 —.y 2 
5o/. dsjdx = i\/ 4 + 9;c, dsjdy — \^4 + 9y 2 ! 3 j3y l ¡ 3 
Sol. dsldx = {ajxyi\ ds/dy = (a/^) 1 / 3 
5o/. c/j/í/jc = (jc 4 + 1 )/2jc* 

5o/. - V(x + la)¡5a 


19. y - a cosn x(a sql asm = mu m 

20. Dada la curva x — / (w), y — g{u ), deducir (dsjdu) 2 — ( dx/du ) 2 + (dy/du) 2 . 


Hallar ds/dt en los Problemas 21-24. 

21. x = t 2 t y = r 3 5o/. /V 4 + 9/ 2 23. jc = 2 eos /, >> = 3 sen t 

22. * = eos t y y = sen / 5o/. 1 24. x = eos 3 /, >> = sen 3 1 

25. Siendo dy/dx = tag r, demostrar que í / jc / c/j = eos r f dy/ds — sen t. 

26. Siendo r = are tag ( * ) demostrar que K = £ = § • § = TT+^W 7 *' 

27. Hallar la curvatura de las curvas dadas en los puntos indicados. 

(а) y = x 3 /3 en * = O, x = 1, x = —2 So/. O, V2/2, ^tVl7/289 

(б) x* = 4a>» en x = O, x = 2o So/. +, 

2o oo 


(c) = sen jc en x = O, x = Sol. O, —1 

(d) y = e~ x% en x = O Sol. —2 


Sol . a/ 4 + 5 eos* r 
5o/. f sen 2r 


28. Demostrar que (o) la curvatura de una recta es cero y ( b ) la curvatura de un círculo es el recíproco de su radio. 

29. Hallar ios puntos de máxima curvatura de las funciones (o) y = e*y ( b ) y — jc 3 /3. 5o/. (o) jc = i In (6) jc = l/^~5. 

30. En un cierto sistema de coordenadas, un tramo de vía férrea consta de una parte sobre el eje jc negativo hasta el ori¬ 
gen O y después pasa por el punto +( 1, i) a través de la curva de transición y = y, finalmente, sigue a lo largo de 

un arco del círculo 144jc 2 + 144^* — 96jc — 264 y + 9 = 0. Demostrar que (o) la curva de transición es tangente al 

tramo recto y al circular en los puntos de unión y (6) la curvatura de la curva de transición es cero en O e igual al recí¬ 
proco del radio del tramo circular en el punto +. 

31. Hallar el radio de curvatura de (a) jc 3 + jej' 2 — 6y 2 = O en (3, 3), (ó) x — a sech ~ x y¡a — Va 8 — y* en (x, y) t (c)x = 2a tag 0, 
y — a tag 2 0, (d) x — a eos 4 0, y = a sen 4 0. 

Sol. (a) 5\/~5y ( b ) a y/~a 2 — y*l\y\y (c) 2 a |sec 3 0|, (d) la (sen 4 0 + eos 4 0) 3 / 2 

32. Hallar el centro de curvatura (a) en el Problema 31 (a), (ó) de la función y = sen x en un máximo. 

Sol. (a) C( —7, 8), (6) C(K 0). 

33. Hallar la ecuación del círculo osculador de la parábola y 2 = \2x en los puntos (0,0) y (3, 6). 

Sol. (x — 6) 2 + y 2 = 36, (x — 15) a + (y + 6) a = 288 

34. Hallar la ecuación de la evoluta de 

(a) 6 a jc 4 + a 2 y 2 — a 2 A 2 , ( b ) jc 2 / 3 + y 2 ! 3 = a 2 / 3 , (c) jc = 2 eos / + eos 2t, y = 2 sen t + sen 2t. 

Sol. (a) (aa) 2 / 3 + (bp) 2 ! 3 = (a 2 — 6 2 ) 2 / 3 (b) (a + p) 2 ! 3 + (a — p) 2 l 3 = 2 a 2 l 3 

(c) a = |(2 eos t — eos 2r), 0 = £(2 sen t — sen 2/) 
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ESCALARES Y VECTORES. Las magnitudes, tales como el tiempo, la temperatura, etc., que se de¬ 
terminan únicamente mediante un número, reciben el nombre de escalares . En consecuencia, las 
magnitudes escalares obedecen a las leyes del álgebra ordinaria; por ejemplo, 5 seg. + 3 seg. = 8 seg. 

Sin embargo, existen otras magnitudes, como la fuerza, la velocidad, la aceleración, el ímpetu, 
etcétera, que, para su determinación, exigen el conocimiento de un módulo, una dirección y un 
sentido; se denominan magnitudes vectoriales . Cualquier magnitud vectorial es susceptible de re¬ 
presentarse geométricamente mediante un vector o segmento dirigido quedando definida su direc¬ 
ción por el ángulo que dicho segmento forma con una recta del plano y, dentro de ella, su sentido, 
por el lugar que señala la flecha, y su módulo por la longitud del segmento respecto de la unidad 
de medida elegida. Las magnitudes escalares se representan por letras, a, 6, c y . .., en forma ordi¬ 
naria, mientras que las vectoriales se indican con letras en negrilla, a, b, c, .o bien, en la forma 
OP [ver Fig. 18-l(a)], El módulo de un vector, a o OP, se representa por |a| o por |OP|, respecti¬ 
vamente. 


P 





Dos vectores, a y b, son equipolentes, a = b, cuando tienen el mismo módulo, dirección y sen¬ 
tido. Dos vectores de igual módulo y dirección, pero de sentido contrario, a y —a, reciben el nombre 
de opuestos. Más general, si a es un vector y k un escalar positivo, ¿a es un vector de igual direc¬ 
ción y sentido que a pero cuyo módulo es k veces el de a; si k es negativo, se trata de un vector 
de igual dirección que a, de módulo igual a k veces el de a y de sentido opuesto al de a. 

Un vector, mientras no se advierta lo contrario, carece de una posición fija en el plano, de ma¬ 
nera que se puede trasladar o desplazar paralelamente a sí mismo. En particular, si a y b son dos 
vectores [Fig. 18-1(6)], podremos trasladarlos paralelamente a sí mismos hasta conseguir que tengan 
un mismo punto inicial P u origen común [ver Fig. 18-l(t)] o bien que el extremo de a coincida 
con el origen de b [Fig. 18-1(¿/)]. 


SUMA Y DIFERENCIA DE DOS VECTORES. Sean a y b los vectores de la Fig. 18-1(6); su suma 
o resultante , a + b se halla de una de las maneras siguientes: 

(i) Trazando los vectores como se indica en la Fig. 18-l(c) y completando el paralelogramo 
PAQB de la Fig. 18*r2(e). El vector suma es PQ. 

(ii) Trazando los vectores como se indica en la Fig. 18-1 (í/) y completando el triángulo PAB 
de la Fig. 18-2(/). En este caso, el vector suma es PB. 
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mando M, N, S y T los respectivos puntos de intersección, tendremos MN = tí^i, siendo a r positivo 
y ST = siendo a 2 negativo. Así, pues, 

MN = RQ = a x i , ST = PR a 2 l y 

a = a{\ + a 2 j (/) 

Los vectores a x \ y a 2 j reciben el nombre de componentes vectoriales de a en las direcciones indicadas 
y a x y a 2 el de componentes escalares , componente x y componente y , o, simplemente, componentes de a* 

Si la dirección de a se define por medio del ángulo 0, siendo 0 < 0 < 2 n> medido en el sentido 
contrario al de las agujas del reloj desde el eje x positivo hasta el vector, 


|a| = Val + a\ 

(2) 

y 

tag 0 = a 2 /a t 

(i) 

el cuadrante de 0 viene determinado por 


«i = |a|cos0, a 2 = |a|sen0 


Si a = a,i + a 2 j y b = 6,i + b 2 j, tendremos 

4. a = b si y solo si a l = b x y a 2 = b 2 6. 

a + b = (a x + ¿Ji + ia 2 -f é 2 )j 


5. ksk = ka x i + ka % j 7. a — b = {a x — bji + (a 2 — b z ) j 

(Ver Problema 5.) 


PRODUCTO ESCALAR. El producto escalar de dos vectores a y b se de¬ 
fine por 

a ■ b = |a| |b¡ eos 0 (4) 

siendo G el menor de los ángulos formado por dichos vectores con el 
mismo origen (ver Fig. 18-4). 

De (4) se deduce 

8. a • b = b • a (Propiedad conmutativa) 

9. a-a = a| |a| = |a[* o |a| = 

10. a • b = 0 si (i) a = 0 , o (ii) b = 0 , o (iii) a es perpendicular a b 

11. l'l=j'j=l;l'j=0 

12. a • b = (q t \ + a a j) • (ój + ó a i) = a x b x -f a 2 b 2 

13. a • (b + c) = a • b + a * c (Propiedad distributiva) 

14. (a + b)'(c + d) = a*c+a*d + b , c + b*d 


B 



PROYECCIONES ESCALAR Y VECTORIAL. En la ecuación (/), el 
escalar a 1 se denomina proyección escalar de a sobre un vector de direc¬ 
ción la del eje jc, mientras que a x i es la proyección vectorial sobre la 
misma dirección. 


En el Problema 7 se calcula la proyección escalar a *-rr-r y la pro- 

l b l 


yección vertical 


rw)>T de 


un vector a sobre otro b. (Obsérvese 


que si la dirección de b es la del eje x, -rz-r = i.) 

I b l 

En estas condiciones, 



Fig. 18-5 


15. a • b = producto del módulo de a por la proyección escalar de b sobre a 

= producto del módulo de b por la proyección escalar de a sobre b. (Ver Fig. 18-5.) 

(Ver Problemas 8-9.) 
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DERIVADA DE UN VECTOR. Sea la cuiva representada 
en la Fig. 18-6 dada por sus ecuaciones paramétricas 

x — f(u\ y — g(u) 

El vector 

r = xl + y\ = i f(u) + j g(u) 

que una el origen con el punto P(jc, y) de la curva, 
recibe el nombre de vector de posición o radio vector 
de P. En lo sucesivo, los vectores de posición los re¬ 
presentamos por la letra r, es decir, a = 3i + 4j, repre¬ 
senta un vector «libre», mientras que r = 3i + 4j es 
el vector que une el origen con el punto P( 3,4). 

La derivada de r con respecto a u es 

dr == d^. dy^. 

du du ^ du* 



(5) 


Llamando s a la longitud de arco medido desde un punto fijo P 0 de la curva de manera que s 
aumenta con u y r es el ángulo que dr/du forma con el eje x positivo, 

dyldu dy 

tag r = ^ x j^ u = = pendiente de la tangente a la curva en P 

El módulo del vector drjdu es 

dr 


du 


_ //dxY + /dy \ 2 _ da 

~~ V l du I l du J “ du 


y su dirección y sentido, los de la tangente en P . Este vector se suele representar con su origen en 
el punto P. 

Si ahora suponemos que la variable escalar u es la 
longitud de arco s (5), tendremos: 


t = + él¡ 

ds ds ^ ds* 


( 6 ) 


estando determinada la dirección y el sentido de t 
por r, mientras que su módulo viene dado por 
V(dxjds ) 8 + (dy/ds) 2 = 1. Es decir, t = dr/ds es el 
vector tangente unitario a la curva en P, 

Como t es un vector unitario, t y dt/ds son perpen¬ 
diculares (ver Problema 11). Representando por n un 
vector unitario aplicado en P 9 cuya dirección y sentido 
sean las de dt/ds , cuando P se mueve a lo largo de la 
curva (Fig. 18-7) el módulo de t permanece constante; por tanto, dt/ds indica la variación de la in¬ 
clinación de t. Así, pues, el módulo de dt/ds en P es igual al valor numérico de la curvatura en P 9 
es decir, \dt/ds\ = |RT| y 

* 

-* = i*i ■ ( ? ) 



(Ver Problemas 10-13.) 
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Problemas resueltos 


1. Demostrar: a + b — b + a 

De la Fig. 18-8, a + b = PQ = b + a 


2. Demostrar: (a + b) 4- c = a 4- (b 4- c) 

De la Fig. 18-9, PC — PB 4- BC — (a + b) 4- c. También, PC = PA + AC = a + (b + c) 




3. Sean a, b, c tres vectores con su origen en P y sus extremos, A , B , C, alineados, como indica la Fig. 18-10. Si C divide 
a BA en la relación x : y , siendo x + y = 1 , 

c = PB 4- BC = b 4- x(a — b) — xa 4- (1 — x)b = xa 4- yb 

Por ejemplo, si C es el punto medio de BA, c — |(a + b) y BC = J(a — b). 


4. Demostrar que las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio. 

Llamando Q al punto de intersección de las diagonales (Fig. 18-11), 

PB = PQ 4- QB = PQ — BQ o b = x(a + b)—y(a —b) = (x — y) a 4- (jc + y) b 

jc + > t = 1 y r — y = 0. De donde x = y = i y fi es el punto medio de ambas diagonales. 



C 



Fig.18-11 


5. Dados los vectores a = 3i + 4j y b — 2i —j, determinar el módulo, dirección y sentido de (a) a y b, (b) a 4- b, 
(c) b — a. 

(а) Para a = 3i + 4j: |aj = Va\ + a¡ = V 3* + 4* = 5; tag 0 = a,/a t = 4/3, a, = |a| cosí, y coid = 3/5. 
Por tanto S , situado en el primer cuadrante, es 53°8\ 

Para b = 21 —j: |b| = VTTT = V“5; tag d = —1/2, eos 6 = 2/V~S-, d = 360° — 26°34' = 333°26'. 

(б) a + b = (31 + 4j) + (21 —j) = 51 + 3J. 

|a + b| = V5* + 3 l = V"34; tag(9 = 3/5, cosí = 5/Vl4; d = 30°58'. 

(c) b — a = (21 — D— (3i + 4j) = —i — 5j. 

|b — a| = \/26; tagO = 5, eos® = — 1/\/26; d = 258°41'. 
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6. Demostrar que la mediana correspondiente a la base de un triángulo isósceles es perpendicular a dicha base. (En la 
Fig. 18-12, |a| = |b|.) 

Del Problema 3, como m es el punto medio de la base, 
m — J(a 4- b) 

De donde m * (b — a) = 4(a 4- b) • (b — a) 

= ¿(a • b — a • a + b • b — b • a) = ¿(b • b — a * a) = 0 

como queríamos demostrar. 



Fig. 18-12 



Fig. 18-13 


7. Descomponer un vector a en sus componentes a x y a 2 paralela y perpendicular, respectivamente, a otro vector b. 
En la Fig. 18-13: a — ai — a 2 , ai = cb, y a 2 • b = 0, De donde 

a 2 = a — ai = a — cb, a 2 * b = (a — cb) • b = a • b — c|b|* = 0 


y c = 


a * b 


_ a * b . . 

Por tanto, a 2 = t b y a 2 = a — cb = a 


a * b 


b. 


|bI a * .|bI a " ' - " ~ " |b| a 

La proyección escalar de a sobre b es igual a a ■ , y la proyección vectorial de a sobre b es ja • -jjj 


8. Descomponer a = 4i 4- 3j en sus componentes a 2 y a 2 paralela y perpendicular, respectivamente, a b = 3i + j. 

Del Problema 7, c = *^1 = — — y. Por tanto a l = cb = •/• i + a /J Y a» = ® — »i = —i* + VJ- 

9. Calcular el trabajo realizado al aplicar una fuerza b = 2i + j sobre un objeto que lo desplaza según la dirección del 
vector 31 H- 4j. 

Trabajo realizado = (proyección escalar de b en la dirección de a) (distancia recorrida) 

= (|b| eos0) |a| - b-a = (2i 4- j) *(3i 4- 4j) = 10 

d da db 

10. Si a = i /,(«) + i ft(u) y b = fe,(u) + j g,(u), demostrar que (a-b) = ’b + 

a • b = (i/i + i/i) • (fe, + tea) = figi + ftgt, 

¿ (« • b) - », + /rfí + fig , + Ael (/i = 

= (fifi + fig*) +Wig'i +ftgd 

da . db 

= (i/í + ifl) • (fe, + feO + (i/i + j/a) • (feí + feí) = • *> + a • -¡j¡¡ 


11. Si a = i/,(«) + l/i(«) es de módulo constante, demostrar que a y da/du son perpendiculares. 

d . . da , da _ da — 

De a • a — constante ^ 0, obtenemos. Problema 10, ~¿¡¡ ( a * a ) = ¿r- ’ a 4- a • = 2a- -- — 0. 


De donde a * 4 - = 0 con lo cual a y t son perpendiculares. 
du du 


Así, pues, la tangente a una circunferencia en uno de sus puntos P es perpendicular al radio correspondiente a P . 
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12. Siendo r = i eos* 0 + j sen* 0, calcular t. 

dr/dd = — i sen 20 + j sen 20 

y dr dr /-= . dr dr d8 

de‘ dd V 2 sen 26 y 


ds 

d8 


dr 

dS 


13. Siendo x = a eos* 0, y =p sen® 0, calcular t y n para 0 = ¿ji. 

r = ai eos* 0 + aj sen 3 0 
dr/d0 — —3oi eos* 0 sen 0 + 3aj sen* 0 eos 0 
ds/dd = \dr/d8{ - 3a Sen 0 eos 0 

-55 =-icos0 + ,sen0 


1 + 


1 


= (i sen 0 + j eos 8) ^ , 

£¿y ¿r 3a eos 0 3a sen 0 




~7= l + ~7= i 
yfi V2 


2 1 <ft 1 1 

3« ’ n 1*1 ds VI 


14. Demostrar que el vector a = ai 4- b\ es perpendicular a la recta ax 4- by 4- c = 0. 

Sean P x (x lt yj y P t (x 8 , dos puntos de la recta. Tendremos ax x 4- by x 4- c = 0, ojc a 4- by % 4- c = 0, y res¬ 
tando la primera de la segunda, 

a(x t — xj + b(y t — yj = 0 


Ahora bien 


a{ x% — x¿ 4- b(y t — >i) = (ol + b\) • [(jc a — jrji + (y, — y,)j] 
= a • P x P, = 0 


Por tanto, a es perpendicular (normal) a la recta. 


15. Deducir, con ayuda del cálculo vectorial: 

(a) la ecuación de la recta que pasa por el punto P x ( 2, 3) y es perpendicular a la recta x 4- 2y 4- 5 = 0; 

(b) la ecuación de la recta que pasa por los puntos P x (2,3) y P a ( 5, —1). 

Tómese el punto genérico P(x f y) de la recta pedida. 

(a) El vector a = I + 2j, Problema 14, es normal a la recta x + 2y 4- 5 = 0. Por tanto, P x P = (* — 2)i + O — 3)j 
es paralelo a a, esto es: 


(x — 2)1 + (y — 3)j = k(l 4- 2j) (siendo k un escalar variable) 

Igualando componentes, tendremos x — 2 = k, y — 3 =2 k; Eliminando k f la ecuación pedida es 
y — 3 = 2(jc — 2) ó 2x — y — 1 = 0. 

(ó) Tendremos P t P = (* — 2)i + (y — 3)j y P x P 8 = 31 — 4j 

Ahora bien a = 41 + 3j es perpendicular a Pj P, y , por tanto, a P x P. La ecuación buscada es 
a • P t P = (41 + 3j) • [(x — 2) 1 + (y — 3)J] =0 ó 4* + 3y — 17 = 0 


16. Deducir con ayuda del cálculo vectorial, la distancia del punto P x (2, 3) a 
la recta 3x + 4 y — 12 = 0. 

Tracemos desde un punto de la recta, por ejemplo A( 4,0) el vector 
a = 31 + 4j perpendicular a la misma. La distancia pedida es 

d — IAPjI eos 0 

Como a*AP! = |a| IAPjI eos 0 = |a| d; tendremos 

a • APj (31 + 4j)-(—21 + 3J) —6 + 12 6 

|a| 5 5 5 



Fig. 18-14 
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Problemas propuestos 


17. Dados los vectores a, b, c (ver Fig. 18-15), construir 

(a) 2a (d) a 4- b — c 

(b) -3b 

(c) a+2b 


(e) a — 2b + 3c 



Fig. 18-15 



18. Demostrar que el segmento que une los puntos medios de dos lados de un triángulo es paralelo al tercer lado e igual a 
su mitad. (Ver Fig. 18-16.) 


19. Siendo a, b, c, d los lados consecutivos de un cuadrilátero, demostrar que a + b + c + d=0. (Ver Fig. 18-17.) 
índ.; sean P y Q dos vértices opuestos. Expresar PQ siguiendo dos caminos diferentes. 




20. Demostrar que al unir consecutivamente los puntos medios de los lados de un cuadrilátero se obtiene un paralelogramo. 
(Ver Fig. 18-18.) 

21. Siendo |a| — fbj e igual al radio de la circunferencia de la Fig. 18-19, demostrar que el ángulo inscrito en una semicir¬ 
cunferencia es recto. 


22. Hallar el módulo y el ángulo que forman con el eje x positivo los vectores siguientes: 

(<0 i + ), (¿>) —i + i. (c) i + V~3 j, (d) i — V~í J. 

Sol. (a) 0 = K (6) VI; 0 = 3jt/4, (c) 2; 0 = n¡3 (d) 2; 0 = 5«/3 

23. Demostrar que si u se obtiene al girar un ángulo 6 el vector unitario i alrededor del origen y en el sentido contrario al 
de las agujas del reloj se veriñca: u = i eos 0 4- j sen 0. 

24. Demostrar, aplicando el teorema del coseno, que a ’b = jal |b| cos0 = J{ |a|® 4- |b|* — |c|®}. 

25. Expresar en la forma ai 4- bj: 

(a) el vector que une el origen con el punto P( 2, —3); 

(ó) el vector que une los puntos P¡( 2, 3) y P a ( 4, 2); 

(c) el vector que une los puntos P a (4 ,2) y ^(2, 3,); el vector unitario en la dirección y sentido de 31 4- 4j; 

(e) el vector de módulo 6 que forme un ángulo de 120° con el eje x positivo. 

Sol. (a) 2i — 3J, (b) 2¡-¡, (c) -21 + j, (d) »/.* + V.j. (e) -3¡ + 3 VI I 


26. Aplicando el cálculo vectorial deducir la fórmula de la distancia entre los puntos F 1 (x 1 ,y 1 ) y P a (x a , y*). 

27. Tres vértices de un cuadrilátero, OAPB son los puntos 0(0,0), A( 3, 1) y B( 1, 5). Hallar las coordenadas de P. 

28. (á) Hallar k de forma que a = 3i — 2J y b = I + k\ sean perpendiculares. 

(6) Hallar un vector perpendicular a a = 21 + 5j. 

29. Demostrar las propiedades 8-15 del producto escalar. 

30. Hallar las proyecciones vectorial y escalar de b sobre a, siendo (a) a = i —2j,b = —3i -f j; (b) a = 21 + 3j, b — 101 -h 2j 
Sol. (a) —I + 2j, -VI, (b) 41 + 6j, 2 Vl3- 

31. Demostrar que por traslación de tres vectores a, b, c se puede obtener un triángulo siempre que (a) uno de ellos sea 

igual a la suma de los otros dos o (b) a 4- b 4- c = 0. 

32. Demostrar que a — 3i — 6J, b = 4i + 2j, c — —7i 4- 4j son los lados de un triángulo rectángulo. Comprobar que el 

punto medio de la hipotenusa equidista de los vértices. 


33. Hallar el vector tangente unitario t = dr/ds y siendo: 

(a) r = 4i eos 0 4- 4j sen 0; (ó) r = e 6 i 4- e~ e j; (c) r = 0i 4- 0®j. 


SoL (a) —i sen 0 4- ] eos 0, (b) 


eflj — g -0J 
-y /6 


(O 


1 — 20 ] 
Vi + 4e a 


34. (a) Calcular en la curva del Problema 33(a). (ó) Calcular n en la curva del Problema 33(c). 

(c) Calcular t y n, siendo x = eos 0 4-0 sen y — sen 0 — 0 eos 0. 

_1 

Sol. (a) —i eos 0 — J sen 0, (¿>) — i + - j, (c) t = i eos 0 + j sen 0, n = —i sen 0 + j eos 6. 

Vi +40* VI +40* 



Capítulo 19 


Movimiento curvilíneo 


VELOCIDAD EN EL MOVIMIENTO CURVILINEO. Sea P(x, y) un punto móvil a lo largo de la curva 

de ecuación 


* =f(t), y = g(t ) 

siendo / el tiempo. Derivando el vector de posición 

<■ = »*+ j y 0) 

con respecto a t, obtenemos el vector velocidad 


dt . dx dy 

' , -4¡-'-¡r +, -d¡- = n+ ’ v ' 

siendo v x = dxjdt y v r = dy¡d¡. 

El módulo de v viene dado por 

|,|_VT^_ Vi+ ’’,■=! 


( 2 ) 



Fif. 19-1 


La dirección de v en P es la tangente a la trayectoria en P, como indica la Fig. 19-1. Llamando t 
al ángulo que forma la tangente con el eje x positivo, tag x = v y ¡v x , con las componentes determi¬ 
nadas por v* = |v| eos ty v,= |v| sen t. 


ACELERACION EN EL MOVIMIENTO CURVILINEO. Derivando (2) con respecto a t obtendremos 
el vector aceleración 


dv _ (Pt _ . d 2 x . d 2 y 
l ~dF + J dt 2 


«*x+í a. 


( 3 ) 


siendo a x = d 2 x¡dt 2 y a y = d 2 y¡dt 2 . 

El módulo de a viene dado por 

|a| — Va. a = Va 2 + a\ 

La dirección <f> de a es tag <f> = a y ¡a x estando determi¬ 
nado el cuadrante por a x ~ |a| eos <f> y a y = |a| sen <f>. 
(Ver Fig. 19-2.) 

En los Problemas 1-3 se estudia el movimiento de 
dos formas distintas. En la primera de ellas se emplea 
el concepto de vector de posición (7), del vector velo¬ 
cidad (2) y del vector aceleración, para lo cual se pre¬ 
cisa conocer las ecuaciones paramétricas de la tra¬ 
yectoria. En la segunda, la más corriente, se utilizan 
las componentes x e y de estos vectores y no se precisa 
conocer la ecuación de la trayectoria en forma para- 
métrica. Los dos procedimientos, por supuesto, con¬ 
ducen al mismo resultado pues ambas soluciones son, 
en esencia, iguales. 

(Ver Problemas 1-3.) 
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COMPONENTES TANGENCIAL Y NORMAL DE LA ACELERACION. De (6), Capitulo 18, 
obtenemos 


de donde 


dr _ dr da _ da 
dt ~ dsdt ~ * dt 



d 2 s dtds 
1 dt 2 + dtdt 

, d 2 s dt íds \ 2 

* dt 2 da \dí J 


,d 2 8 IT ,. 
‘d? + |X|n 



w 

(5) 


por (7), Capítulo 18. 


La fórmula (5) expresa analíticamente la descom¬ 
posición del vector aceleración en P según la tañgente 
y normal en él. Llamando a t y a ni respectivamente, 
dichas componentes, sus módulos son 



d 2 3 

1 

di 2 


w - - hl 


en donde R es el radio de curvatura de la trayectoria 
en el punto P. (Ver Fig. 19-3.) 

Como |a | 2 = al 4- — af + a¡, tendremos 

= I a i* ■ 

que es otra forma de determinar |a >l |. 

(Ver Problemas 4-8.) 



Problemas resueltos 

1. Estudiar el movimiento definido por las ecuaciones x = eos 2 nt, y = 3 sen 2nt. Determinar el módulo y dirección de 
los vectores velocidad y aceleración en los instantes (a) t = 1/6 y (ó) t — 2/3. 

La trayectoria del movimiento es la elipse 9x 2 + y 2 = 9, comenzando, en el instante inicial t — 0, en el punto (1,0), 
siendo el sentido de circulación el contrario al de las agujas del reloj. 

Primera solución. 

r = ¡jc + ¡y — I eos 2 nt + 3j sen 2nt 
v = drjdt — lv, + jv„ = — 2n\ sen 2 nt + 6rcj eos 2 nt 
a — dvjdt = ia x + ja, = — 4n 2 i eos 2 nt — 12^ 2 j sen 2 nt 

(a) Para t — 1/6: 

v = —yfZvi + 3rj y a = -2fr*i - 6\/3 jr l j 
|v| = Vv v = -\j (—V3jr)* + (3)r)* = 2y/Zw 

tag T - v,/v, = —yjz, eos r = i>,/|v| = —1/2, y T = 120° 

1*1 = Va 7 * = -\j (—2jr*)* + (-6V3 í*)* = 4v^V 

tag <p = a,/o, = 3V3, eos * = a,/|a[ = -1/2V7, y * - 259°6' 

v = V3 ff i - 3s-j y a = 2 jt*í + 6 V3 ir'j 
|v| = 2V3V; tag T = -V3, eos r = 1/2, y r = 5ir/3 
1*1 = 4V7S-*; tag * = 3V3, eos* = 1/2V7, y * = 79°6' 


(b) Parar = 2/3: 
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Segunda solución: 

x = cos2ir¿, v t — dx/dt — — 2ir scn2irt, a. = dtxfdt* = —4** cos2*rt 
y — 3sen2ir¿, v, = dy/dt = 6ircos2irt, a, = &yídt x — —12** sen 2 vt 

(а) Para / = 1/6: 

v. — -y/3 ir, v, = 3ir # j v| = VvTTvJ = 2\/3r 

tag x = v,/v, = -y/3, eosr = v*/|v| = — 1/2, y r = 120° 

a* = -2**, a, = -6\/3v\ |a| = y/a*+ a* = 4\^7V 

tag ^ = a*/a* = 3^3, cos^ = o*/|a| = -U2y/T 9 y <p ~ 259°6' 

(б) Para r = 2/3: 

V, = \/3ir, v, = —3v, [v| ~ 2^3 v 

tag r ~ - y/3, eos r = y r = 6*/3 

a* = 2o-*, a, = 6^3 **, ¡a | = 4^7 v % 

tag + = 3^3, eos* = 1/2^7, y <p = 79°6' 


Un punto móvil recorre la circunferencia x* + y* = 625 a una velocidad de módulo |v| = 15 en el sentido contrario 
al de las agujas del reloj. Hallar r, |a| y 0 en el punto (a) (20,15) y (b) (5, —ÍOV^)* (Ver Fig. 19-4.) 

Primera solución. Tendremos 

(i) | v 1 1 — v* + =225 

y, derivando con respecto a t, 

(H) + v* r = 0. 

Derivando x* + y* = 625, obtenemos 
(üi) xk, + = 0 

y xa z + v* + ya, + vi = 0 

o 

(iv) xa, + ya, = —225 
Resolviendo (i) y (iii) simultáneamente, resulta 

(v) v, = ± *Uy 
Resolviendo (ii) y (iv) simultáneamente, resulta 

225v. 



(vi) 


a r = 


yv x —xv. 


Fig. 19-4 


(а) E>e la Fig. 19-4, v z < 0 en (20,15). De (v), v, *= —9; de (iii), v f = 12. Por tanto, tag r = —4/3, eos r = —3/5, 

y r = 126° 52'. De (vi), a , = —36/5; de (iv), a, = —27/5; y |a| = 9. De donde tag 0 = 3/4, eos <j> = —4/5, y 

$ = 216° 52'. 

(б) De la figura, v, > 0 en (5, —ÍOV^G). De (v), v, = 6V^ó; de (iii), v f = 3. Por tanto, tag r = sen r = 1/5, 

y r = 11° 32'. De (vi), a z — —9/5; de (iv), a, = 18\^6/5; y ]a( = 9. De donde tag <f> — —2V r 6, eos ^ —1/5, 

y <¡> = 101° 32'. 

Segunda solución. 

De las ecuaciones paramétricas x = 25 eos 6, y = 25 sen 0, obtenemos, en P(x, y), 

r a* 251 eos 0 4- 25j sen 0 


y = =(—251 sen» + 25jcos0) ^-15tsen0 + 15jcos0 

dt dt 


a = ^ = (—151 eos 9 — 15j sen 6) ^ = —9i eos 8 — 9j sen 6 


como | v) = 15 es equivalente a una velocidad angular constante dd/dt = 3/5. 
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(а) En el punto (20,15), sen 0 = 3/5 y eos 6 = 4/5. 

v = —91 + 12J; tag t = — 4/3, eos t = —3/5, y r = 126° 52' 

a = -»/■* - »7J; |a] = 9; tag ¿ = «A, eos 0 = -V., y 0 = 216° 52'. 

(б) En el punto (5, —10\/ 6), sen 6 ~ — 4 /*V 6 y eos 6 = 1/5. 

v = 6y/~6i + 3j; tag t = \Í6/\2 t eos t — */ t V\ y t = 11° 32' 

a = —V4 + 1 V.V“6j; Iftl = 9; tag 0-2 V~6, eos 0 = —1/5, y ¿ - 101° 32' 


3. Una partícula recorre el arco del primer cuadrante de la parábola x % — By y siendo v 9 — 2. Hallar |v|, t, |a| y 0 en el 
punto (4, 2). 

Primera solución . 

Derivando x* = 8y dos veces con respecto a /, y teniendo en cuenta que v w — 2, obtenemos 
2 jcv, — 8v, — 16 o xv x = 8, y xa x + vj = 0 

En (4, 2): v, = 8/jc = 2; |v| = 2V~2; tag r = 1, eos r = y r = Jti. 

a, = —1; a, = 0; |a| = 1; tag 0 = 0, eos <j> = —1, y 0 = ti. 

Segunda solución. 

Utilizando las ecuaciones paramétricas x — 4B t y = 20 a , tendremos 

r — 410 + 2J0* 

¿o de 2 de de i i 

T = 4 *-* + 4 *W = jl + 2J. cornos 40^- = 2y- 5 - =^.«=-^-1. 

En el punto (4, 2), 0 — 1. De donde 

v = 2i + 2j; |v| = 2v r 2; tag r = 1, eos r = y r = Jti. 

a = —1; |a| = 1; tag 0 = 0, eos 0 = —1, y <f> =n. 

4. Hallar el módulo de las componentes tangencial y normal de la aceleración en el movimiento x = e* eos /, y = e l sen/ 
en función del tiempo /. 

r = Ix + jy = le* eos / + je* sen / 
v = ie* (eos t — sen f) + je r (sen t + eos t ) 
a = —2ie* sen / + 2Je* eos / 

De donde |a| = 2e‘; ds/dt = |v| = V2e‘y |a,| = \d's/dt'\ = VZe 1 ; |o.| = Vl»l* —«f = V~2eK 


5. Una partícula se mueve de izquierda a derecha sobre la parábola y = x* a velocidad constante igual a 5. Hallar el módulo 
de las componentes tangencial y normal de la aceleración en el punto (1,1). 

Como la velocidad es constante, | a t \ = |</ # j/<// # | = 0. En (1,1), y' = 2x = 2 y y" = 2. 

El radio de curvatura en (1,1) es R — ^ “ —^r~ y W = ^V^ - 

\y l 2 p 


6 . 


La fuerza centrífuga i 7 ejercida sobre una partícula de peso W en un punto de su trayectoria viene dada por F 


W_ 

i 


l<U 


Hallar la fuerza centrífuga ejercida por una partícula de 5 kp de peso en los extremos de los ejes de la elipse cuyas ecua¬ 
ciones paramétricas son x — 20 eos /, y = 15 sen /, siendo las unidades de longitud y tiempo el metro y segundo, res¬ 
pectivamente. Tómese g = 10 m/s*. 

r — 201 eos / + 15J sen t 



v * —201 sen i -f 15j eos i 
a — —201 eos / — 15] sen / 

d*s 175 sen / eos t 

dt % V4ÓÓseñ a 7T~225^os a 7 


ds 

~di 


V400 sen 1 1 + 225 cos a /, 
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En los extremos del eje mayor (t — 0 o t = n): 

|a| - 20, |4| - |d Wl = 0, |4,l = 20, y F = (5/10)(20) - 10 kp 

En los extremos del eje menor (/ = n¡2 o t ~ 3^/2): 

|a| = 15, \a t \ = 0, |4,| - 15, y F = (5/10)(15) = 7,5 kp 


7. Dadas las ecuaciones del movimiento de un proyectil x = v 0 / eos y>, y = v 0 t sen tp — siendo v 0 la velocidad inicial, 
tp el ángulo de proyección, g = 10 m/s 2 y en donde x e y se miden en metros y / en segundos, hallar: 

(a) la ecuación del movimiento en coordenadas rectangulares, 

(b) el alcance, (c) el ángulo de proyección para el alcance máximo, 

(d) la velocidad e inclinación del proyectil al cabo de 5 segundos de vuelo, si v 0 — 150 metros por segundo y tp — 45°. 



( a ) Despejando / en la primera ecuación / = y — y sustituyendo en la segunda: 

y = v 0 /---) sen y — ig[ ---) = x tag tp -y f* - 

7 \ v 0 eos tp f r 2 \ v 0 eos tp f r 2vJ eos* tp 


(b) Cuando y = v 0 / sen tp — $g/ 2 = 0, / =0y/ = (2v 0 sen tp)/g. 

2v 0 seny> , , /2v 0 seny> 


Para / 


-, el alcance = x = v 0 eos 




sen 2tp 
8 


(c) 


Para que x sea máximo 


dx 

dtp 


2v| eos 2 tp 
8 


0, eos 2tp = 0, y tp = 


(d) Cuando v 0 = 150 y tp *= x — 75 \f2 t e y — 15yf2 t — 5/ 2 . Por tanto, 

v, = 75V"2 y v r = 75V 2— 10/ 

Para / = 5: v* = 75v^2 y v, = 75— 50. Por tanto, 

tag t = v,/v* = 0,5284, r = 27° 48' y |v| = \/ví + vi = 120 m/seg. 


8. Un punto P se mueve sobre la circunferencia x = r eos p t y = r sen 0 a velocidad lineal de módulo constante v. De¬ 
mostrar que, si el radio vector de P se mueve con una velocidad angular co y una aceleración angular a, (a) v = reo y 
(b) a — + a 8 . 


(*) 

(ó) 


JO jo 

v x = —r sen p * = —r sen p • cu y v r = r eos 0 • = r eos 0 • co. 

v = V vj + vj = Vlr 2 sen 2 p + r % eos 2 p)m 9 


dv x o dp 0 dm m o o 

a x — — -r— — —reo eos S‘4* — r sen p * —— —reo 2 eos p — ra sen p. 
x dt ^ dt r dt r ^ 

v, dp , n da> « , O 

a, = -V- = —reo sen p * -f r eos p ■ —— —reo 2 sen p + ra eos p. 

^ dt dt r dt 


reo 


a 2 = oj -j- oj = r 2 (eo 4 + a 2 ) y a — rV eo 4 + a 2 
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Problemas propuestos 

9, Hallar el módulo y dirección de la velocidad y aceleración en: 

(a) x ~ e\ y — e u — 4e* + 3 para t = 0 
(ó) x — 2 — /, y = 2/* — / para / = 1 

(c) x = eos 3/, y = sen t para / = Jji 

(d) jc = e 1 eos t f y — e* sen t para r = 0 

Sol. (a) |v| - VI, t =296° 34'; |a| = 1, 0 =0 
(i) |v| = V26, t = 101° 19'; |a| = 12, ¿ = Jn 

(c) |v| = VI, t = 161° 34'; |a| = V4Í, <i> = 353° 40' 

(d) |v| = V2, r = \¡k; |a| =l,<f> = \n 


10. Una partícula se mueve sobre el primer cuadrante del arco de parábola y 1 = Í2x con v x = 15. Hallar v ri | v|, t; a x a v , |a|, 
y ^ en el punto (3, 6). 

Sol. v r - 15, |v| = 15V2, r = in; a, = 0, a, = —75/2, |a| = 75/2, <j> = 3ti/2. 


11. Una partícula se mueve a lo largo de la parábola cúbica y — jc*/ 3 con una componente de velocidad v, = 2 constante. 
Hallar el módulo y dirección de la velocidad y de la aceleración cuando x — 3. 

Sol. |v| = 2V82, t = 83° 40'; |a| = 24, <¡> = in 


12. Una partícula se mueve a lo largo de una circunferencia de 6 metros de radio con una velocidad constante de 4 metros 
por segundo. Hallar el módulo de su aceleración en un punto cualquiera. Sol . \a t \ = 0, \a\ ~ \a n \ = 8/3 m/s*. 


13. Hallar el módulo y dirección de la velocidad y de la aceleración así como los módulos de las componentes tangencial y 
normal de la aceleración del movimiento definido por 

(a) x = 3/, y — 9t — 3/*, para t ~ 2 

(b) x = eos t + sen í t y — sen t — t eos / cuando t = 1. 

Sol. (a) |v| = 3V 2, t = 7*/4; l»J_= 6, <¡> = 3*/2; |a,| = |«.| = 3\A2 

(6) |v| = 1, t = 1; |a| = V2, <¡> = 102° 18'; \a,\ = |a.| - 1 


14. Una partícula se mueve a lo largo de la curva y — ¿x* — ^ In x de tal forma que x = il‘, t > 0. Hallar v„ v„ |v|, t; 
a„ 1*1, kl y |o«l cuando t = 1. 

Sol. v. = 1, v r = 0, |v| = 1, r = 0; a. = 1, a, = 2, |a| = \/l, <j> = 63° 26'; |a,| = 1, |fl»| = 2. 


15. Una partícula se mueve a lo largo de la curva y = 2x — x z con una componente de velocidad v x = 4 constante. Hallar 
los módulos de las componentes tangencial y normal de la aceleración en la posición (a) (1,1) y (ó) (2,0). 

Sol. (a) \a,\ = 0, |aj = 32; (6) \a,\ = 64/V5, la.l = 32/vT 



Capítulo 20 


Coordenadas polares 


LA POSICION DE UN PUNTO P en un plano con respecto a un 
punto fijo O del mismo, se puede definir por medio de las 
proyecciones del vector OP sobre dos rectas mutuamente 
perpendiculares del plano que pasen por O. Este es el sistema 
cartesiano de coordenadas rectangulares. Otra forma de 
determinar el punto en cuestión es por medio de la distancia 
q = OP y el ángulo 0 que OP forma con una semirrecta 
fija OX de origen O (polo). Este es el sistema de coordenadas 
polares . 

A cada par de números (q, 0) le corresponde un único punto, pero esta correspondencia no es 
biunívoca ya que, por ejemplo, al punto P de la figura le corresponden las coordenadas (e, 0 ± 2nn) 
y [— q , 0 ± (2n + l)*r], siendo n un número positivo cualquiera, incluido el cero. En particular, 
las coordenadas polares del polo son (0, 0), en donde 0 puede ser cualquier ángulo. 

La curva cuya ecuación en coordenadas polares es q — /(0) o F(g, 0)^0 está formada por 
todos los puntos de coordenadas (p, 0) que satisfacen la función o ecuación anterior. 



EL ANGULO y> que el radio vector OP forma con la tangente PT 
a la curva en un punto P(q , 0) de ella, viene dado por 

* d<f> Q • j , dg 

Ksv-e-jf-y.'Krioe ~-¡f 

El valor de tag y> juega el mismo papel en el sistema de 
coordenadas polares, que el de la pendiente de la tangente 
en el sistema de coordenadas rectangulares. 

(Ver Problemas 1-3.) 



Fig. 20-2 


EL ANGULO DE INCLINACION de la tangente a la curva en un punto P(g, 6) de ella viene dado por 


tag r = 


q eos 0 + g' sen 0 
— g sen 6 + q' eos 6 


(Ver Problemas 4-10.) 


LOS PUNTOS DE INTERSECCION de dos curvas de ecuaciones 

e =m y q =/*(0) 

se hallan resolviendo el sistema 


m.=m 


u) 


Ejemplo 1: 

Hallar los puntos de intersección deg = 1 + sen 0 y q — 5 — 3 sen 0. 
Igualando 1 + sen 0 = 5 — 3 sen 0, obtenemos sen 0 = 1. 

Por tanto, 0 = i y (2, £n) es el único punto de intersección. 


100 
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Cuando el polo es un punto de intersección puede ocurrir que no aparezca entre las soluciones 
de (2). El polo es un punto de intersección siempre que haya valores de 0, 0 X y 0 2 , para los cuales 
ffld = 0 y/ a (0 2 ) = 0. 


Ejemplo 2: 

Hallar los puntos de intersección de q — sen 0 y q = eos 0. 

De sen 0 = eos 0 (7) 

se obtiene el punto de intersección (i't/X Ahora bien, en este caso, las curvas dadas son circunferencias que 
pasan por el polo y, sin embargo, este punto no es solución de (7) porque sus coordenadas, en la ecuación q = sen 0, 
son (0,0), mientras que en la ecuación q = eos 0 son (0, ¿n). 

Ejemplo 3: 

Hallar los puntos de intersección de q = eos 28 y q — eos 8. 

Igualando eos 28 = 2 eos* 8 — 1 = eos 0, obtenemos (eos 8 — 1)(2 eos 8 + 1) = 0. 

De donde 0 = 0, 2ti/3, 4^/3; y los puntos de intersección son (1, 0), (—i, 2tt/3), (— i, 4ji/3). El polo es también 
un punto de intersección. 


EL ANGULO DE INTERSECCION $ de dos curvas en un punto 
de intersección P(q> 0), que no sea el polo, viene dado por 

tag á — 

1 + tag Vi tag y 2 

siendo Vi y Va los ángulos que forma el radio vector OP con 
las respectivas tangentes a las curvas en P . 

Como vemos, el procedimiento de calcular este ángulo 
es análogo al utilizado en coordenadas rectangulares sin 
más que sustituir las pendientes de las tangentes por las tan¬ 
gentes de los ángulos que el radio vector forma con las tangen¬ 
tes a las curvas en el punto de intersección. . 

rig. ZO-3 

Ejemplo 4: 

Hallar los ángulos agudos de intersección de las curvas q = eos 8 y q = eos 28, 

Los puntos de intersección ya se calcularon en el ejemplo 3. 

En el polo: este punto viene dado por 8 = \n de la curva q = eos 8 y por 8 = jr/4 y 3ti/4 de la q = eos 20, Por 
tanto, en el polo habrá dos intersecciones, siendo el ángulo agudo de cada una de las curvas dadas a ¿jr. 

Para q = eos 0 Para q = eos 20 

tag Vi = — cot 0 tag v* = —I cot 20 

En el punto (1, 0): tag Vi = — cot 0 = oo y tag y, = oo. Por tanto. Vi = Va = I 7 * y ^ — 0. 

En el punto (—L 2n/3): tag Vi = V3/3 y tag Va = —V3/6. tag <¡> = ^ = 3\/3/5 y el ángulo agu¬ 

do de intersección es <f> — 46° 6'. 

Por simetría, este es también el ángulo agudo de intersección en el punto (—1,4n/3). 

(Ver Problemas 11-13.) 


Ct 



LA DERIVADA DE LA LONGITUD DE ARCO viene dada por = Ve' + (<?')* siendo Q' = ~¡¡f 
haciendo el convenio de que al aumentar 0 también lo hace s. 


(Ver Problemas 14-16.) 
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LA CURVATURA de una curva se expresa por K = g */t 2 f g ?* J. g ' 


(Ver Problemas 17-19.) 


MOVIMIENTO CURVILINEO. Supongamos que una partícula P se mueve a lo largo de una curva 
cuya ecuación, en coordenadas polares, es q =f(6). Expresando la ecuación de la curva en forma 
paramétrica: 

x = q eos 0 = g(6), y = q sen 0 = h(6) 

El vector de posición de P es 

r = OP = xi + y} = q\ eos 0 + $j sen 0 = q(í eos 0 + j sen 0) 

y el movimiento de P se puede estudiar como se hizo en el Capítulo 19. 

Otro procedimiento es expresar r y, por tanto, v y a, en 
función de los vectores unitarios según el radio vector de P 
y su perpendicular. Veamos cuál es la expresión del vector 
unitario en la dirección de r. 

Uq — i eos 0 + j sen 0 

cuyo sentido es el de crecimiento de q; el vector unitario 
según la perpendicular a r con el sentido del crecimiento 
de 0, viene dado por 

üo = —i sen 0 + j eos 0 

A partir de estas expresiones es fácil llegar a las siguientes: 
dü Q ¿/Ue dd 


di 

De 


de dt 


= Ue 


de 

dt 


due 

~dí 


de 


= — u* 


Como se demuestra en el Problema 20, 


dt 

r = QU e 



v = 


dr 

~dt 


= u* 


+ pu fl = v Q u Q + v d ue 


mf 

r <Pc idey i , r m „ 4 <01 

■ “ -* - "• -■ • (-*) J + -[• s¡r + 2 srIT\ 

— + tfeUe 

do de 

Aquí, v t = y ve = q son, respectivamente, las componentes de v en la dirección del radio 


vector y en su perpendicular, siendo a t = 
dientes componentes de a. 


dt 2 


IdB y 

“(■*) yd9 = 


cPB , , do dd , 

+ 2-4- • - 3 -, las 


dt* 


dt dt 


correspon¬ 


der Problema 21.) 


Problemas resueltos 


dB 

1. Demostrar que tag y> = q —siendo y> el ángulo formado, en el punto P(q, 0) de la curva q = /(0), por el radio vec- 

dq 

tor OP y la tangente PT. 

En la Fig. 20-5, Q(e + Áq y 0 + M) es un punto de la curva muy próximo a P . Del triángulo rectángulo PSQ, 
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tag X - SP -_ SP _ =_ 9Scná6 

SQ OQ — 05 g + Ag — g eos ¿40 

sen AB 

__ q sen AB _ AB 

É>(1— eos AB) + Ag 1—eos ¿40 ( Aq 

e + ~3e 

Ahora bien, cuando Q -+ P a lo largo de la curva, AB -+ 0, 
OQ OP t PQ -► PT y Z_ 2 -► Z_ y* 

« . ^ n sen A6 1—eos ¿40 

Cuando ¿40 -► 0, —-► 1 y-rs-► 0 (ver Ca- 

¿\u ¿j u 

pftulo 12). 

De donde, tag y = lim tag X = —r G lja — Q^r-- 

¿f 0 —►o uQjuU uQ 



Calcular tag y> en los puntos dados en las funciones de los problemas 2-3. 

2. e = 2 + eos 0; 0 = ji/3. (Ver Fig. 20-6.) 

Para 8 = ji/3 : g = 2 + £ = 3/2, q' = —sen 6 = —V3/2, y tag y = g/g' = —5/V3I 




3. g = 2 sen 30; 8 = ji/4. (Ver Fig. 20-7.) 

Para 0 = jr/4: g = 2(1 /a/ 2) = Ví g' = 6 eos 39 = 6(—1/V2) = —3Ví y tag y> = ele' = —1/3. 


4. Demostrar que tag t 


q eos 0 + e' sen0 


—g sen 0 + p'cos 0* 
De la figura del Problema 1, r = y + 0 y 


tag t = tag (y + B) = 


tag y + tag 0 
1 — tag y tag 0 


¿0 sen 0 
g tfg eos 0 
¿0 sen 0 
® dg eos 0 


e eos 0 + sen 0 


¿0 


eos 0 — g sen 0 


ecos 0 + g'sen0 
— g$en0 + g'cos0 


5. Demostrar que si g = /(0) pasa por el polo y 0! satisface a la ecuación/^) = 0 
la dirección de la tangente a la curva en el polo (0,00 viene dada por 0j. 


En (0,00: e = oye'=m). 


Si g‘ =* 0: 


tag r = 


£CO5 0 + ¿>'sen0 
—g sen0 + e'cosó 


0 + sen 0! •/'(00 
0 + eos 0! */'(0O 


tag 0, 


Si g' = 0: 


tag t = lim 
6 -> 0 . 


sen 0 */'(0) 
eos 0 */'(0) 


= tag 0, 



Fig. 20-8 
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En los Problemas 6-8 hallar la tangente de la curva dada en el punto considerado. 


6 . q = 1 —cos0; 0 — \jt. Ver Fig. 20-9. 

Para 0 = %ji: sen 0=1, eos 0 — q, q = \ t q' = sen 0 = 1, y 


tag r = 


q eos 0 -f- q ' sen 0 
—gsend + g'cos 0 


1 *0 + 1 • 1 
— 1 • 1 + 1 • 0 



Fig. 20-9 



7. q = eos 30; polo. Ver Fig. 20-10. 

Cuando q = 0, eos 30 = 0. Por tanto 30 = ti/2, 37 i/ 2 , 5n¡2, y 0 = ti/6, n¡2 % 5jt/ 6, 
Del Problema 5, tajrn= 1/V3Í oo, y —1 ¡y/T. 


8 . qO = a; 0 = jt/3. 


Para 0 = tt/ 3: sen 0 = \/3/2, eos 0 = q — 3a/n y y q' = —a/0 2 — —9a/?r a . 

ocos 0 + o'sen 0 n —3a/5" 

tag t = —---=--- 

—psen 0 + q ' eos 0 -y /3 ^ + 3 


9. Hallar los puntos en los que la tangente a la curva q = 1 + sen 0 es hori¬ 
zontal o vertical 


En P(e,0): 


(1 + sen 0 ) eos 0 + eos 0 sen 0 
—(1 + sen 0 ) sen 0 -i- eos 2 0 


eos 0(1 + 2 sen 0 ) 
(sen 0 + 1)(2 sen 0 —i) 


(a) Haciendo eos 0 (1 + 2 sen 0) = 0 obtenemos: 

0 = n/2, 3 tt/ 2, 7?r/6, y 1 l 5 x/ 6 . 

Siendo (sen 0 + 1) (2 sen 0 — 1) ■= 0 obtenemos: 
0 = 3 tt/2, tt/6, y 5 ji/6. 


( 6 ) Para 0 = ti/2: Hay una tangente horizontal en (2, ?r/2). 

Para 0 = 7n¡6 y \\n¡ 6 : Hay tangentes horizontales en los puntos 
(i 77 r/ 6 )y (£, ilir/ 6 ). 



Para 0 = ji/ 6 y 5n/6: Hay tangentes verticales en (3/2, n/6) y (3/2, 5jt/6). 


Para 0 = 3 tt/ 2: Ver Problema 5, hay una tangente vertical en el polo. 


10. Demostrar que el ángulo que forma el radio vector de un punto cualquiera de la cardioide q = a( 1 —cos0) con la 
curva, es la mitad del que forma el radio vector con el eje polar. 

Dado un punto cualquiera P(q , 0) de la cardiode, tendremos: 


q' = a sen 0 , y tag y = q¡q' = (1 — eos 0 )/sen 0 = tag ¿0 o = J 0 
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En los Problemas 11-13 hallar los ángulos de intersección de los pares de curvas dadas. 

11. g = 3 eos 0, g = 1 4- eos 0. 

(á) Resolviendo g = 3 eos 0=1+ eos 0 obtenemos los puntos de intersección 
(3/2, te/ 3) y (3/2, 5 te/3). Las curvas se cortan también en el polo. 


(b) Para g = 3 eos 0: g' = —3 sen 

Para g = 1 + eos 0: g' = — sen 0 y tag yt t = 


y tag Vi = — cot 0. 

1 + eos 0 


sen 0 



(c) Para 0 = te/ 3: tag Vi — —l/VT, tag y>a = — 'vT, y tag <p = 1/a/L 

El ángulo agudo de intersección en el punto (3/2, te/3) y por simetría en el (3/2, 5te/3), es te/6. 

En el polo: Gráficamente o teniendo en cuenta el resultado del Problema 5, se puede ver que las curvas dadas son 
ortogonales. 


12. g = sec 2 £0, g = 3 esc 2 £0. 

(á) Resolviendo g ~ sec 2 £0 = 3 esc 2 £0 obtenemos los puntos de intersección (4, 2 tt/ 3) y (4, 4ti/3). 

(ó) Para ¿> = sec 2 £0: e' = sec 2 £0 tag£0 y tag y»i = cot £0. 

Para p = 3 esc 2 ¿0: g' = —3 esc 2 £0 cot £0 y tag y> 2 = — tag ¿0. 

(c) Para 0 = 2te/3: tag y>i — 1 /a/Í tag y>a = —VX y 0 = £te. Las curvas son ortogonales. 

13. g = sen 20, g = eos 0. 

(o) Las curvas se cortan en los puntos (a/3/2, te/6), (—a/3/2, 5te/6), y en el polo. 

( b ) Para e = sen 20: g' = 2 eos 20 y tag Vi “ i tag 20, 

Para g — eos 0: g' = — sen 0 y tag Va = — cot 0. 

(c) Para 0 = te/6: tag Vi = V3/2, tag y >2 = —y tag 0 = —El ángulo agudo de intersección en los pun¬ 
tos (a/3/2, te/6) y (—v^3/2, 5te/6) es <f> = are tag 3v^ = 79°6 / . 

En el polo, los ángulos agudos de intersección son 0 o y £te. 


Hallar ds/dd en el punto P(q 9 0) en los Problemas 14-16. 

14. g = eos 20. 

g' ~ —2 sen 20 y ds/dd — y/ g % + (e') a = Veos 2 20 + 4 sen 2 20 = y/ 1 + 3 sen 2 20. 

15. e(l + eos 0) = 4. 

- , A ^ . Q sen 0 4 sen 0 

-*sen« + *<l+co.«.= 0. De donde e - ~ + cosfl ~ (1 + co«g)» y 

¿fc y - 4VT 

■3, - v?+»r - 

16. p = sen 3 £0. Hallar ds/dd para 0 = ¿te. 

g ' = sen 2 $0 eos ¿0 y ds/dd — y/ sen® £0 + sen 4 £0 eos 2 ¿0 = sen 2 £0. 
Para 0 = £te, ds/dd = sen 2 £te = 1/4. 


0 2 _L 2(o'Y — qq" 

17. Demostrar que K = g {g « + ( g yj i7i-• 

Por definición, K = dr/ds. Como r = 0 + y> y 

dr __ d6 dy> _ d6 dy> dd 

ds ds ds ds d6 ds 


^( l+ -%)' siendo V = are tag 
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d ¿ _ [(pT-pp'W)' _ (pT-pp" i , d* _ i , (pT-pp" = p* 4-2( P ') 3 - PP " 

d* ~ 14- (p/p')* “ p* 4- (pT y + d* p 1 + (pT p* 4- ( P ')* 


Por tanto, K 


do f j d^N _ 1 4- dffde 

ds\ de) ~ dafdo 


1 4- d+lde _ p* + 2(p')* - pp” 

VT^VT' ~ v+(p')*r* • 


18. g = 2 + sen 0. Hallar la curvatura en el punto P(q 9 0). 

K _ p 2 + 2(p') 2 — pp ,f (2 + sen 0 )* + 2 eos* g + (seng)(2 + sen o) _ 6(1 + sen o) 

{p* + (p')*} 3/2 {(2 4- sen 6)* 4- eos* g } 3/2 (5 4-4 sen g) 3/ * * 


19. e(l — eos 0) — 1. Hallar la curvatura en 0 = n/2 y en 6 — 4n/3. 


— sen 0 
(1 — eos o) 1 9 


— eos $ 2 sen* 0 

(1 — eos $Y + (1 - eos $y 9 y 


K — sen 3 


Para 0 = n/2, K = (l/VY)* = \/2/4; para 0 = 4nt/3, K = (VJ¡2 ) 3 = 3\/3/8. 


20. A partir de la relación r = qu Q9 deducir las fórmulas de v y a en función de u Q y u Q . 

r = pu p 

dr „ dp , au P dp , d$ 


v = 


a = 


dt 

dv 

dt 


«-p , ^ u p dp . 

u »-á + (, ~dT = u »di + pu °dt 


d 2 p . dp do , <Po . dp do f do \* 

U »W +u *Ttdi + pu °dF + Ue dtdt~ pu >\Tt) 

f d 2 p (do\ "1 , f d 2 o . 0 dp dtT\ 

""Ldí* p \dt) J + u ® P + 2 dtdt\ 


21. Una partícula se mueve en el sentido contrario al de las agujas del reloj a lo largo de la curva q = 4 sen 20, siendo 
ddjdt = Í radianes por segundo, (a) Expresar v y a en función de u Q y u$. (b) Calcular |v| y Jal para 8 = tz/6. 

t = 4 sen 2 0 u p9 dpfdt = 8 eos 2o doldt — 4 eos 2o, d 2 p/dt 2 — — 4 sen 2 o 

dp 


(a) v = u p ^ 4- P«e¿¿ = 4u p cos2g 4- 2u fl sen 2o 

r d*p /d#V 1 r d*«^„dpdel 

Up Ldt* P \ dt) J + “» [/ dt* + 2 dt dt] 


= — 5u« sen 2 0 4- 4u fl eos 2o 


Vs 


i. 


i. 


(6) Para í = jt/6 : u p - -^-i + gi, u # = + 


Vs. 


Vs 


19 


V5. 


|v| = a/ 7. H = iV9l. 


V = ~2~ i + 2 i; 8 = 


Problemas propuestos 


Calcular tag y> en los puntos dados, en los Problemas 22-25. 


22. q = 3 — sen 8 para 8 = 0, 8 = 3n/4 

23. q = a( 1 — eos 0) para 8 — nj4, 8 = 3rc/2 

24. e(l — eos 8) = a para 8 = jt/3, 8 = 5?r/4 

25. q* = 4 sen 20 para 0 = 5?r/12, 0 = 2rc/3 


Sol. —3, 3 VI— 1 
Sol. VT— 1, —1 
Sol. —Vl/3, i + VT 
Sol. —i /VT, VT 
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Calcular tag r en los Problemas 26-29. 

26. g = 2 + sen 0 para 0 = tt/6 Sol. —3VT 28. g — sen 3 0/3 para 0 — n/2 So!. —\/T 

27. g 3 = 9 eos 20 para 0 = te/6 Sol. 0 29. 2g(l — sen 0) = 3 para 0 — tt/4 Sol. 1 + y/2 

30. Hallar los puntos de la curva g = sen 20 en los que la tangente es horizontal o vertical. 

Sol. T. H. en 0 = 0, ti, 54°44\ 125°16', 234°44\ 305°16' 

T. V. en 0 = n¡ 2, 3*/2, 35°16', 144°44' f 215°16', 324°44 / 


Hallar los ángulos agudos de intersección de las curvas dadas en ios Problemas 31-33. 


31. g = sen 0, g — sen 20 

32. g = y/2 sen 0, g 8 = eos 20 

33. g* = 16 sen 20, g* = 4 esc 20 


Sol. <¡> = 79°6' para 0 = nj3 y 5 tt/ 3 ; 0 = 0 en el polo. 
Sol. <¡> = ji/ 3 para 0 — ji/6, 5ji/6, 0 = jt/ 4 en el polo. 
&>/. 0 = 7ij3 en cada intersección. 


34. Demostrar que cada uno de los pares de curvas siguientes se cortan en ángulo recto en todos los puntos de intersección. 

(a) g = 4 eos 0, g = 4 sen 0 (c) g 3 eos 20 = 4, g* sen 20 = 9 

(ó) g = g = e~ 6 (d) g = 1 + cos0, g — 1 —cos0 

35. Hallar el ángulo de intersección de las tangentes a g — 2 — 4 sen 0 en el polo. Sol. 2n¡3 


36. Hallar la curvatura de cada curva en el punto P(g, 0): 

(a) g = e e , ( b ) g = sen 0, (c) g* = 4 eos 20, (d) g — 3 sen 0 + 4 eos 0. 
5o/. («) ]/(VTA (« 2, (c) IV eos 28, (í0 2/5 


37. Sea g = /(0) la ecuación en coordenadas polares de una curva y s la longitud de arco a lo largo de ella. Partiendo de 
x ~ q eos 0, y = g sen 0 y teniendo en cuenta que * demostrar que = g* + (eO 1 - 


38. Suponiendo que s aumenta en la dirección creciente de 0, hallar ds/ttó en las curvas siguientes: 

(¿j) g ~ a eos 0, (b) g = a{\ + eos 0), (c) g = eos 20. 

Sol. (a) a t ( b ) ¿?V2 + 2 eos 0, (c) Vi + 3 sen* 20. 

39. La posición de una partícula que se mueve a lo largo de la curva g — /(0) viene dada, en función del tiempo /, por 

e=*M,0 = A(d. 


(a) Multiplicar la relación obtenida en el Prob. 37 por P ara obtener v* — J + i/jt) * 


dd 


ddjdt 


(b) A partir de tag yt = g— = g , obtener sen y = — y eos y = — 


¿/g dgjdt : 
_ ¿f0 ¿ái© 


g ¿/0 

v dt 


1 ¿fe 
v dt 


40. Demostrar que = u a , , , 

dt dt dt 


de 

l *dt * 


41. Una partícula se mueve sobre la cardioide g = 4(1 + cos0) con ddjdt — ti/6 radianes por segundo. Expresar v y a en 
función de u Q y u q. 


2jz 


2jz 


Sol. y — -— u e sen 0 + u a (1 + eos 0), a =-^ u Q (1 + 2 eos 0) — 


2tt 2 


9 


ua sen 0 


42. Una partícula se mueve en el sentido contrario al de las agujas del reloj sobre la curva g = 8 cos0 con una velocidad 
constante de 4 unidades de longitud por segundo. Expresar v y a en función de u Q y u a . 

Sol. v — — 4u e sen 0 + 4u a eos 0, a = — 4u e eos 0 — 4u$ sen 0 

43. Si una partícula de masa m se mueve a lo largo de una trayectoria por la acción de una fuerza F constantemente dirigida 

i de 

hacia el origen, F = wa, o sea, a = — F de manera que a% = 0. Demostrar que cuando ae — 0, g* -j- = k (constante) 

ni dt 

y la velocidad con que el radio vector barre el área comprendida por la curva es constante. 

2 k* 1 

44. Una partícula se mueve a lo largo de la curva g = -con ae = 0. Demostrar que a Q =-*— i -, siendo k la 

constante definida en el Problema 43 anterior. 1 cos 0 2 $ 



Capítulo 21 


Teoremas de valor medio 

TEOREMA DE ROLLE. Si una función f(x) es continua en el intervalo cerrado a <, x <, b, derivable 
en el intervalo abierto a<x<b y además fia) = f(b) = 0 existe al menos un valor de x, x = x 0 > 
comprendido entre a y b en el que se verifica f'(x) = 0. 

La interpretación geométrica de este teorema es: si una curva continua corta al eje x en dos 
puntos x = a y x = b existe al menos un punto x = x 0 comprendido entre a y 6 en el cual la tan¬ 
gente a la curva es paralela al eje x. (Ver Fig. 21-1.) 

(La demostración se encuentra en el Problema 11.) 

Corolario. Si f(x) es una función que cumple las condiciones dichas anteriormente en el teorema 
de Rolle, salvo que f(a ) = f(b) 0, existe al menos un valor de x, x = x 0 comprendido entre ay b 
en el que se verifica f'(x) = Ó. (Ver Fig. 21-2.) 

(La demostración se encuentra en los Problemas 1-2.) 




TEOREMA DEL VALOR MEDIO. Si f(x) es una función continua en el intervalo cerrado a <x^b 
y derivable en el intervalo abierto a < x < b, existe al menos un valor de x, x = x 0 , comprendido 
entre o y ó en el que se verifica 


b — a 

Geométricamente, significa que si /\ y P 2 son 
dos puntos de una curva continua, existe al menos 
un punto de la misma comprendido entre P x y P 2 
en el cual la tangente es paralela a la recta P X P 2 . 
(Ver Fig. 21-3.) 

(La demostración se encuentra en el Problema 12.) 



El teorema del valor medio admite varias ex¬ 
presiones de gran utilidad: 


Fig. 21-3 
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(I) 


f(b) = fia) +(b — á) -/'(xa), x 0 entre ay b. 


Por un simple cambio de notación se llega a 


(II) 


f(x) = f(a) + ix — a) 'f\x o), x 0 entre o y x. 


De la Fig. 21-4 se deduce que x 0 = a + dib — a), 
siendo 0 < 6 < 1. Efectuando esta sustitución, (I) ad¬ 
quiere la forma 


4- 

O 


j. 

a 


-r 

x« 



Fig,21-4 


(III) m =/(a) +(b-á) • f'[a + 0(b -a)l 0 < 0 < 1 
Poniendo ( b — a) = h , (III) obtenemos 

(IV) fia + h) = fia) + h */'(fl + 6h\ 0 < 0 < 1 

Finalmente, poniendo a = x y A = ¿Ix, (IV) llegamos a 

(V) /(x + Jx) = /(x) + Jx -/'(x + 0 - -dx), 0 < 0 < 1 

(Ver Problemas 3-9.) 


TEOREMA DE CAUCHY. Si /(x) y g(x) son funciones continuas en el intervalo cerrado a < x <b 
y derivables en el intervalo abierto a < x < b, siendo g'i*) # 0, existe al menos un valor de 
x, x = x 0 , comprendido entre a y b en el que se verifica 

fjb)-fta) _ Ax 0 ) 
gib) — gia) g'ix 0 ) 

En el caso particular de que g(x) = x, este teorema coincide con el del valor medio 

(La demostración se encuentra en el Problema 13.) 


GENERALIZACION DEL TEOREMA DEL VALOR MEDIO. Si/(x) y sus (n — 1) primeras derivadas 
son continuas en el intervalo cerrado a <, x <, b y existe la derivada n-sima f°°ix) en todos los 
puntos del intervalo abierto a < x < b, hay al menos un valor de x, x = x 0 , comprendido en¬ 
tre a y b en el que 

(VI) Ab) = fia) + ^~ ib-a) + ^ (b - ay + ••• 


+ 


/0.-l)( a ) 

(«-!)! 


ib —ay- 1 + 


/»(* o) 
«! 


ib —ay 


Ver la demostración en el Problema 15. 


Al sustituir b por la variable x, (VI) obtenemos 
(VII) 


fix) = fia) + ^—rr~ (* — a) + ^ (x — a) 2 + 


1! 


2 ! 


(«-0 

Cuando a se sustituye por 0, (VII) se transforma en 


+ ~ ix — ay- 1 + — (x — ay, x 0 entre ay x. 
in — 1)! n ! 


(VIII) fix) =/(0) + x + x 2 + • • • + - -^ x"- 1 


/'(O) .. , /"(O) „ 2 


f w ix 0 ) 


2 ! 


x 0 entre Oyx 


(n — 1)! 


x" 


1! 
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Problemas resueltos 


1. Hallar el valor de x 0 que cumple las condiciones del Teorema de Rolle, siendo /(x) = x®—12* en el intervalo 

o < jc < 2vy* 

f'(x ) = 3x a — 12 = 0 para x — ±2; por tanto, x 0 = 2 es el valor buscado. 

jc® — 4x jc* — 4x 

2. ¿Se puede aplicar el Teorema de Rolle a las funciones (a) /(x) — -=- y ( b ) /(x) =-—— ? 

X ¿t X T 

(á) /( x) = 0 para x = 0,4. Como /(x) es discontinua en x — 2, que es un punto del intervalo 0 < x < 4, no se puede 
aplicar el teorema. 

(b) f(x ) = 0 para x = 0,4. En este caso,/(x) es discontinua en x = —2 que no pertenece al intervalo 0 < x < 4. 

f'(x) = (* 2 + 4x — 8)/(x + 2) 2 está definida en todos los puntos del intervalo excepto en x = —2. Por tanto, se 
puede aplicar el teorema y el valor pedido es x 0 = 2(^/3 — 1), que es la raíz positiva de la ecuación x* + 4x — 8 = 0. 

3. Hallar el valor de x 0 que cumple las condiciones del teorema del valor medio, siendo f(x) = 3x 2 + 4x — 3, a = 1, b = 3. 

Aplicando (1) con f(á) = /(1) = 4, f(b ) = /(3) = 36, f'(x 0 ) = 6x 0 + 4 y b — a = 2, resulta 36 = 4 + 2(6x 0 + 4) 
= 12* 0 + 12, de donde x 0 = 2. 

4. Aplicar el teorema del valor medio para calcular, aproximadamente, '^ / 65. Haciendo f(x ) = tyx, a — 64, b = 65 y 
. aplicando (I), se obtiene:/(65) =/(64) + (65 — 64)/6x¿ /6 , 64 < x 0 < 65. Como x 0 no se conoce, tomamos x 0 = 64; 

por consiguiente, resulta de forma aproximada, tyts — ty64 + l/(6^64*) = 2 + 1/192 = 2,00521. 

5. Se mecaniza un taladro circular de 4 centímetros de diámetro y 12 centímetros de altura en un bloque metálico, de manera 
que se aumenta su diámetro hasta 4,12 centímetros. Hadar el volumen de metal eliminado. 

El volumen (centímetros cúbicos) de un cilindro circular de radio x centímetros y altura 12 centímetros es 
V = f{x) = \2 jix 2 . El volumen que queremos calcular es/(2,06) —/(2). Según el teorema del valor medio. 

/(2,06) —/(2) = 0,06 f'(x o) = 0,06(2471* o), 2 < x 0 < 2,06 

Tomando * 0 = 2; tendremos, aproximadamente,/(2,06)—/(2) = 0,06(24?i • 2) = 2,887icm\ 

6. Suponiendo que la función y = /(*) cumple las condiciones del teorema del valor medio, siendo a — x, b = x 4- Ax, 
demostrar que Ay — f'&) * Ax, aproximadamente. 

Tendremos Ay = f(x + Ax) — /(*) = [x + Ax — x] -/'(*o)» x < x 0 < x + Ax, 

Tomando x 0 = x; tendremos, aproximadamente Ay = /'(*) * ¿J*. 


7. Aplicando el teorema del valor medio, demostrar que sen x < x para x > 0. 

Como senx < 1, senx < x cuando x > 1. Tomando /(x) = senx con 0 < x < 1 y aplicando (II); tendremos 

sen x = sen 0 + x eos x 0 = x eos x 0 , 0 < x 0 < x 
Ahora bien, en este intervalo, eos x 0 < 1 y x eos x 0 < x; por tanto, sen x < x. 


8. Aplicando el teorema del valor medio, demostrar que 


1 + * 

Aplicando (IV) con /(x) = In x, a = 1 y h = x; tendremos 


< ln (1 + x) < x para —1 < x < 0 y para x > 0. 


ln (1 + x) = ln 1 + x 


1 + 6x 


1 + 6x 


, 0 < 6 < 1 


Cuando x> 0, 1 < 1 + 0x< 1 + x; por tanto, 1 > 


1 


1 + Ox 1 + x 


y x> 


Cuando —1 <x<0, 1> l+0x> 1+x; por tanto, 1 < 


- < 


1 


1 + 0X 1+x* 

X X 


1 + 0x 1+x 


y x> 


1 + 0X 1 + X * 


En ambos casos, , < x y ln (1 + x) = , < x; también, , f ^ * y ln (1 + x) 


1 + 0x 


1 + 0x 


1 + 0x 1+x 


X X 

> . Por tanto, , , < ln (1 + x) < x cuando —1 < x < 0 y cuando x > 0. 


1 + 0x 1+x 


1 + x 
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9. Aplicando el teorema del valor medio, demostrar que \/l 4- x < 1 4- Jjc para —1 < x < 0 y para x> 0. 

Tomando f(x) = V* y aplicando (IV) con a ~ 1, h — jc, tendremos 

Vi + * = 1 H- . x 0 < 0 < 1 

2 V1 + Ox 

Cuando x > 0, Vi 4- Ox < \/l + x y - - * > - . * ; cuando — 1 < x < 0, Vi + Bx > Vi 4 x 

2 Vi + ex 2 V 1 + * ■ 

X ^ X 

y - ; > - , 

iVTTéx 2yTT* 

En ambos casos, Vi 4 x — 1 H- , * > 1 H- * Multiplicando la desigualdad por Vi 4 jc> 0, 

2Vl 4 Bx 2 Vi 4 x 

tendremos 1 4 x > Vi 4- x 4 £jc y Vi 4 x < 1 4 Jjc. 


10. Hallar el valor de jc 0 que satisface las condiciones del teorema de Cauchy, siendo f(x) = 3x 4- 2, ^(jc) = jc® 4 1, 
1 < jc < 4. 

El valor de x 0 debe ser tal que: 


m-m _ /(4) —/(l) 14-5 3 _ /'Oto) _ 3 

g(b)-g(a) *(4)-*(l) 17-2 5 g'(x 0 ) 2x 0 

De donde 2x 0 = 5 y jc 0 = 5/2. 


11. Demostrar el Teorema de Rolle: Si una función f(x) es continua en el intervalo cerrado a < x < b, derivable en el 
intervalo abierto a < x < ó, y además f(á) = f(b ) = 0, existe, al menos, un valor x — jc 0 comprendido entre a y 6, en 
el que se verifica /'(jc) = 0. 

Si f(x) — 0 en el intervalo, también lo será /'( jc) = 0 y, por tanto, el teorema estará demostrado. En los demás 
casos, /(jc) será positivo (negativo) en algún punto del intervalo y, por consiguiente (ver Propiedad II, Capítulo 3), habrá 
un valor x = x 0y a < x 0 <6, para el que corresponde un máximo (mínimo) relativo y/'(*„) = 0. 


12. Demostrar el teorema del valor medio: Si /(jc) es una función continua en el intervalo cerrado a < x < b y derivable en 
el intervalo abierto a < x < ó, existe, al menos, un valor de jc, x = x 0 comprendido entre a y b, en el que se verifica 


o — a 

En la Fig. 21-3, la ecuación de la secante P X P % es y = f(b) 4- AXjc — 6), siendo K = un punt0 cua *’ 

quiera x del intervalo a < x < b, la distancia vertical de la secante a la curva es F(x) —f(x) — f(b ) — K(x — b). Ahora 
bien, F(x) satisface las condiciones del teorema de Rolle (como fácilmente se puede comprobar), con lo que F'(x) 
= /'(jc ) — K — 0 en algún x = jc 0 comprendido entre ay b. Por tanto, 


K = f'{x 0 ) 


m-m 

b — a 


como queríamos demostrar. 


13. Demostrar el teorema de Cauchy: Si /(jc) y g{x) son funciones continuas éh el intervalo cerrado a < x b y deriva bles 
en el intervalo abierto a < x < b f siendo #'(jc) ^ 0, existe, al menos, un valor de x t x = x 0t comprendido entre a y b t 
en el que se verifica 

m-m = f'(x 0 ) 

g(b)—g(a) g'(x 0 ) 


Supongamos que g(b) ~ g(a); según el corolario del teorema de Rolle, g'(x) = 0 en algún x comprendido entre ay b t 

lo cual es contrario a la hipótesis; por tanto, g(b) ^ g(a). Hagamos = ^(constante), y formemos la función 

g(b)—g(a) 


F(x) = /(jc) -/(ó) - K[g(x) - g(b)] 


Ahora bien, esta función cumple las condiciones del teorema de Rolle (como fácilmente se puede comprobar) y, por 
tanto, F'(x) = /'(jc) — Kg'( jc) = 0 al menos para algún valor de x, x = jc 0 comprendido entre a y b. Así pues. 


r(x o) = m-m 
g'(x 0 ) g(b)-g(a) 


K = 


como queríamos demostrar. 
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14, Un arco PQ de Ja curva y = f(x) es cóncavo en la región situada por encima de Ja cuerda PQ y convexo por debajo de 
ella. Demostrar que si /( x) y /'(*) son continuas en el intervalo cerrado a < x < b y f\x ) tiene el mismo signo en el 
intervalo a < x < b f se verifica: 


(1) /(x) es cóncava en el intervalo a < x < b cuando /' '(*) > 0, 

(ii) f(x) es convexa en el intervalo a < x < b cuando f"(x) < 0. 

La ecuación de la cuerda PQ que une los puntos P[a t f(a )] 

y Q[bjm es: y =f(a) + (x—a) Sean A y B los 

b — a 

puntos sobre el arco y sobre la cuerda, respectivamente, cuya 
abscisa es x = c, a < c < 6; las ordenadas correspondientes 
serán/(c) y 

f(a) + (c — á) ^ (ó — c) -/(o) + (c — a) - f(b ) 

b — a b — a 

(i) Tendremos que demostrar que 

m< (ó-c)'/(fl) + (c-u)-/(ó) 
b — a 

cuando/''( jc) > 0. Según el teorema del valor medio, 

c — a 



*= /'(£)* siendo £ un punto comprendido entre c y a y 

o — c 

= en donde r¡ es un punto comprendido entre c y b. Como /"( x) > 0 en el intervalo a < x < b 9 f'(x) será una 

función creciente en el intervalo y/'(£) < Por tanto, ^ < /(^) ^ c \ ¿e donde se deduce 

c — a b — c 


/(c)< (b — c)-f(a) + (c — á)-f(b) 
b — a 


como se quería demostrar. 

La demostración de (ii) se deja como ejercicio para el alumno. 


15. Demostrar que si f{x) y sus (n — 1) primeras derivadas son funciones continuas en el intervalo cerrado a < x < b 
y f ln} (x) está definida en el intervalo abierto a < x < b, existe un valor de x, x = jc 0 , comprendido entre a y ó, en el 
que se verifica: 


m 


= m + ^-(b — a) + ^~-(b-a)‘ + ■■■ + (¿-a)- 1 + (b— a)’ 


En el caso particular de que n = 1, se obtiene el teorema del valor medio. La demostración que se hace seguida¬ 
mente es análoga a la del Problema 12. Sea K un número tal que se verifique: 

(i) m = m + (b-a) + (b - aY + • • • + (b - a)— + K(b - df 

y consideremos 

F(x) = f(x) -m + ~r <*-*> + J Qr- (*-*)*+••• + (b—xy-> + m- xy 


Ahora bien F(á) = 0 por (i) y F(b ) = 0, Por el teorema de Rolle, existe un x = x Ct siendo a < x 0 < ó, tal que 
F'M = /'(*„) + {/"(*,) • (b - *„) -/'(*„)} + (b - x„)‘ -/"(*„) ■ (b - *) j 

+ ‘ " + | („_ ( i) ) ¡ (¿> ~~ / („ — 2)f (b ~ JCo) ’” í | — ~^'* 

f í") (ifrt) 

= ¿J*", (b-X'Y-'-Wb-X'Y- 1 = 0 

yw (jt n ) 

Entonces K — -¡— e (i) se convierte en 

n ! 


m = m + (b-a) + Q^-(b-aY + 


1! 


2! 


(n — l)! 1 ; + 


ni 


(b — aY 
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IB 


Problemas propuestos 


16. Hallar un valor jc 0 que cumpla las condiciones del teorema de Rolle para las funciones 


(a) /(jc ) = x 2 — 4jc 4- 3, 1 x < 3 

( b ) f(x) = sen jc, 0 < x < n 

(c) /(jc) ~ eos jc, jt/2 < x < ln¡2 


Sol. x 0 ~ 2 
Sol. jc 0 = 
Sol . Xq =71 


17. Hallar un valor x 0 que cumpla las condiciones del teorema del valor medio para las funciones 


(a) y = x\ 0 < x < 6 

( b ) y = ax 2 + 6jc + c, JCi < jc < jc 2 

(c) y = ln jc. 1 ^ x < 2e 


Sol. Jt, = 2\/í 
5o/. jc 0 = 4(*i + 


Sol . 


2e — 1 
* 0 ~ 1 +In2 


18. Obtener un valor aproximado de (a) \/Í5» ( b ) (3,001 ) 3 , (c) 1/999, aplicando el teorema del valor medio. 
Sol. (a) 3,875, ( b ) 27,027, (c) 0,001001 


19. Aplicar el teorema del valor medio para demostrar que: 

(i a ) tag x > x, 0 < jc < íti; ( b ) * < Are tag jc < jc, jc > 0; (c) jc < Are sen x < — x , 0 < x < 1. 

1 + x yl — x % 


20. Demostrar que |/(jc) — f(x x ) | < |jc — |, siendo x Y un número cualquiera, cuando (á) /(jc) = sen x , (6) /(jc) = eos jc. 


21. Aplicando el teorema del valor medio, demostrar que: 

(a) Si /'(jc) = 0 en todos ios puntos del intervalo cerrado a < x < 6, se verifica /(jc) = /(a) = c (constante) en todos 
los puntos del mismo. 

(b) /(jc) es creciente al aumentar jc en el intervalo cerrado a < jc < 6, si/'( jc) > Oen todos los puntos del mismo. 

Ind. Sean jc t < jc 8 dos puntos del intervalo; /(jc 2 ) = /( jcj) + (jc 8 — *i)/'(*o), jcj < jc 0 < jc 2 . 


22. Aplicando el teorema del Problema 21 (u), demostrar que si /(jc) y ^(jc) son dos funciones distintas pero /'(jc) = ^'(jc) en 
todos los puntos de un intervalo, /(jc) —^(jc) = c =£ 0 (constante) en el citado intervalo. 


23. Una función /( jc) tiene un punto crítico en jc = jc®, si /'(jc) cambia de signo cuando x pasa por jc = jcq. Sean x l < jc 8 • * • 
< jc m _! < jc„ distintos puntos críticos de la función /(jc). Demostrar que /(jc) =0 tiene como máximo una raíz real en 
cada uno de los intervalos jc < jc 1( jc 2 < jc < jc 2 , • * *, jc*,_i < jc < jc m , jc > jc m . 


24. Demostrar que si /(jc) = 0 es una función de grado n con n raíces simples, la función /'(jc) = 0 tiene exactamente n — 1 
raíces simples. 


25. Demostrar que jc 3 + px + q = 0 tiene (á) una raíz real si p > 0, (b) tres raíces reales si 4 p z + 21q* < 0. 

26. Hallar un valor jc 0 que cumpla las condiciones del teorema de Cauchy para las funciones 

(a) /(jc) = jc 2 4- 2jc — 3, ^(jc) = jc* — 4jc + 6; a =0, 6 = 1. Sol. 4 

(b) /(jc) = sen jc, ^(jc) = eos x; a = n/6 t b = n/ 3. Sol . \n. 

27. Aplicando el teorema del valor medio generalizado (VIII), demostrar que: 

(а) se puede sustituir jc por sen jc para jc < 0,31 con un error menor que 0,005, 

Ind : Para n = 3, sen jc = jc — Jjc 3 eos jc 0 . Por otra parte, J |jc*cos jc 0 | < 4 \x*\ < 0,005. 

(б) Se puede sustituir jc por jc — jc 3 /6 para jc < 0,359 con un error menor que 0,00005. 




Capítulo 22 


Formas indeterminadas 


EL CALCULO DE LA DERIVADA de una función f(x) por la regla de los cuatro pasos, dada en el 
Capítulo 4, considera la expresión 


(a) 


lim 


/(X + Ax) -f(x) 
(x + Ax) x 


Hm F{AX) 
G(Ax) 


Cuando los límites del numerador y del denominador de la fracción son ambos iguales a cero la 
expresión (a) presenta la forma indeterminada 0/0. En el Problema 5 del Capítulo 2 vimos algunos 
ejemplos de este tipo. 

3 *_ 2 

Análogamente, la expresión lim -—(ver Problema 6, Capítulo 2) presenta la forma inde- 

x-K» 9x + 7 

terminada oo/oo. Estos símbolos, así como otros que veremos posteriormente (0 • oo, oo — oo, 0 o , 
oo° y 1») carecen de significado aritmético y no tienen otro alcance que el de recordar los límites 
de las funciones con que se opera. 


FORMA 0/0. 

Regla de UHópital. Dadas las funciones f(x) y g(x), derivables en el intervalo 0< |*-a|<i 
siendo a un número, y g(x) # 0 para todos los valores de x del intervalo, de manera que lim f(x) 


= 0 y lim g(x) = 0, si existe o es infinito el lim 


/'(*) 

*'(*) 


, se verifica: 


lim 43- = lim ™ 


jr-wi 


£(*) 


jr-wi 


g’(x) 


x l — 81 

Ejemplo 1: lim -— es de la forma indeterminada 0/0. Por tanto 

x —► 3 x — 3 


—■ (jc 4 — 81) 4 

lim —-j-= lim 4x* — 108, o sea lim —-— = 108 

*—►8 “ . x —»“3 x—►a x — 3 

m (x ~ 3) 

(Ver Problemas 1-7.) 

Nota. La regla de L’Hópital implica que lim f(x)¡g(x) — lim f(x)/g(x). En algunos problemas 

x~+a+ x-*-a- 

(concretamente en el Problema 8) se demuestra la existencia de uno de estos límites. 


FORMA oo/oo. 

La regla de L’Hópital sigue siendo válida si efectuamos una o ambas sustituciones en las hi¬ 
pótesis: 

(i) <dim/(x) = 0 y lim g(x) = 0» se sustituyen por «lim /(jc) = oo y lim g{x) — oo», 

x~*a x-+a xr-+a x-*a 

(il) «siendo a un número» se sustituye por «a = +oo, —oo, o oo» y «0 < \x — a| < d» se sus¬ 
tituye por « |jc | > M». 

X“ 

Ejemplo 2: lim —— es de la forma indeterminada oo/oo. Por tanto, 

x —►-j-oo e* 


x 2 2x 2 

lim —~ = lim — = lim — — 0 

(Ver Problemas 9-11.) 
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FORMAS 0 • oo e oo — oo. 

Estas formas se pueden tratar como las anteriores reduciéndolas, previamente, a una de las 
formas 0/0 o oo/oo . Por ejemplo: 

JC a 

lim x 2 e~ x es del tipo 0 • oo y lim — es del tipo oo/oo; 

x —►+oo x-^+oo 

lim (esc x -- ] es del tipo oo — oo y lim {- —^5- 

x-m \ x I x-+o \ x sen x 

(Ver Problemas 13-16.) 


j es del tipo 0/0. 


FORMAS 0 o , oo® y 1*. 

Si lim y conduce a uno de estos tipos, lim (ln y) es de la forma 0 • oo. 


Ejemplo 3: Hallar lim (sec® 2jc) C0tt •». 

x—M) 

Este es del tipo l 00 . Sea y = (sec® 2jc) C0t * ®*; tendremos ln y = cot a 3jc ln sec® 2x = 
y lim ln y es del tipo 0/0 

X—+Q 


3 ln sec 2jc 
tag* 3jc 


Ahora bien, 


lim 

x-*-o 


3 ln sec 2 jc 
tag 2 3x 


= lim 


6tag2jc tag2jc 

f “ I 7 1 im ” k 

x^o 6 tag 3x sec® 3x x-m tag 3jc 


ya que lim sec* 3jc = 1, es del tipo 0/0. 

X-V0 


Así pues, lim 


tag 2x 


= lim 


2 sec* 2x 


1*111 — ; — lim r-— 

x-m> tag 3x x-m) 3 sec® 3x 


Como lim ln y — 2/3, lim y = lim (sec® 2x) coi * ®* = e* / ®. 
JC->0 x-*-o x—►o 


(Ver Problemas 17-19.) 


Problemas resueltos 


1. Demostrar la Regla de L’Hdpital: Dadas las funciones f(x) y g(x), derivable en el intervalo 0 < |jc — a\ <ó t siendo a un 
número, y #(jc) # 0 para todos los valores de jc del intervalo, de manera que lim f(x) — 0 y lim g(x) = 0, si existe o es 

x—*a x-+-a 

. - /'(*) .. /(jc) v fXx) 

infinito el limse verifica: lim —= lim ,. . 

x-*ag (x) x-h: g(x) x-*ag{x) 

Sustituyendo b por x en el teorema de Cauchy (Capítulo 21), teniendo en cuenta que f(a) = g{a) = 0, tendremos, 


f(x) -f(a) _ fjx) _ f'{x q) 

*(*) — g(¿) g(x) g'M 

en donde jc 0 está comprendido entre a y jc. Ahora bien, cuando jc 0 a, x -> a y, por tanto, 


lim 

x—+a 


f(x) 

g(x) 


= lim ^ ?f°\ = lim 

x^~*-a g (Xo) r+a 


/'(*) 

g'(x) 


_J_ ^^ 

2. Hallar lim----—. Cuando x -+• 2, el numerador y el denominador tienden a cero. 

x 2 — 4 


Aplicando la regla de L’Hópital lim x ^ = lim * 


jc* — 4 


*-►2 


2jc 


4* 


Hallar lim 


jc 4- sen 2jc 


x—►o jc — sen 2jc 


Cuando jc -+■ 0, el numerador y el denominador tienden a cero. 


ai- j i , . T jc + sen 2jc 1 + 2 eos 2jc 1+2 , 

Aplicando la regla de L Hopital lim -=— = lim --*-— = --— — —3. 

«-►o x — sen 2x *-^o 1 — 2 eos 2x 1 — 2 


4 . 


Hallar lim 
*-►0 


— 1 


lim 

*-*o 


— 1 .. e* 

— 5 — — lim — = oo. 

jc* ►o 2 jc 
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Hallar lim 

X-+0 


e* + e-* — x 2 — 2 
sen 2 x — x 2 


Cuando x -v 0, el numerador y el denominador tienden a 0. Aplicando la regla de L’Hópital 

.. «*+.«-* —** — 2 r e x — e~* — 2x 

lim-—----- = Jim 


x—►o 


sen* x 


a v — vi 


x—*o 


sen 2x — 2x 


Como la función que resulta es de la forma indeterminada 0/0, aplicamos la regla de nuevo: 

e* 4 - e~ x — x 2 — 2 r e* — — 2x e* + e~* — 2 

lim-r--- = lim----— — lim 


x-+o sen* x — x 2 


x-^o 


sen 2x — 2x 


x— 2 eos 2x — 2 


La función que resulta ahora es también de la forma indeterminada 0/0. Por consiguiente, sin detallar los pasos inter¬ 
medios, resulta: 

€* + €-* —*» —2 e z —e- z — 2x *' + *-* — 2 

lim -=-=-= lim —— --— = lun 


*-*o 


sen*x— x a 


sen 2 x — 2 x 


= lim 


= lim 


¡r +0 2 eos 2 x— 2 
e* + e~ x 1 


x-+ 9 — 4 sen 2x *-►<> —8 eos 2* 


6 . Criticar la solución: lim 


x* —x* —x —2 3x 2 — 2x — 1 r 6x— 2 t . 6 

— -¡— , t , -=- = hm -«-=-z—r~r = hm -- = lim ~ = 1 

x* — 3x* 4 - 3x — 2 z-*t 3x* — 6x 4- 3 *-►* 6x — 6 *-> a 6 


La función dada es de la forma indeterminada 0/0 y, por tanto, se puede aplicar la regla de L’HÓpital, pero la función 
resultante no es indeterminada (su límite es 7/3), con lo cual, las sucesivas aplicaciones de la regla carecen de justificación. 
Este tipo de errores es muy frecuente. 


Criticar la solución: lim 

X-*l 


x* — x* —• x 4~ 1 = 3x* — 2x — 1 = 6 x — 2 
x 3 — 2x* 4- x 3x a — 4x 4- 1 6 x — 4 


— 2 . 


T . . .. x a — x a — x 4 -1 3x* — 2x — 1 .. 6 x — 2 _ 

La solución correcta es: lim —= „ . . -= lim r- : ——- = lim = 2. 


*-»i x 3 — 2x* 4- x 3x* — 4x4-1 

El resultado era el verdadero, pero no estaba correctamente expresado. 


6 x — 4 


8 . Hallar lim ■. 

\ x — n 

lim — X = lim cosx = iim 2(x — tt) 1/2 eos x — 0 
Vx — n i(x — 7t)~ 112 

En este caso, se pide el límite cuando x tiende n disminuyendo hacia él, porque en otro caso (x — n) 1/2 es imaginario 


9 . 


Hallar lim 

*-►+00 


ln x 
x 


Cuando x 


4- oo, el numerador y el denominador tienden a 4- oo. Por tanto, lim 

r—*+oo 


ln x 
x 


Hm 

*—►+00 


1/X 

1 


= 0 . 


10. Hallar lim 

JC—►()+ 


ln senx 
ln tag x' 


Insenx 

hm - 

ln tag x 


.. cosx/senx 

hm —:-- 

*- 0 + sec 2 x/tag x 


lim eos 8 x = 1 . 
0+ 


11. Hallar lim 

X-*0 


cot X 
cot 2 x * 


lim 

*“►0 


cot X 
cot 2 x 


lim 

¿—►o 


CSC* x . csc*x cot X 

—-—— — lim —---— 

2 esc 2 2x z-+q 4 esc* 2x cot 2x 


Como vemos, después de cada aplicación de la regla de L’Hópital se obtiene una forma indeterminada del tipo oo/oo. 
Por ello, se debe intentar resolverlo efectuando, previamente, una sustitución trigonométrica: 


lim 

*-*<) 


cot x 
cot 2x 


lim 

*-►0 


tag 2 x 
tagx 


lim 


2 sec* 2 x 
sec a x 
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12. Siendo lim /(x) = 0 y iim g(x) = 0. Demostrar que si Jim ^ = L y se verifica Jim = L. 

‘ -k» g (*) *-+oo g (x) 


*-►+00 


x-++oo 


Tomando x = \/y. Cuando jc-*+oo, y-*0 + y lim ~ ^ x \ = lim ~rr\ • De donde 


L — lim 


■+« g(x) ,->0+ #(l/y) 
/'(*) /'(!/>) -Al/y)-y* 


= lim 


= lim 


g'(\ly) Ao+ -Al/y)-y-’ 
m 


-»-fe. , ¡m /«"> 


*-*0+ _ÍL ^(l/>)) |r ^ 0+ 


Iím 
*->+00 g(x) 


ln x 


13. Hallar lim (x* ln x). 

jr-*‘ 0 + 

Cuando x->- 0 + , x*-* 0 y ln x-> —co. Por tanto, -^r^- es una forma indeterminada del tipo 00 / 00 . 

1/x 


lim (x* ln x) = lim 
#—^0+ *—►(>+ 1/^ 


Iim -/ * 

*—► 0 + 2/x 


lim (—¿x 2 ) = 0 


14. Iim (1 — tag x) sec 2x — lim —- ^ * = lim - 800 * — 

*-► 31/4 x-*-nn eos 2 x *“►«/* — 2 sen 2 x 


- 1 


15. lim (-J:-= lim — 1 * = lim - f- ~ = lim — 

*-+o \X e* — 1 / *—q x(e* — 1) *-+ 0 xe* + e* — 1 *-* 0 xe* + 


_1_ 

2 * 


** i- / . \ i* 1 — cosx sen x 

16. lim (esc x — cot x) = lun ——-= lim -= 0. 


senx 


«-►o eos x 


17. Hallar lim x*'< x - l >. (Es del tipo l 00 .) 

*-►1 

Sea y = x 1/( * _1) . Tendremos ln y = —5^— es una forma indeterminada del tipo 

x— 1 0 


lim ln y = lim ^ X 

*—►! #-►1 X 1 


lim 

*-►1 


1/x 


Como ln y-* 1 cuando x-* 1, y-*- e. Asi pues, el límite es igual a e. 


18. Hallar lim (tagx)* 01 *. (Es del tipo oo°.) 

«-►í/t»- 

Sea y — (tag x)* 0 * *. Tendremos ln y — eos x ln tag x = ta S x es <jel tipo —. 

sec x oo 

. .. lntagx .. sec*x/tagx .. cosx . 

«-►Vi*- *—►!/*«— sec x sec x tag x *-+»/!*- sen* x 

Como ln y-* 0 cuando x-> y-* 1. Así pues, el límite es igual a 1. 


19. Hallar lim x** 11 x . (Es del tipo 0 o .) 


Sea y — x* eiix . Tendremos lny = sen xlnx = * n * es una forma indeterminada del tipo—. 

esc x OO 


sen* x .. 2 senx cosx 

= lim -= lim 


lim ln y = lim ln * = lim -—— 

*-► 0 + *—►(>+ esc x — esc x cot x *_►„+ — x eos x x_^+ x sen x — eos x 

Como ln y-+ 0 cuando x-* 0 + , y-*- 1. Así pues, el límite es igual a 1. 


20. Hallar Iim 

*—►+00 


yTT** 


lim 

*-++oo 


VTT 


= Iim — 7 = lim 

X *-++00 ^/2 + X a *“►+« 


VTT 


, etc. 


Por ejemplo, lim 
*-►+00 


V2 


= lim 

*-++oo 


- lún I/T 

y x* *-++oo y x* 


+ 1 = 
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21. La intensidad de corriente por una bobina de resistencia R y coeficiente de autoinducción L, conectada a una fuerza 

£ 

electromotriz constante E viene dada, en función del tiempo /, por: / = — (1 — e~ SilL ) t Obtener una fórmula de apli- 
cación en el caso de que la resistencia R sea muy pequeña. 


lim 

o 


1 = hm ^ — R- l™o E L e 


K -► 0 


Et 

L 


Hallar 

22. lim X< ~ 2 . 56 = 266 
*—4 x — 4 

23. lim ~ 25 | = 32 

x-+ 4 X — lO 

24. lim ^ = 1/2 

x_3 x “9 

25. lim-^ 1 ^ = e* 


26. lim 


* >—* 2 x — 2 
xe* 


x-+ o 1 e 1 


= -1 


Problemas propuestos 


27. lim - * = 1/2 

*-+o tag 2x 

1¡m i“ii±£l = ! 

*-► -1 X+l 

M ,. cosx — 1 _ „ , Á 

29. lim -¡r--r — 1/4 

i^o eos 2x — 1 

30. lim ---- = 4 

x^o sen x 

8*-2* 1 , _ 

31 - = 2 ln2 

32 . i im 2 are tag x = j 
x-^o 2x — are sen x 

ln sec 2x __ , 

33 - 1™. TíiSír - 4 

34. lim 1nC f * = -1/2 

ihO X* 

35 . „ m costo-cosx = _ 3/2 
x-+o sen 2 x 

— ln x 

36. lim —— = 0 

*-• + » y X 

, • esc 6x 

”■ .S3,í=E = 1/8 

)«. lim Í£ + *!üi = 5 

x-* +oo x + 31nx 

i. x* + x* 

39. lim . = O 

x^. e*+ 1 


ÁA lncotx n 

40. lim --— = 0 


41. lim 


,-o+ e cgc x 

e* + 3x* 


x^ + * 4e* + 2x* 


= 1/4 


42. lim (e* — 1) cot x = 1 

0 

43. lim x*e* = 0 

~ 30 

44. lim x esc x = 1 

o 

45. lim esc irx Inx = — lAr 

X 1 

46. lim e -u< *sec*x = 0 

*-*• Va.tr ~ 

47. lim (x — are sen x) csc # x = —1/6 


x_ 0 


48. lim ( t 4 -= -li 

*-*» \ *‘ ” 4 x — 2/ 

49. lim^—--—^ = 0 

*-*o\x senxy 

50. lim (sec s x — tag 3 x) = * 

*-V4tt 

“■ = " 1/2 
• ií”.(¿ - = ~ m 


. lim /iH* - L\ = o 

*-»+oo\ x yvej 


54. lim x* = 1 
*-*0 + 

55. lim (cosx) 1 '* = 1 

X -+ 0 

56. lim(e* + 3x) 1 " = e* 

Xm+Q 

57. lim (1 — e'*)** = 1/e 

+ so 

58. lim (senx — cosx) u ** = 1/e 

*-* Hit 

59. lim (tag x) eo ** = 1 

60. lim = e~ t,v 

1 

61. lim (1 + 1/x)* = e 

X-» + X 


62. Hallar: 


(a) lim 


e*(l - 6 a ) 


¡" • (1 + x) ln (1 - x) 
2 


= lim 


1“«* 
lim -— - 1, 


1 + x ® ln (1 — x) 


(6) lim — 

+x O * 1 


lim * n , X = 0. Idem, 

+ 00 X* 


0, (c) lim 


,-3/x 


*-0+ ** 

v ln 1000 x 
lim *— 


= o 


63. 


Hallar 



Capítulo 2 3 


Diferenciales 

DIFERENCIALES. Dada la función y = f(x) se defilie: 

(o) dx 9 leído diferencial de x , por la relación dx = Zlx 

(ó) ¿y, leído diferencial de y , por la relación ¿y — f\x)dx. 

La diferencial de una variable independiente es, por definición, el incremento que experimenta; 
sin embargo, la diferencial de una variable dependiente o función no es igual a su incremento. 
(Ver Fig. 23-1.) 

Ejemplo 1: 

Dada la función y = x 2 , dy = 2x • dx t mientras que, Ay — (x + áx ) 2 — x 2 = 2x • Ax + (dx) 2 = 2x dx + (dx) 2 . 
La Fig. 23-2 muestra una interpretación geométrica en la que se puede observar que Ay y dy se diferencian en el 
pequeño cuadrado de ¿rea (dx) 2 . 




Fig. 23-2 


LA DIFERENCIAL, dy , se puede hallar aplicando su fórmula de definición, o bien por medio de las 
reglas del cálculo de derivadas. Algunas de estas son: 

d(c) = 0, d(cu) = c du , d(uv) = u dv + v du> 

d = V y , U » d(sen u ) = eos u du, í/(ln u) — , etc. 

Ejemplo 2: Hallar dy en las funciones siguientes: 

(a) y = x 3 4- 4x 3 — 5x 4- 6 

dy = ¿(x 3 ) -f d( 4x 2 ) — d(5x) + d( 6) = (3x 2 + 8x — 5) dx 

(b) y = (2x 3 + 5) 3/2 

= |(2x 3 + 5) 1/2 ¿/(2x a + 5) = |(2x 3 + 5) 1 ' 2 • 6x 2 ¿x = 9x 2 (2x a + 5) 1 ' 2 dx 

(Ver Problemas 1-5.) 

CALCULO APROXIMADO DE INCREMENTOS POR MEDIO DE LA DIFERENCIAL. Si dx *= Ax 
es relativamente pequeño con respecto a x , el valor de Ay se puede obtener aproximadamente ha¬ 
llando dy. 

Ejemplo 3: 

Sea y = x 2 + x + ly supongamos que x sufre un incremento desde x — 2 hasta x = 2,01. La variación real 
correspondiente a y es Ay = {(2,OI) 2 + 2,01 + 1} — {2 2 + 2 + 1} = 0,0501. Haciendo x = 2 y dx = 0,01 podemos 
obtener, aproximadamente, el valor del incremento de y, hallando ¿/y =f'(x)dx — (2x -f l)¿¿x = (2(2) -I- 1}. 
0,01 = 0,05. 

(Ver Problemas 6-10.) 


119 



120 


DIFERENCIALES 


[CAP. 23 


APROXIMACION DE LAS RAICES DE UNA ECUACION. 
Sea x = x x un valor aproximado, convenientemente elegido, 
de una raiz r-sima de la ecuación y ==/(*) = 0, y suponga¬ 
mos que /(xj) =^^0, de forma que y x diferirá de cero en 
una cantidad pequeña. Si el valor de x x se incrementa hasta r, 
el incremento correspondiente de f{x x ) es Ay 1 ~ —Así, 
pues, un valor aproximado del incremento de x x vendrá dado 


por f'(x 1 )dx 1 = — y u o sea, dx x = — 


yi 


nx x ) 

valor, más aproximado, de la raiz r-sima será: 


. Por tanto, otro 


*2 = *1 + dxi = x i 


yi 

nx i) 


= r -JO *I 

1 nx,) 



Después de una tercera aproximación, tendremos x 9 = x z + dx % = x % 


ft*t) 

fW 


y así sucesiva¬ 


mente. 


Si el valor elegido de x x no está suficientemente aproximado al de la raiz, se observará que x % 
difiere apreciablemente de x x . Aunque esto no presenta un serio inconveniente ya que el proceso 
se autocorrige, sin embargo, lo más rápido es comenzar de nuevo el proceso con otro valor inicial 
más preciso. 

(Ver Problemas 11-12.) 


Problemas resueltos 


i. 


Hallar dy en las funciones siguientes: 


(a) y 


x* + 2x + 1 
x 2 + 3 


(x* + 3)-ri(x 3 + 2s + l) - (x 8 + 2x + 1) * d(x* + 3) 

(x 2 + 3)* 

(x 2 + 3)(3x* + 2) dx - (x a + 2x + l)(2x) dx _ x 4 + 7x*-2x + 6 
(x 2 + 3)* “ (x 1 + 3)* 


(6) y — eos* 2x + sen 3x. 

dy = 2 eos 2x d(cos 2x) + d(sen3x) = 2 eos 2x(—2 sen 2x dx) + 3cos3xdx 

= — 4 sen 2x eos 2x dx + 3 eos 3x dx = (—2 sen 4x + 3 eos 3x) dx 


(e) y — e 3x + are sen 2x. dy — (3e 5x + 2 f^\ — 4x l ) dx 


Diferenciar las funciones de los Problemas 2-5 y hallar dy¡dx. 


2. xy -h x — 2 y = 5. 

d{xy) 4- d(x) — d(2y) = d(5). 

dy 

x dy y dx + dx — 2 dy = 0 o (x — 2) dy 4- (y 4- 1) dx = 0. De donde -j- = 


3. x 3 y % — 2 x 2 y 4 3 xy 1 — Sxy = 6. 

2 x z ydy + 3xVdx — 2 x 1 dy — 4 xy dx + Sxy dy 4- 3 y 2 dx — 8xdy — Sy dx = 0 

dy _ 8 y — 3 y 1 4 4xy — 3x*y 8 

dx ” 2x 3 y — 2x* + 6xy — 8x 


2x _ 3y 
y x 



dy _ 2x % y 4 3 y 3 
dx ~ Sxy 1 4 2x 3 


4. 


8 . 


0 y 



CAP. 23] 


DIFERENCIALES 


121 


5. x = 3 eos 6 — eos 30, y = 3 sen 6 — sen 36, 

dx = (— 3 sen 6 + 3 sen 36) d6, dy = (3 eos 6 — 3 eos 36) d6, y - = cos & cos ^ 

dx — sen 6 -f sen 36 

6. Aplicando el cálculo diferencial, hallar aproximadamente (a) ^124, (b) sen 60°r. 

(a) Para y — x 1/3 , dy = dx. Tomando x — 125 = 5 S y dx = —1. Obtenemos dy = —1) “ 

= —0,0133 y, aproximadamente, 124 — y 4- dy = 5 — 0,0133 = 4,9867. 

(b) Para * = 60° y dx = 1' = 0,0003 rad, y = sen* = \Z3/2 - 0,86603 y dy = sos xdx = 4(0,0003) - 0,00015. 

De donde, aproximadamente, sen 60°1' = y + dy = 0,86603 4- 0,00015 = 0,86618. 

7. Calcularzly, dy , e Jy, — dy siendo y = 4* a + 3x, x = 2, y <£e = 0,5. 

- {4(2,5)» + 3(2,5)} - (4(2)» + 3(2)} = 2,625. 
dy = (x + 3 )dx = (2 + 3)(0,5) = 2,5 Ay — dy - 2,625 — 2,5 = 0,125. 


8. Hallar, aproximadamente, la variación experimentada por el volumen de un cubo de arista x cuando esta se incrementa 
en un 1 %. 

V = x* y dV = 3x* dx. Para dx = 0,01*. dV - 3*»(0,01*) - 0,03*» cm» 


9. Hallar el peso aproximado de un tubo de cobre de 2 metros de longitud y 2 centímetros de diámetro interior y 2 milí¬ 
metros de espesor. El peso específico del cobre vale 9 000 kp/m 3 . 

Calculemos, en primer lugar, la variación de volumen cuando el radio r = 0,01 m se sustituye por dr — 0,002 m. 

V — Snr* y dV = \6nrdr * 16*(0,01)(0,002) = 0,00032xm 1 
El peso buscado es 9 000 (0,00032?*) = 9 kp. 


10, Hallar los valores de x para los cuales se puede sustituir tyx por tyx + 1 con un error menor que 0,001. 
Para y = x 11 * y dx = 1 , dy = 4jc -4/í dx — 4x~ 4/5 . 

Si i*- 4/6 < 10- 8 , tendremos x-*>* < 5 • 10~ 8 y *-* < 5» • 10“ 15 . 

Si x* < 10 • 5‘• 10*», tendremos x* > J?** yx> ——— = 752,1. 

31 250 ^31250 


11. Aproximar las raíces reales de x» 4- 2x — 5 = 0, o bien, x 8 = 5 — 2x . 


(a) Sobre el mismo sistema de ejes, se construyen las curvas y = x 5 e y = 5 — 2x. 

Las rafees de la ecuación dada son las abscisas de los puntos de intersección. 
Del gráfico se deduce que existe una raíz cuyo valor aproximado es x x — 1,3. 


(b) Una segunda aproximación de esta raíz es 

* _ „ /(*> _ i , (1>3) 3 + 2(1,3) — 5 _ —0,203 

* 1 /'(* i) ’ 3(1,3)» + 2 ’ 7,07 


1,3 + 0,03 = 1,33 


La división se ha calculado con dos cifras decimales ya que inmediatamente después de la coma, la cifra corres¬ 
pondiente es cero. Ello está de acuerdo con un teorema que dice: si en una división resultan k ceros inmediatamente 
después de la coma, el cociente debe calcularse con 2 k cifras decimales. 


(c) Efectuando una tercera y una cuarta aproximación, tendremos: 
x z ” x z 


** = 1.33 - ^:. + 3’ 33 >- 5 - 1.33 —0,0017 - 


/'(*,) 


x* = *3 


f(x s) 


/'(*> 


3(1,33)» + 2 
= 1,3283 —0,00003114 = 1,32826886 


,3283 
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12. Aproximar las raíces de la ecuación 2 eos x — x 2 = 0. 


(o) Las curvas y — 2 eos x e > = x 2 se cortan en dos puntos cuyas abscisas son, aproximadamente, 1 y —1. Obsérvese 
que si una de las raíces es r, la otra debe ser — r. 


(b) Para x x = 1: x 2 — 1 

(c) x 3 — 1,02 


2COSl - 1 =l + ^S=Í = l + 0,02 = 1,02. 


— 2 sen 1 — 2 
2 eos (1,02) — (1,02)* 


2(0,8415) + 2 


0 0064 

, “ 1,02 + = 1,02 + 0,0017 - 1,0217. 


— 2 sen (1,02) — 2(1,02) * 3,7442 

Por tanto, con cuatro cifras decimales, Jas raíces son 1,0217 y —1,0217. 


Problemas propuestos 

13. Hallar dy en las funciones siguientes: 


(a) 

y = (5 — xy 

Sol . 

—3(5 — x)' dx 

(d) 

y — eos bx 1 Sol. 

— 2 bx sen bx* dx 

(*) 

y - e 4 *’ 

Sol. 

8xe^ dx 

(e) 

y — are eos 2jt Sol. 

—2 

dx 

V1 — 4x* 

(c) 

y — (sen x)/x 

Sol . 

x eos x — sen x , 

OJC 

(f) 

y = ln tag x Sol . 

2 dx 


a W** 

X 3 

sen 2x 


Hallar dyjdx como en los Problemas 2-5. 





(o) 

2xy 3 + 3 x 2 y — 1 

Sol. 

2y{y 2 + 3*) 

3*(2 y 3 + x) 

(c) 

y 

are tag — = ln (x a + y 2 ) 

Sol. 

2x + y 
x — 2 y 

(b) 

xy = sen (x — y) 

Sol. 

eos (x — y) — y 
eos ( x — y) + x 

(d) 

x a ln y + y % ln x = 2 

Sol. 

(2**ln y + y*)y 
(2 y 2 ln x -f- x*)x 


15. 


16 . 


17 . 


18 . 


19 . 


20 . 


21 . 


22 . 


23. 


24. 


25. 


Hallar, con ayuda del cálculo diferencial, un valor aproximado de (a) tyTÍ, ( b ) 1020, (c) eos 59°, (d) tag 44° 

Sol. (a) 2,03125, (b) 3,99688, (c) 0,5151, (d) 0,9651. 

Hallar, con ayuda del cálculo diferencial, el incremento de (a) x 3 cuando x pasa de 5 a 5,01; ( b ) 1/x cuando x disminuye 
de 1 a 0,98. Sol. (á) 0.75, (b) 0,02. 

Un disco metálico se dilata porla acción del calor de manera que su radio aumenta desde 5 a 5,06 centímetros. Hallar 
el valor aproximado del incremento del área. Sol. 0,6 n = 1,88 cm®. 


Una bola de hielo de 10 centímetros de radio, se derrite hasta que su radio adquiere el valor 9,8 metros. Hallar, aproxi¬ 
madamente, la disminución que experimenta (o) su volumen y (b) su superficie. Sol . (a) 80Jicm 3 , ( b ) 16?icm 2 . 

La velocidad (metros por segundo) de un cuerpo en función de un parámetro h viene dada por v = V64,4 h . Hallar el 
error en v debido a un error de 0,5 metros en la medición de h si este vale 100 metros. Sol. 0,2 m/s. 

Si un aviador vuela alrededor de la tierra a una altura de 3,2 kilómetros sobre el ecuador, calcular cuántos kilómetros 
recorrerá más que una persona que la circunda por el ecuador. Sol. 20,2 km. 

La precisión con que se puede medir el radio de un círculo es de 0,001 centímetros. Sabiendo que se quiere obtener su 
área con una aproximación de 0,1 centímetros cuadrados, hallar el máximo radio con el que se puede conseguir dicha 
medición. Sol. Aprox. 16 cm. 


Hallar el volumen V sabiendo que pV — 20 y que la medida de p es 5 ± 0,02. Sol. 4 ^ 0,016. 


Hallar el radio r sabiendo que F — 1/r 2 y que la medida de Fes 4 ± 0,05. Sol. 0,5 0,003. 


Hallar la variación del área total de un cono recto circular cuando (d) permaneciendo 
altura en una cantidad muy pequeña, (ó) permaneciendo constante la altura, el radio 
pequeña. 


Sol. (a) 


nrhdh 

vV + A* ’ 


(b) n 


h 1 + 2r» 

VfHT* 


+ 2r 


dr 


constante el radio, aumenta su 
aumenta en una cantidad muy 


Hallar con cuatro cifras decimales (a) la raíz real de x 3 + 3* + I =0, (ó) la menor de las raíces áe e~* — sen x , (c) la 
raíz de jc* H- ín = 2, (d) la raíz de * — eos x = 0. Sol. (a) —0,3222, (b) 0,5885, (c) 1,3141, (d) 0,7391. 



Capítulo 24 


Trazado de curvas 

UNA CURVA ALGEBRAICA PLANA es aquella cuya ecuación puede escribirse en la forma general 

ay + {bx + c) y - 1 + (dx* + ex +f)y~ 2 + • • u n (x) = 0 

en donde u„(x) es un polinomio de grado n . Seguidamente veremos las propiedades de este tipo 
de curvas. 

SIMETRIA. Una curva es simétrica con respecto a 

(1) el eje x, si su ecuación no varía al cambiar y por — y ; 

(2) el eje y , si su ecuación no varía al cambiar x por —x; 

(3) el origen, si la ecuación no varía al cambiar x por —x e y por —y simultáneamente; 

(4) la recta y = x (bisectriz del primer cuadrante), si la ecuación no varía al intercambiar x con y . 

INTERSECCION CON LOS EJES. Los puntos de intersección con el eje x se obtienen despejando x 

en la ecuación y = 0. Los puntos de intersección con el eje y se obtienen despejando y en la ecua¬ 

ción x — 0. 


CAMPO DE VARIACION. El campo de variación horizontal es el de la variable x, es decir los intervalos 
de x en los cuales está definida la función. 

El campo de variación vertical es el de la función y . 

Un punto (x 0 , ^ 0 ) recibe el nombre de punto aislado de la curva si sus coordenadas satisfacen 
la ecuación de ésta, no sucediendo lo mismo con puntos infinitamente próximos a él. 

MAXIMOS, MINIMOS, INFLEXION Y CONCAVIDAD. Ya se han estudiado en el Capítulo 8. 

ASINTOTAS. La asíntota de una curva es una recta cuya posición viene definida por el límite de una 
secante cuando los dos de puntos de intersección se aproximan indefinidamente a lo largo de ella. 

Una curva tiene asíntotas verticales cuando el coeficiente de la mayor potencia de y , escrita la 
ecuación en la forma anterior, es una función de x formada por uno o más factores lineales (reales). 
A cada uno de estos factores corresponde una asíntota vertical. 

Una curva tiene asíntotas horizontales cuando el coeficiente de la mayor potencia de x, escrita 
la ecuación en la forma ax n + (by + c)x" -1 + (i dy 2 + ey + /)x"~ 2 + • • • =0, es una función de y 
formada por uno ó más factores lineales (reales). Cada uno de estos factores corresponde a una 
asíntota horizontal. 

Para obtener las ecuaciones de las asíntotas oblicuas : 

(1) Se sustituye y por mx + b en la ecuación de la curva y se ordena ésta en la forma 

a 0 x* + a iX" -1 + a 2 x n ~ 2 H-+ a n ^ x + a n = 0 

(2) Resolver el sistema de ecuaciones formado por a 0 ~ 0 y a x = 0, y hallar los valores de m y ó. 

(3) Para cada par de valores m y b se obtiene una asíntota de ecuación y = mx + b. 

Si a x — 0, para hallar el valor de b se resuelve el sistema formado por a 0 — 0 y a 2 = 0 
para obtener (3). 
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PUNTOS SINGULARES. Un punto singular de una curva algebraica es aquel para el cual la expresión 
dyjdx presenta la forma indeterminada 0/0. 

dy ?(x) 

Para hallar los puntos singulares de una curva se obtiene y, sin efectuar simplifica¬ 

os h(.x) 

ciones de factores comunes, se determinan las raíces comunes de g(x) = 0 y h(x) = 0. 

Si (s 0 , y 0 ) es un punto singular de la curva, se puede facilitar su estudio posterior efectuando 
los cambios x = x f '+ x 0t y — y* + y 0 * En el nuevo sistema de coordenadas, el punto singular 
es el origen (0,0). 

PUNTO SINGULAR EN EL ORIGEN. La ecuación de una curva que pasa por el origen se puede poner 
en la forma 

(a x x + b x y) + (a 2 x 2 4- b 2 xy + c 2 y 2 ) + (a 9 x 3 + b 9 x 2 y + c 9 xy 2 + d^y 3 ) H-= 0 

Si a x — b x = 0 el origen es un punto singular de la curva. 

Si a x = b x = 0 no siendo nulos a 2 , b 2 y c 2 simultáneamente, el punto singular recibe el nombre 
de punto doble . 

Si a x = b x — a 2 = b 2 = c 2 — 0, no siendo nulos a 3 , b 9 , c 3 y d 9 simultáneamente, el punto sin¬ 
gular recibe el nombre de punto triple y así sucesivamente. 

CLASIFICACION DE LOS PUNTOS DOBLES EN EL ORIGEN 

A. £*2^0. 

(1) Se sustituye y por mx en el término a¿x 2 +b 2 xy + c¿y 2 , obteniéndose (c¿n* + bgn 
+ a t )x i . 

(2) Se despeja m de la ecuación c¿n 2 + b¿n + a 2 = 0. 

Si las raíces m x y m 2 son reales y distintas, la curva tiene dos tangentes, y = m x x 
e y = m 2 x en el origen y el punto doble recibe el nombre de punto nodal . 

Si las raíces son reales e iguales, la curva tiene una tangente en el origen y el punto 
doble recibe el nombre de 

(a) retroceso , siempre que la curva no continúe después del origen. 

(ó) tacnodal , siempre que la curva continúe después del origen. 

En algún caso, el origen puede ser un punto aislado. 

Si las raíces son imaginarias, el origen es un punto doble aislado. 



Nodal Retroceso Retroceso Tacnodal Punto aislado 


Fig. 24-1 

B. c 2 — 0, a 2 0. 

Se sustituye x por ny en el término a^x % + bfXy, y se procede como en A. 

C. a 2 — c 2 — 0, b 2 ^ 0. 

El origen es un punto nodal y las dos tangentes son los ejes coordenados. 
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Problemas resueltos 


ASINTOTAS 

1. Hallar las ecuaciones de las asíntotas de Ja curva >^(1 + jc) = jc 3 (1 —jc). 

El coeficiente de la mayor potencia de y es (1 + jc); la recta jc + 1 = 0 es una asíntota vertical. No tiene asíntotas 
horizontales porque el coeficiente de la mayor potencia de x es una constante. 

Para hallar las asíntotas oblicuas, sustituimos y por mx + b t obteniendo, 

(m* + 1)jc 3 + ( m * + Imb — l)* 1 + b(b 4 - 2m)x + ¿> 8 = 0 ( J ) 

Se resuelve ahora el sistema formado por las ecuaciones que resultan de igualar a oero los coeficientes de las dos potencias 
más altas de x 

m a 4- 1 = 0 y m 2 + 2mb — 1=0 

Como las soluciones de este sistema son imaginarias, no hay asíntotas oblicuas. (Ver Fig. 24-2.) 


2. Hallar las ecuaciones de las asíntotas de la curva jc 3 + y* — 6jc 3 = 0. 

Carece de asíntotas horizontales y verticales, ya que los coeficientes de las potencias más altas de x e y son cons¬ 
tantes. 

Para hallar las asíntotas oblicuas, sustituimos y por wx + 6, obteniendo, 

(m 3 + 1)jc 3 4- 3 (m*b — 2)x 1 + 3 mb*x + b 3 = 0 (/) 

Resolviendo el sistema formado por m 3 + 1 = 0 y m 3 b — 2=0, resultan m — —1, b — 2. La ecuación de la asíntota 
oblicua es y = —x 4- 2. 

Sustituyendo m = —1 y b = 2 en (i), la ecuación se transforma en —12x + 8 = 0. El punto x = 2fS es Ja abscisa 
del punto de intersección de la curva con su asíntota. (Ver Fig. 24-3.) 


3. Hallar las ecuaciones de las asíntotas de la curva y 2 (x — 1) — x 3 =0. 

El coeficiente de la más alta de y es (jc — 1); la recta jc — 1 = 0 es una asíntota vertical. Carece de asíntotas hori¬ 
zontales. 

Para hallar las asíntotas oblicuas, sustituimos y por mx + 6, obteniendo, 


(m 2 — 1 )jc 3 + m(2b — m)x 3 + b(b — 2m)jc — b 2 = 0 


0 ) 


Resolviendo el sistema formado por m* — 1 = 0 y m(2b — m) = 0, resultan m = l, 6 = Jyw = —1, b = —Las 
ecuaciones de las asíntotas son >^ = jc + jey = —jc — i. 

La asíntota y — x + i, corta a la curva en un punto cuya abscisa se obtiene de J(J — 2)jc — J = 0, es decir, jc = — J. 
La abscisa del punto de intersección de la curva y la asíntota y — — jc — J es igual a —i. (Ver Fig. 24-4.) 


PUNTOS SINGULARES 

4. Hallar los puntos singulares de la curva ^*(1 + jc) = jc*(1 —jc). 

Los términos de la potencia menor son de segundo grado; por tanto el origen es un punto doble. 

Como c t ^ 0, esto es, hay término en y* t sustituimos y por mjc en y 3 — jc 1 e igualamos a cero el coeficiente de x*> 
obteniéndose m % —1=0. 

Así pues, m = ± 1 y las rectas y = x e y — — jc son tangentes a la curva en el origen. El origen es un modo. 
(Ver Fig. 24-2.) 


5. Hallar los puntos singulares de la curva jc 3 + y 3 — 6jc 3 = 0, 

El término de menor potencia es de segundo grado; por tanto, el origen es un punto doble. 

Como c% = 0, sustituimos jc por ny en el término de menor grado e igualamos a cero el coeficiente de y 3 , obte¬ 
niendo n % = 0. Hay una sola tangente, jc = 0, a la curva en el origen. 

El punto doble es de retroceso, ya que, cuando y = —f, la ecuación jc 3 — 6x* — £ 3 =0 tiene, según la regla de los 
signos de Descartes, una raíz positiva y dos imaginarias, y en consecuencia, la curva no continúa después del origqif 
(Ver Fig. 24-3.) 
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6. Hallar los puntos singulares de la curva y\x — 1) — x* = 0. 

El término de menor potencia es de segundo grado; por tanto, el origen es un punto doble. 

Como c 2 # 0, sustituimos y por mx en el término de menor grado e igualamos a cero el coeficiente de x a , obte¬ 
niendo m % = 0. El origen es un punto de retroceso, ya que aunque para x < 0, y está definida, para 0 < x < 1, y es 
imaginario. (Ver Fig. 24-4.) 


7. Dada la función y z ( x 2 —4) = x 4 , hallar (a) los puntos singulares y (b) las asíntotas. 

(a) El origen es un punto doble. Como a% = b 2 = 0 y c 2 ^ 0, el resultado de sustituir y = mx e igualar a cero es 

m 2 = 0. El origen es un punto doble aislado, ya que cuando x tiende a 0, y es imaginario. 

« 

( b ) Las rectas x = 2 y x = —2 son asíntotas verticales. 

Para hallar las asíntotas oblicuas, sustituimos y por mx + b; resulta, 

(m* — l)x* + 2mbx* + (6 2 — 4m 2 )* 2 — 8 mbx — 46 s = 0 

Resolviendo el sistema m 2 — 1 = 0 y mb ~ 0, se obtienen m — 1, ó = 0 y m = —1, 6 = 0. Las ecuaciones de las 

asíntotas son y = x ey ~ — x . Las asíntotas oblicuas cortan a la curva en el origen. (Ver Fig. 24-5). 


TRAZADO DE CURVAS 

8 . Estudiar y representar la curva y 2 (l + x) = x 2 (l — *). 

Simetría. La curva es simétrica con respecto al eje x . 

Intersección con ¡os ejes . Corta al eje x en x = 0 y x — 1. Corta al 
eje y en y = 0. 

Campo de variación . La curva está definida en el intervalo —1 < x 
^ 1 y para todos los valores de y . 


Máximos y mínimos , etc. La curva consta de dos ramas, y — 


xVl —x 
\TT~x 


e y = 

dy 

dx 


Vi-. 


Vi +x 

1 — X — x 2 
(1 + Jt) 37 *U — x) l/T 


Para la primera de ellas 

d*y 
dx 2 


x — 2 


(1 + JC) 5/3 (1 — JC) 3/2 



Los valores críticos son x = 1 y (—1 + Vsj/2. El punto |— + —2 j ^ ^ m {n¡ mo . 

No tiene puntos de inflexión. La rama es convexa. 

■i + V5“ (—i + VT)VVs— 2 


Por simetría, hay un mínimo en 


| y la 


segunda rama es convexa. 


Asíntotas . La recta (ver Problema 1) x = —1 es una asíntota vertical. 

Puntos singulares . El origen (ver Problema 4) es un punto nodal y las tangentes en él son las rectas y — x e y — — x. 


9. Estudiar y representar la curva y 3 — * 2 (6 — *) = 0. (Ver Figura 24-3.) 

Simetría . Carece de simetría. 

Intersección con ¡os ejes . Los puntos de intersección *=0, jc = 6ey = 0. 

Campo de variación . Está definida para todos los valores de x e y. 

dy 4 — x d 2 y —8 

Máximos y mínimos, etc. — =y _ = 

Los valores críticos son x = 0, 4, 6; el punto (0, 0) es un mínimo y (4, 2^/4) es un máximo. El punto (6,0) es de infle¬ 
xión; la curva es convexa a la izquierda y cóncava a la derecha. 

Asíntotas. La recta (ver Problema 2) y = —x + 2 es una asíntota. 

Puntos singulares . El origen (ver Problema 5) es un punto de retroceso; la tangente en él es el eje y. 
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Ffc.24-3 Fig. 24-4 


10. Estudiar y representar la curva y\x — 1) — x z — 0. (Ver Fig. 24-4.) 

Simetría . La curva es simétrica con respecto al eje x. 

Intersección con los ejes . Los puntos de intersección son x — 0 e y = 0. 

Campo de variación . La curva está defínida en los intervalos —oo<*<0yx>l y para todos los valores de y. 

Máximos y mínimos , etc. Para la rama y — x 

dy _ (2x — 3)* l/2 d 2 y 3 

dx 2(x — l) 3/í y dx 2 4x l/! (x — l) s/í 

Los valores críticos son x = 0 y 3/2. El punto (3/2, 3 a/3/2) es un mínimo. Carece de puntos de inflexión. La rama es 
cóncava. Por simetría, hay un máximo en el punto (3/2, —3\/3/2) sobre la rama y — —xj/ x % f y esta rama es 
convexa. 

Asíntotas. Las rectas x = 1, y = x + £, y — —x — | son asíntotas. (Ver Problema 3.) 

Puntos singulares. El origen es un punto de retroceso (ver Problema 6). La recta y = 0 es tangente en él. 



11. Estudiar y representar la curva y\x 2 — 4) = x*. 

Simetría. La curva es simétrica con respecto a los ejes coor¬ 
denados y respecto del origen. 

Intersección con los ejes. Los puntos de intersección son 
jí = 0 e }» = 0. 

Campo de variación . La curva está definida en los intervalos 
— oo < x < —2 y 2 < x < 4- °o y en los — oo < y £ —4 y 
4 ^ y < + co. El punto (0, 0) es un punto aislado. 

Máximos y mínimos , etc. 

x 2 

Para la rama y = — — , x > 2, 

y x 2 — 4 

dy _ x 3 — Sx d 2 y __ 4jc 2 + 32 

~dx ~ lx 2 — 4) 3,a y ~d^ (x* — 4) 5 '* 

El valor crítico es x = 2*s/2, La rama es cóncava y en el punto 
(2\/Y f 4) tiene un mínimo. 

Por simetría, hay un mínimo en el punto (— 2^/2 y 4) y máxi¬ 
mos en los {2^/2, —4) y (— 2 J s/2 t —4). 

Asíntotas, puntos singulares. Ver Problema 7. 


V! 

\ 


/ 

/ 

/ 

/ 

€. _ 

i 

/ ! 

12 X 

1 7 

'< /° 
y 

a 

/ 

/ 

_ / _ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/i 

1 \ 

ír^. 

ir(* J - 

4) = x l 


Fig. 24-5 
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12. Estudiar y representar la curva (x + 3) (x 2 + y 2 ) ~ 4. 

Antes de comenzar a estudiar la curva, tratemos de averiguar si 
tiene algún punto singular. En caso afirmativo se hace una traslación de 
ejes de forma que el nuevo origen sea dicho punto. 

± ,_(i± »<i±4ija<s±i=v2.. B!I ..._ 2 ,,.o 

dx (x + 3 ) 2 y 

y presenta la forma indeterminada-^. El punto (—2, 0) es un punto 
singular. 

Haciendo el cambio de coordenadas x = x' — 2,y=y', la ecuación 
dada se transforma en y' 2 (x' -f 1) + x' 3 — 3x' 2 = 0. 

Simetría. La curva es simétrica con respecto al eje x'. 

Intersección con los ejes. Los puntos de intersección son x' = 0, 
x' = 3, e y' — 0. 

Campo de variación. La curva está definida en el intervalo 
—1 < x' ^ 3 y para todos los valores de y'. 

Máximos y mínimos , etc. 

o . , x'y/3 — x' 

Para la rama y =- - 

Vx' + l 

dy f _ 3 —x' 2 d 2 y f _ —12 

dx' ~ (3 — x')^ 2 (x' 4- 1) 3/2 y dx' 2 ~ (3 — x') 3/a (x' -f 1) 5/2 



Fig. 24-6 


Los valores críticos son x' = y/ 3 y 3. El punto (V3, V 6V3 —9) es un máximo. La rama es convexa. 

Por simetría, ( \/3 , V 6yT— 9) es un mínimo de la otra rama que es cóncava. 

Asíntotas. La recta x ' = —1 es una asíntota vertical. Para hallar las asíntotas oblicuas, sustituimos y' por 
mx' 4- ó, obteniendo (m 8 4* l)x' s + • * • = 0. Carece de asíntotas oblicuas. ¿Por qué? 

Puntos singulares . El origen es un punto doble. Cuando y' se sustituye por mx' en el término de menor grado, 
y' 2 — 3x' 2 resulta (m 2 — 3)x' 2 . De m 2 — 3 = 0 se deduce m = ± y/3 y las tangentes (en punto nodal) son>' = ± J \/3x'. 

En el sistema inicial de coordenadas, (\/3 — 2, V 6\/3 — 9) es un máximo y (\^3~— 2, —V 6\/3 — 9 ) es un 
mínimo. La recta x = —3 es una asíntota vertical. El punto (—2,0) es un nodo, las ecuaciones de las tangentes, no¬ 
dales son y = ±\/3(x 4~ 2). 


Problemas propuestos 


Estudiar y dibujar las curvas siguientes. 

13. (x — 2) (x — 6 )y = 2x 2 

14. x(3 — x 2 )y = 1 

15. (1 — x 2 )y = x 4 

16. xy = (x 2 — 9) 2 

17. 2 xy = (jc 2 — l) 3 

18. x(x 2 — 4)y = x 2 —6 

19. y 2 — x(x 2 — 4) 

20. y 2 = (x 2 — l)(x 2 — 4) 

21. xy 2 = x 2 4~ 3x 4- 2 

22. (x 2 — 2x — 3)y 2 = 2x4-3 


23. x(x—J)y = x 2 — 4 

24. (jc 4- 1) (x 4- 4 ) 2 y 2 = x(x 2 — 4) 

25. y 2 = .4x 2 (4 —x 8 ) 

26. y 2 = 5x 4 4~ 4x 5 

27. y 3 = * 2 (8 —x 2 ) 

28. > 3 = jc 2 (3 — x) 

29. (x 2 —1)> 3 - x 8 

30. (jc — 3)> 3 = x 4 

31. (x — 6)y 2 = x 2 (x — 4) 

32. (x 8 —16 )y 2 = x 3 (x —2) 


33. (x 2 4- y 2 ) 2 = Sxy 

34. (x 2 + y 2 ) 2 = 4x 2 y 2 

35. y 4 — 4x> 2 = x 4 

36. (x 2 4- y 2 ) 3 = 4xy(x 2 — y 2 ) 

37. y 2 = jc(x — 3) 2 

38. y 2 = x(x — 2) 3 

39. 3 y* = x(x 2 — 9) 3 

40. x 2 y 3 = (x — 3) 2 







Capítulo 25 


Fórmulas fundamentales de integración 


UNA FUNCION F(x) cuya derivada, en un cierto intervalo del eje x, F'(x) = f(x ), decimos que F(jc) es 
la primitiva o integral indefinida de f(x). La integral indefinida de una función dada no es única; 
por ejemplo: x\ x 2 + 5, x 2 — 4 son las primitivas o integrales indefinidas de f(x) = 2x ya que 

~~ (x 2 ) = (x 2 + 5) = (x 2 — 4) = 2x. Todas las primitivas de /(x) = 2x están representadas 

por la expresión x 2 +{C, en la que C es una constante cualquiera y que se denomina constante 
de integración. 


La primitiva o integral indefinida de la función /(x) se representa por medio del símbolo J /(x) 
dx . Por ejemplo: J*2 xdx — x 2 + C. 


FORMULAS FUNDAMENTALES DE INTEGRACION. Algunas de las expresiones que figuran a con¬ 
tinuación se deducen de forma inmediata de las fórmulas de derivación vistas en capítulos ante¬ 
riores. La fórmula 25 se puede comprobar teniendo en cuenta que 


du 


\uVa 2 — u 2 + \a 2 are sen— + C j = Va 2 — u 2 


En algunas fórmulas aparece el signo de valor absoluto. Por ejemplo, escribimos 


5. 

en lugar de 


/ir = ln M + c 


5(a). f — = ln u + C, w > 0 5(6). f — = ln (~u) + C, u< 0 

*/ tí »/ tí 

/ tag u du - ln |sec u\ + C 


10 . 

-n lugar de 

10(a). 


S 


tag u du = ln sec u + C, siendo u tal que sec u — 1 

10(6). J' tag u du = ln (— sec u) + C, siendo u tal que sec u — —1 

1 . /¿[/(*)]d* - /<*) + C 

2 . j* (u + v) dx = J* u dx + ^ v dx 


9. 

10 . 


3. 

4. 

5. 

\ 

7. 

8. 


^ audx = a j udx, siendo a una constante 11. 


^ eos u du = sen u + C 
j* tag u du = ln |sec u\ + C 
j* cot u du = ln|senu| + C 


s* 

i 

/“■ 

/<■ 

s 


du — 


m + 1 


+ C, m¥= —1 


— = ln \u\ + C 
u 


du — 


ln a 

du = e u + C 


+ C, a > 0, a ¥= 1 


sen u du ~ — eos u + C 


J ' sec u du = ln | sec u + tag u | + C 

^ esc u du = ln | esc u — cot u | + C 

^ sec 8 u du = tag u + C 

esc 8 u du = —cot u + C 

16. s sec u tag u du = sec u + C 


12 . 

13. 

14. 

15. 
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"• f esc u cot u du = — esc u 4 C 

18. i* ^ U — are sen— 4 C 
J yja 1 - u* a 

in r du 1 . u , „ 

13- I "T“í—r = —are tag —h C 

J a*+ u* a a 

_ f du 1 u . , 

20. 1 — = — are sec- V i 

J uyju* — a 2 a a 

a- = fin + C 

J u 4 — a* 2 a u 4 a | 

a- f-r^-í = f in|i±^ + c 

J a 1 — u 4 2o a — u 


are sen—(■ C 
a 


1 ** I sv 

= — are sec-h C 

a a 


L f-^= = 1» 

vu*Tfl* 

1. /-=*= = ln 


V4o*) 4 C 


u 4 VM , -fl , l 4 C 


25. I yo* — u 4 du = ^uv®* — «* 4 ^o* are sen — 4 C 


u* 4 a* du = 


4 ¿a* ln (u 4 V w * 4 a*) 4 C 


27. | Vu 4 — a* du = £uVw* —a* 

— ¿a* ln | u 4 Vw* — a 1 1 4 C 


’d* = y 4 C 


x“ ,/4 dx = Í-4C = 3x 1/4 4 C 

1/o 


Problemas resueltos 

1. JVdx = y+c 3. Jfcd* = JV*dz = Jñ+C = f* 4/ * + 

t /$ = /.-* = ?^ + C = -; + C 4. /•-“* -W +C " to, ' ,+ 

5. ^ (2** — 6x + 3) dx =' 2 j" x‘ dx — 6 x dx + 3 dx = + 3x + C 

6. J*(l -x)V¿dx *- J* (x*'* - x*'*) dx = J” x' /l dx - J* x^d* = §x"'* - $x»'* + C 

7. J* (3« + 4)* ds = J" (9«* + 24s + 16) da = 9(¿«*) + 24($s*) + 16» + C = 3«* + 12** + 16* + C 


8. --dx — j" (x + 6 — 4x~*) dx = •g-x' + 5x — + C = £** + 6x + ^-+ C 

9. Calcular: (a) J (x* + 2)« • 3x* dx, (¿) J (x* + 2) 1 '*x* dx, (c) J , (d) J y== = • 


Haciendo el cambio x 4 4 2 = o; tendremos du = 3x s dx. 


(a) (x 4 4 2)* • 3x 4 dx — ^ u 1 du = £w 4 4 C = £(x 4 4 2) 4 4 C 

(8) J'(x‘ + 2) 1 '*x*dx = | J* (x J 4 - 2) 1 '* • 3x* dx = | J* u 1 '* du = C = |(x*+2) M + C 


<•> /tíq^i = s-|JV+a--s»'<¡, 


!/*-*• - -!(!“-) 


+ c - ~¡F7i? + c 


J ** dx = I J(x*+2)-' < 3x«dx = |J w-‘ /4 du = §-f«’ /4 +C = |(x* + 2 r+C 


10. Calcular 


Haciendo el cambio 1 — 2x 2 = u; tendremos du — —4xdx. 


J* 3xVl - 2x* dx = 3 (- i) f (! - 2X*) 1 '* (-4x dx) 


= -- I u 1/% du 


11. Calcular 


(x 4 3) dx 


= “ T * F w#/i + C = ”4(1“ 2x f ) 3/4 4 C 
4 o 6 

Haciendo el cambio jc 2 4 6x = u; tendremos du = (2* 4 6) dx. 


y . É — V f f A l A4HVlVldUV V* wv I Vrt » J VlilVV I v / " 

(x 2 4 óx) 1 /* 


= f lu*" + C = |(x*+6x) ,/ * + C 
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^ yj 1 — x 1 x dx 

= J (l-x*)*' s (-2s dx) = 

J* yjx * — 2x 4 dx 

= ^(1-2 x'V'xdx = -ij 


= -7*|(1-2x*) m + C = - 

4 a 

w*- 

J ,+2 ?„ + -«. = JV-4 

r ** + 2 x 

J<*+u* dx = 

/ {* “ (x + l)*} dx = x + 


= f (x~ ut 4- 2x 1/ *"+ * ,/l ) dx = 2x ,/ * + + §*- + C 


x + 1 


+ C 


FORMULAS 5-7 

dx 


«• Ir = ta "' + c "• JiTí = + c 

' S 2x — 3 = ^ S ^ ~ l w l + ^ “ ^ln|2x —3| + C, siendo u = 2x — 3 y du = 2 dx, o 

/s£> = i/'lSr = l 1 "i 2 - s i + c 

• f -§^1 = l/Jrrf = | ln l* ,_1 l + c = ¿ln|**-l| + lnc = lneVl*‘-l| 

• fr^T = -sfr^ = “4 ,n |1 -2**l + c = ln r, c 

J 1-2** 6J 1-2*’ 6 ' ^/|1 - 2*3| 

21 '/frf dx = J*( 1 + Fn)* s = * + in i»+ii + c 

. f fdx = -f e-’(-dx) = -e~’ + C 24. f e’*dx - jj'e’USdx) = £ + C 

■ = í(^)+c »• = -/«■'•(-$) = -«“ + c 

. (e* + 1)* e* dar = u a du = + C = ^ + C siendo u = e*+l y du — e’dx, o 

J" (e‘ + 1)* e* dx = J'(e*+l) , d(e*+l) = l e ** 1)4 + C 

•■f-á r - /££,- = -.Ml + «*) + C = .nj^+C 

= * - ln (1 + e‘) + C 

El signo de valor absoluto no se precisa aquí, ya que 1 + e~ x >0 para todos los valores de x. 


FORMULAS 8-17 


28. 

t. * 

j~ sen £x dx = 

2 .f 

i 

sen £x * \dx = — 2 eos \x + C 

»■ j 

eos 3x dx = 


eos 3x • 3 dx — sen 3x + C 

30. I 

i' 

|~ sen*x cosx dx 

= 

/* /* sen * x 

1 sen* x (eos x dx) — 1 sen*xd(senx) = + C 

«• j 

f tag x dx = 

f senx dx = f sení<,lt = — ln |cosx| + C - ln |sec x\ + C 

J COSX J cosx 

**■ j 

[ tag £x dx = 

IJ 

* i 

lag 2x • 2dx = „ln |sec2x| + C 

¿t 

”■ j 

r 

\ x cot x* dx = 

1 

2 . 

^ cotx* • 2x dx = ^ln |senx*| + C 
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sec x + tag x 


i* sec x dx = f sec a; (sec x + tag *) ¿x = ÍMecxjagx + a&x dx = ln | 

J J sec x + tag x J sec x + tag x 

f sec Vx = 2 | sec x 112 • — x " 1/2 dx = 5J ln | sec \^x + tag \f x | + C 

«' ' 2 

(" sec 2 2 ax dx = C sec 2 2 ax * 2a dx = ta 8 2 ax + £ 

J 2a J 2a 

f sen x cos x dx “ r (tag x + 1 ) dx = ln |sec x| -f x + C 
,/ cos X J 

f sen y = r tag ¡y sec y dy = sec + C 

J eos 2 y J 

J (1 + tag x ) 2 dx = (1 + 2 tag x + tag 2 x) dx = (sec 2 x + 2 tag x) dx 


dx — ln | sec x + tag x | + C 


tag x + 2 ln |sec x| + C 


e x cos e* dx = J cos e* • e x dx = sen e* + C 


X I /* e 3 eos 2* 

e 3tMl * sen 2 x dx = e 3cos2x (-6 sen 2 x dx) =--—+ C 

f - - f t - C0S 2 X dx = r 1 ~~ cos x dx = r (esc 2 x — cot x esc x) dx 

J 1 + cos x J 1 — eos 2 X J sen 2 X J 


= — cot X + CSC X + C 


(tag 2 x + sec 2 x) ; dx = (tag 2 2 x + 2 tag 2 x sec 2 x + sec* 2 x) dx 

= J (2 sec 2 2 x + 2 tag 2 x sec 2 x — 1 ) dx = tag 2 x + sec 2 x — x + C 
C C du C du fsec 2 iu-$du 

I esc u du = I - = I o-í- r~ — I -:-;- = ln tag Au + C 

J J sen u J 2 sen £u cos J tag 1 * 

(sec 4x — l ) 2 dx = (sec 2 4x — 2 sec 4x + 1) dx = ¿ tag 4x — ^ ln | sec 4x + tag 4x | + x -f C 

C sec x tag x dx = 1 C sec x tag x -b dx = X , n | fl + 6 sec x | + C 

J a, + b sec x o J a + 6 sec x & 

/ dx — r sen 2x dx _ 1 T sen 2x • 2 dx _ 1 lri M rnn 0 v . 

esc 2* — cot 2x - J 1 - cos 2* ~ 2 J l- C os2x " 2 ln (1 “ C0S 2x) + C 

= £ln(2sen**) + C' = £(ln 2 + 2 ln |sen x\) + C' = ln|sen*| + C 


1 „ = ^ ln (1 - cos 2x) + C' 

cos 2x 2 


FORMULAS 18-20 


= are sen x + C 


'• Jlf? = * rcta ** + C 52 - J 94^ 

(. r — - = are sec x + C 53. T 

J x\ x* — 1 J V25 — 

, r dx 1 f 2dx 1 2 * , ^ 

*• J 4**T9 = 2J W+y = 6 arcta8 T + C 

/ dx _ r* 2 dx _ 1 2 x 

“ i 2*V(2*)* — 3* " 3 arC S6C 3 

5 . r = | C-&J3L. = i are sen x* + C 

J Vi-*' 3 J Vi - (*’)’ 3 


J ax x . ^ 

. = are sen — + C 

Vw 2 

/ dx 1 x . n 

9+F = 3 arctag 3 + C 


/ d* 1 r Id* 1 4x , y-, 

. = 7 I , = 7 are sen— + C 

a/ 5>K-1R*» 4 J V5* - (4x^* 4 6 


!* 1 . 2 x . _ 

T¥ = 6 arcta8 T + c 


2* V( 2 x)* - 3' 


1 2 x , ^ 

= — are sec — 4- C 

3 3 


. C xdx 1 C 2xdx 11 x 1 - n v3 tnn x*v3 . r 

■ = 2j (ÍT + 3 = 2\7f arC,ag vf +C = -g- “re tag —g I- C 
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58. 


59. 


C dx - 1 C 2 xdx _ 1 2 , ^ 1 1 , _ 

I — - - I — - - — are sec x 2 + C = -arccos-r + C 

J xyfc^l 2 J x 2 V(x*) 2 -1 2 2 * 


/ dx 
a/ 4 — fx 


"• X 
■X 


62, 


63. 


64. 


65. 


66 . 


67. 


V4 - (x + 2 )* 

3x s - 4x 2 + 3x 
x 2 + 1 

sec a; tag x da; 
9 + 4 sec 2 x 


= are sen 


x + 2 _l ^ T dx f e x dx t r , ^ 

~2~ + c 60 - J = J i^TT = arc lag e + c 


' - /( 3:E - 4 + m) daC = ^-4* + 4 

JL f 2 _sec * tag * dx 

2 J 3 a 


+ 1 

arc tag a; + C 


+ (2 sec a ) 2 


1 4 2 sec x , ~ 

- g arc tag —--h C 


/* (x + 3) dx _ 

/• x dx 

f 3 ( 

^ dx 

1 

« 

1 

J Vi -x* 

* J 

vr^-x* 

(2x — 7) dx _ 

r 2 x dx 

• 7 f 

dx 

) x‘ + 9 

J x* + 9 

J 

x* + 9 


— ln (a; 2 + 9) - —are tag j + C 


f dj/ 

r dy 

_ C dy 

J j' + 10j/ + 30 

J (y* + 10y + 25) + 6 

J {y + 5) 2 + 5 

C dx _ 

í dx 

f dx 

.1 V20 + 8x-x* 

J y/36 - (x 1 - 8* + 16) 

J y/36 - (x 

r dx 

r 2 dx r 

2 dx _ 

J 2x 2 + 2x + 5 

J 4x* + 4x +10 - J 

(2x +1) 2 + 9 “ : 


— -g- are tag---h C 


= arc sen — — ^ + C 




2x + 2 


4x + 8 
1 f (2a; — 4) cía; 


= I f (2a;- 

2 J ¿ 2 - 


dx 

+ 3 


-iX 

r dx 
J (x-2 ) 2 


< 2 *~ 4 > + 6 dx 
x 2 - 4x + 8 


2 x + l 


+ C 


ir (2x - 
2 j x 2 - 


— 4) dx 


4a: + 8 


+ 3 


Sv- 


dx 


4x + 8 


+T ~ X ln (x 2 - 4x + 8 ) + | arc tag - g 2 + C 


4¡r + 8 

El signo de valor absoluto no se precisa aquí, ya que x 2 — 4x 4 - 8 > 0 para todos^los valores de x. 


69. 


70. 


x 


dx 


V28 - 12 x - x 2 
x + 3 


.r 


dx 


J x-\- 6 
yjb — 4x — x % 


V64 - (** + 12z + 36) 

r ■ ~ 2x - 6 

¿ J V5 - 4* - 

dx + 


= i 


dx 


■ -íx 


\/5 — 4x — x® 
—2x — 4 


yfb — 4x — x 2 

_ ÍJ vfc-te-?*' + V9^ 


V64 - (x + 6) 2 

-i f (-2r-4)- 2 <fa 
2 V5 - 4x - ¡r* 
f dx 

^ V5 — 4x — x* 
dx 


x + 6 , - 

= arc sen —-- 1 - C 


8 


V5 

= —V5 — 4x — x* + arc sen 


V9 ~ (x + 2) 2 


x + 2 


+ C 


71 f 2x + 3 dr - j f 18x + 27 _ i f <18* - 12) + 39 ¿ 

J 9* 2 -12x + 8 9j gx^Ux + S** 9 J 9* 1 — 12 x + 8 


12 x + 8 
18x - 12 


= I f -12 . , 13 f dx 

9 J 9a : 2 - 12x + 8 3 J ( 3 x - 2)' + 4 

= ¿ ln (9x 2 - 12 x + 8 ) +|| arc tag 3x ~ 2 + C 


72. f -ü+^- dx = = -i f 

•J V4* — x 1 2 V 4 * ~ * s 2 


18 ““ 2 

(—2x + 4) - 8 


Vi 


dx 


X — X 1 


1 /' 4 - 2x , . r r¡- 2 , ^ x - 2 , 

= — — ft , dx + 4 I ■ = — v 4x — x 2 + 4 arc sen —-— + 

2 J yjAx - x* ^ a/4 - (x - 2) 2 2 


V4 - (x - 2 ) 
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FORMULAS 21-24 

„ C dx 

73. I -=—r 


cv 


-ln 

x — 1 

4 

C 

76. 

2 

*41 




iln 1 

14x 

4 

C 

77. 

2 

1 -x 




i ,n 

x — r 2 X; 
X +'2; 

4 

c 

78. 


f_^L_ = Iln 
J 9-x 1 6 


34x 


+ C 


dx 


3 — x 

= ln (x 4- VxM-T ) 4 C 


J \fx % + 1 

r dg - = ln | * + yfx 1 — 11 + c 

J 


,« c d - - = - ( -—- = 4 ln ( 2 x + i/4x 2 + 9) + C 

79 ‘ J 2 J yf<W+y 2 

r dz - i T 

J “ 25 3 ^ V^*“ 

f dx _ 1 f 3rfx 

81 ‘ J 9x* -16 3 J (3x)* - 


25 

16 


= ±ln|3*4 V9x l -25| 4 C 


3x — 4 


3x4 4 


82. 


83. 


dy — — 1 

C 4dy 

— JL i n 

5 + 4yl . „ 



26-16J/ 2 4 J 

1 26-(4 y) 1 

“ 40 ln 

6 — Ay \ 




dx _ 1 

C dx 

- - Íln 

(x + 3) - 1 

4 C 

= 4 ln 

x 4 2 

x* + 6x + 8 J 

1 (x + 3)‘- 

1 ~ 2 1 

(x + 3) + 1 


2 

x 4 4 


4 C 


• - Jot? - i'" 

'■ f: 7 = - / 


|2 + (x —2)| 

+ C 

= iln 

X 

fsi 

1 

tT 

1 

M 

4 

4 — x 


+ c 


86 , 


V4« + *’ J V(* + 2)’ - 4 

■ f x + 2 , _ 1 f 2x + 4 _ 1 f 2xdx_ 

’■ J 4- Q * 2 J */ x » +"9 2 J V** + 9 


87 


A*+ 9 
2*-3 


= ln 1« + 2 + V4« + s s | + C 

dx 


4 2 


/ 


V*’+9 


= Vx* + 9 + 2 ln (x + VxM-9 ) + C 

f 2x - 3 lf 8x —12 . _ 1 f 8xdx _ i f 2dx 

* J 4x'-ll d * “4 J 4x 2 -ll d “4.) 4x* — 11 2 J 4x*-11 


= jln |4*’-11| “ ^pln 


2x-y/U 


2x + Vñ 


88 . 


89. 


/ V? 


* + 2 


.dx 


1 r _j 
“ 2 J 


2x + 4 


dx 


^x 2 + 2x — 3 

r 2-x _ jfj 

J 4x* + 4x — 3 d * ~ 8 J 4x* 


= 1 f — 

2 J ,/Zi 


2x+ 2 


dx + 


J 


+ C 
dx 


Vx’ + 2x — 3 ” 2 ^x' + 2x — 3 47 \4(x + l) 1 4 

V* 2 + 2x - 3 + ln | x + 1 + V* 2 + 2x — 3 | + C 


8x —16 


+ 4x — 3 


dx 


- 


8x + 4 t 5 C dx 
+ 4x — 3 d * + 2 J (2x + l) 2 — 4 


= -|ln|4x 2 + 4x-3| + ¿ln +C 


FORMULAS 25-27 

90 


91 


. J" \/25 — x 

. JVs^ 


dx 

4x* dx 


= ^xV25 - x* + y are sen | 4 C 

= |J V3-4x 2 -2dx = |(y V3 - 4x‘ + | are sen ^0 + C 

1 /-i , 3 2x\/3 

= — xv3 — 4x* 4- 7 are sen — 


92. J >/x‘- 


36 dx 


+ C 


ixvV-36 - 18 ln | x + V* 2 “ 36 | + C 
z 
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I. J' V3x* + 5 dx = J' '¡JZx* + 5 • y/zdx = l/3x 2 + B + -|ln (^3 * + y/Zx' + 5 )J + C 


= £xV3x 2 + 5 + ln (V3 * + \/3** + 5) + C 

¿ O 


94. ^ V3 — 2 x — x 1 dx ~ ^ y/4 — (x 4 l ) 2 da; = x ^ 1 V3 — 2x — x* 4- 2 are sen x ^ * 4 C 

95. \/4a;* — 4x 4 5 dx = ~ J* y/ (2a; — l ) 2 4 4 • 2 da; 

= | [ 2 a? 2 ~ 1 ^ 4x '~ 4x + 5 + 2 ln ( 2 a; - 1 4 y/4x 2 - 4* 4 5 )J 4 C 


2 a;-1 


r 4x 2 — 4x 4 5 4 ln ( 2 a; —14- y/4x 2 — 4x 4 5) 4- C 


Problemas propuestos 

Comprobar las siguientes integraciones. 

96. ^ (4x 3 4 3x 2 4 2x 4 5) dx — x 4 4 x 3 4 x 4 4 5x 4 C 

97. J" (3 — 2 x — x 4 ) dx = 3x — x* — x 5 /5 4 C 

98. J (2 - 3x 4 x 8 ) dx = 2x - 3x72 4 x 4 /4 4 C 99. J* (x 2 - l) 2 dx = x75 - 2x73 4 x 4 C 

100. (V* — -Jx 4 2 /Vx) dx = §x 3/2 — ¿x 1 4 4x 1/2 4 C 

101. J (a 4 x ) 3 dx = J(a 4 x ) 4 4 C 112. § (x 3 4 3)x 2 dx = ¿(x 3 4 3 ) 2 4 C 


102 . J" (x — 2 ) 3/ * dx = $(x- 2) 5/2 4 C 

‘«•/s = -¿ +c 

1#4 * X (* - 1)» = “ 20e - 1)' + C 

105. f = 2\/x + 3 + C 

J Vae + 3 

106. V3* — Id* = |(3x — 1 ) 3/3 + C 

107. / V 2 - 3x dx = - f (2 - 3x) 3/a 4 C 

108. J* (2** + 3 ) ,/3 x da: = ^(2x 3 + 3 ) 4/3 + C 

109. J" (x - 1)** da: = Ja : 4 - §x 3 + Jx 3 + C 

110 . J* (x 2 - l)x dx = ¿(x 3 - l ) 2 + C 

111. j ^T+Vv’dv = J(i +1/ 4 ) 3 '* + c 


X dx 
(x 2 4 4 ) 3 


4(x 2 4 4) 


F + C 


113. jP (4 — x 2 ) 2 x‘ dx = fx* - |* 5 + Ja;’ + C 

H4, / (2 ~VY = 2(2-v)* + C 
11= f _*d5_ _ 1 | r 

11S - J (x 2 + 4) 3 - 4(x* + 4) 2 + ° 

116. J' (l~x 3 ) 2 dx = x - Jx 4 + Jx ? + C 

117. f (1 - x 3 ) 2 x dx = Jx* - $x 3 + Jx* + C 

118. J (1 - x‘)*x 3 dx = - $(1 - * 3 )* + C 

119. J (x 2 - x) 4 (2x - 1) dx = J(x* - x) s + C 

120. f = 7-(t 2 + 3) ,/3 + C 

J V^+3 4 

121. f , (x + 4) dg - = V* 1 + 2 x - 4 + C 

J V*’ + 2x - 4 

>“•/«TÉF = ¿<« + W" + C 
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123. $ {l+ J- —dx =-|(l+V?)*+C 

124. f yfx (3 - 5 *) dx = 2** * (1 - *) + C 

125. f dx = |x v * - |* 9/ * - 4* 1 '* + C 

J yx b 6 

i2s - Sá = in|x_i i + c 

127 - / 3Í7T = |l"|3* + l| + C 
128. J^| = §ln(** + 2) + C 

m \ff=? = +C 

180. f dx = * — 2 ln |*+ 1| + C 

181. j X ' + x 2 +2 2 dx = |*« + 21n |* + 2| + C 

»”■ f fíV+Z ** = |ln(*‘ + 2* + 2) + C 

= ta V¡ÜÜ + Cr 

'«•/-"*■ = i£ + c 

135. f e 4 *dx = Je 4 * + C 
188. J' -g- dx = -Je 1 '* 3 + C 

137. f e-‘ Ui xdx = -Je-** + » + C 

138. | a^d* = Je* 3 + C 

139. f (e‘ + l)*dx = Je** + 2e* + * + C 

140. i* (e* — x e ) dx = e* —~~r + C 
J e + 1 

141. J' (e* + l)*e* dx = J(e*+1 )* + C 


47. f = | ln C(* ,/s +D. C >0 

sen 2 x da: = —^ eos 2x + C 
49 J eos \x dx = 2 sen £x 4- C 
50. J* sec 3a; tag 3 x dx = £ tag 3x + C 
«•/ esc* 2 a; da; = —£ cot2x + C 

52. a; sec* x l dx = ^ tag x l + C 

53. j* tag 2 x dx = tag x — a? + C 

54. tag £x dx = 2 ln |sec-Jx| + C 

55. r esc 3x dx = * i» i esc 3x — cot 3 x | + C 


56. I b sec ax tag ax dx = — sec ax 4- C 


57. I (eos x — sen x) 2 dx = x + eos 2x + C 


58. J sen ax eos ax dx = 7^sen*ax 4- C 

= — Tp- eos* ax + C' = — 7- eos 2ax 4- K 
2a 4 a 


€ t* + 3 <*x = 9 ln < e2x + 3 ) + c 


1(^+1)-^ = §e* + 2*-¿ ; + C 
l. ^ + ^ dx = ln (e* 4- 1)* — x 4- C 

'■ f íri dx = in ( --+ 8 r-|. 

, C dx c 

f * J Vxíl ~Vx) n (l-W c> 


dx / = ln (€ 2 * + 3) 2 ' 8 - |x + C 


159. J sen 8 x eos x dx = £ sen 4 x + C 

160. eos 4 x sen x dx = — £ eos* x + C 

¿rNy 161. tag 5 x sec* x dx = ^ tag * x + C 

162. J* cot 4 3x esc* 3x dx = — cot 5 3x + C 

16 ^J 1 — sen Jx = ^í 138 i* + ■“*■) + C 

164. f . . = 1 ~ C03 3x + C 

J 1 + eos 3x 3 sen 3x 

165. r 1 ^ - x + i (cotox - esc ax) 

J 1 + sec ax a 

166. r sec 2 — tag — dx = a tag* — + C 

J a 0 a 2 a 


dx = Iln|tag3x| + C 


■ - X + ~ (cot ax — esc ax) + C 

-r sec ax a 


dx 

Vx(l - yfx) 


ln-——, C>0 


I. f zfjfH: dac = J sec 4 * + C 
,/ csc x 4 
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169. ^ e Ugi * sec 2 2x dx = £e Uf2x + C 

170. J* e tM3 * eos 3a: dx = ¿e 2 ' ea3jc + C 

/ dx xyfb 

- = are sen —— 

6 

/ * 


176. 

177. 


3x 


J = j«r.». T + C 


dx 1 

Vi - 9x a 

da: 1 3a? , _ 

9F+4 = 6 arctag X +C 


171 

172 

173 


^5 


+ C 
xyfZ 


5 +a : 2 

dx __ ye 


■y- are tag — + C 


/ da: V& xV5 

,- = are sec 

x^fx* — 5 5 5 

J e* dx , _ 

— . = are sen e* + C 

Vi - e 2x 

f e 2 *dx 1 u - 

• J TT^ = 2 arctage + C 


174. 

175 


+ C 


178 

179 

180. 


s 
■s 

f sec 2 

’J 


sen 8 x , 1 . sen 2 4a; , - 

7 —-— dx = — are tag —--h C 

9 + sen 4x 12 3 


x dx 1 - 

= 2 are sen (2 tag x) + C 


V1 — 4 tag 2 x 

- X ■ = 4 arc 8611 ln x#/í + C 

V4 — 9 ln 2 x d 


J; 

181. J* + * dx = §*>-* + ^ are tag W2 + C 

r eos 

’ J sen 2 


V2 


V£ 

2 

sen 2 x 




(2x - 3) dx 


184 


= f ( 2 x + 6 ) dx _ f _ 
x 2 + 6 x + 13 J x 2 + 6 x + 13 x 2 

r (x-l)dx ir ( 6 x — 4) dx r 
’ J 3 x 2 - 4 x + 3 6 J 3x 2 - 4x + 3 J 


. I —o~o _l o - -¿r are tag-— + C 

J sen 2 2 x + 8 8 ° 2 V 2 

dx i / * i i < ov 9 4 x + 3 

+ 6 ~ +13 = ln (* + 6 x + 13) — g are tag g I- C 


185. 


186 


187 


4x + 3 
x dx 


9 »«-lL + 9 = |ln(3**-4x + 3)-^arctag^=^+C 


- - y/27 + 6 x - x 2 + 3 


are sen 


x — 3 


+ C 


188 


X VÑ + 6 * - x’ 

. r ■ ^ d X = Vl2x — 4x 2 —* 8 — 4 arc sen (2x — 3) + C 

J Vl2x-4x 2 -8 2 

fwh = Hlrfl + C '”■/ 

+ c 


r i 

J 4x 2 — 9 12 ln 

■/ 


x + 2 , 
2x — 3 


dx _ 1 i 

25 - 9x 2 “ 30 


3x + 5 


+ C 


dx 1 . ! x + S 

= - ln i 


9 — x 


6 ix-3 


2x + 3 

+ C 


■/V? 

■f 


+ 4 
dx 


3x — 5 

= ln (x + \Zx* + 4 ) + C 


r _ = 4ln|2x + V4x 2 - 25 | + C 

V4x f -25 2 


194 


195. 


196 


Vl 6 — 9x 2 dx = ^ xV 16 — 9x* j- j arc sen —^ + C 
^ y/x 2 — 16 dx = ^xy/ x 2 — 16 — 8 ln | x + yfx 2 — 16 | + C 
V4x* + 9 dx = ^xVíx 2 + 9 + £ ln (2x + V4x 2 + 9 ) + C 
. y/x z — 2 x — 3 dx = £(x — 1) V ^ 1 “ 2x — 3 — 2 ln | x — 1 + y/x 2 — 2x — 3 \ + C 

197. ^ Vl 2 + 4x — x 2 dx — -J(x - 2) Vl2 + 4x - x 2 + 8 arc sen \(x — 2) + C 

^ V**~+ 4x dx = ^(x + 2) V ^ 2 + 4x — 2 ln | x + 2 + V ^ 2 + 4x | + C 

.(é — 8 x dx = ^(x — 4) yfx 2 — 8 x — 8 ln | x — 4 + y/x 2 ~ 8 x | + C 

. ^ V^x - x 2 dx = 4 (x — 3) V 6 x x 2 + ~ 


198 


199 


x 3 , ^ 
2 arc sen —g-h C 
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Integración por partes 


INTEGRACION POR PARTES. Sean u y v funciones derivables de x . En estas condiciones, 

d{uv) = udv + vdu 
udv = d(uv) — vdu 

(i) § udv = uv - ^ vdu 

Para aplicar (i) en la práctica, se separa el integrando en dos partes; una de ellas se iguala a u 
y la otra, junto con dx , a dv. (Por esta razón, este método se denomina integración por partes.) 
Es conveniente tener en cuenta los dos criterios siguientes: 

(a) La parte que se iguala a dv debe ser fácilmente integrable. 

( b ) ^ v du no debe ser más complicada que ^ u dv. 

Ejemplo l: Calcular ^ x 3 e**dx . 

Hacemos u = x* y dv = e* 1 x dx\ de donde du = 2x dx y v = Je* 1 . Aplicando la fórmula 
^ x*e**dx = £x* e 1 * — j* xe**dx - ^x 1 + C 

Ejemplo 2: Calcular J" ln (x 1 + 2) dx. 

2xdx 

Hacemos u = ln(x 8 4- 2) y dv = dx; de donde du — x * + 2 ^ v ~ x ' ** or tant0 » 

J" ln (¡r* + 2) dx = * ln (** + 2) - J = * ln (** + 2) - j (2 - -¡^) dx 


= x ln (** + 2) — 2x + 2>¡2 are tag x¡^2 + C 


(Ver Problemas 1-10.) 


FORMULAS DE REDUCCION. Las fórmulas de reducción permiten simplificar el cálculo cuando se 
haya de aplicar la'integración por partes varias veces consecutivas. (Ver Problema 9.) En general, 
una fórmula de reducción es aquella que da lugar a una nueva integral de la misma forma que la 
original, pero con un exponente mayor o menor. Una fórmula de reducción es útil si, finalmente, 
conduce a una integral que se pueda calcular fácilmente. Algunas de las fórmulas más corrientes 
de reducción son: 


(A) 

(B) 

(C) 

(D) 

(E) 


r du _ _lf_ u _ , 2 m — 3 r du \ . . 

(a 1 ± M*) m o*|(2TO-2)(a* i: «*)"■' 2m — 2 J (a* ’ m 

f (a* ± «*)-<*« = M(a,± **)" + W f (a'±u'r-'du , m * -1/2 

2 m +1 2m +1 J 

du _ _ X í m I 2m — 3 r dw 1 

J (u 2 - a 2 )- “ a 2 |(2w-2)(u 2 -a 2 )™- 1 2m - 2 J (u 2 - a 2 )-- 1 ] ’ 

f (m* — a’)“ dtt = _ 2ma? f f w 

J 2m 4-1 2w 4*1 

J u m e a * du = — u m c a “ — — ( u m 

a a J 


1 


1 e aB du 


138 
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^ sen" u 
^ cos m u 


d u — _ sen" ‘ucosu m — 


du = eos"* 1 ti sen u m-l f cos ^ udu 


sen”* m eos" u du = 


—- ( sen "" 2 m 
m J 

- ^ eos"* 2 u di 

‘ + Sif* 


sen" u eos* * u du 


m + n 


^j /* 

- 1 — I scn m ~* u eos" u du . m ^ —n 

m + n ,/ 


t m sen 6u du = — eos 6u 4- -?■ 

o b 


7)i 

eos bu du = — sen bu — -r 

b b 


m f . 

b J “ 


eos bu du 


sen 6« du 


Problemas resueltos 


1 . Calcular xsen xdx. 


(Ver Problema 11.) 


Podemos seguir los siguientes caminos: 

(a) u = x sen x, dv = dx; (b) u = sen x, dv = x dx; (c) u = x, dv = sen x dx. 
(a) u — x sen x, dv — dx . Por tanto du = (sen x + x eos x) dx, v = x, y 


J x sen xdx = x • x sen x — J x(sen x + x eos x) dx 


La integral que resulta es menos sencilla que la original por la cual se descarta este camino. 
(b) u = sen x, dv = x dx . Por tanto d« = eos x dx, v = £x 2 , y 


J x sen x dx = *x 8 sen x - J ¿x 8 eos xdx 


La integral que resulta es menos sencilla que la original y también descartamos este camino, 
(c) tí = x, dv = sen x dx. Por tanto du = dx, v = —eos x, y 


x sen xdx = —xcosx 


eos xdx = —x eosx + sen x + C 


2. Calcular xe x dx . 


Sea « = x, dv = e x dx. Entonces, du — dx, v = e* y 


xe x dx — xe x 


— J e x dx — xe x — e x 


3. Calcular x 2 ln x dx. 


Sea u = ln x, dv — x 2 dx. Por tanto, du = ~’ v " y 


4. Calcular 


f 2 , . x* . f x 3 dx x* . 1 f . 

I x 2 ln x dx — ln x — I ln jc — y I 

J xV1 + xdx. 


x* 1 

dx = -y ln X — y X® + C 


Haciendo u = x, dv — y /1 + x dx. Tendremos di/ = dx, v — f(l 4- x) a/a , y 

J xVT+xdx = y X (1 + X ) 8 ' 8 — y J (1 + X )»' 8 dx = J X (1 + X ) 8 ' 8 — A (1 + X )»/» + C 
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5. Calcular /are sen x dx. 


r 

Haciendo u — are sen x, dv = dx. Tendremos du = dx ¡\/1 — x 2 , v = x t y 


are sen x dx = x are sen x 


= x are sen x + -\hr~- x 2 *f C 


6 . Calcular j sen 2 x dx. 

Haciendo u = sen x, dv — sen x dx. Tendremos du = eos x dx, v = — eos x, y 
J sen 2 x dx ~ — sen x eos x + eos 2 x dx 

= — sen x eos x + J (1 - sen 2 x) dx = — £ sen 2 x + dx — J sen 2 x dx 

Pasando al primer miembro la integral del segundo, 

2 j' sen 2 x dx = — ^ sen 2 x + x + C* y j' sen 2 x dx = £x — £ sen 2 x + C 

7. Calcular I sec 3 x dx. 

Haciendo u ~ sec x, dv = sec 2 x dx. Tendremos du = sec x tag x dx, v = tag x, y 

j" sec 3 x dx = see x tag x — sec x tag 2 x dx = sec x tag x — sec x (sec 2 x — 1 ) dx 

= sec x tag x — ^ sec 3 x dx *f sec x dx 

Por tanto 2 J sec 3 x dx = sec x tag x + j sec x dx = sec x tag x + ln | sec x *f tag x | + C' 

y | sec 3 x dx = £{sec x tag x + ln | sec x + tag x | } + C 

8 . Calcular I x 2 sen x dx. 

t * 

Haciendo u = x 2 , dv — sen x dx. Tendremos du — 2x dx, v = — eos x, y 

j' x 2 sen x dx = — x 2 eos x *f 2 x eos x dx 

Haciendo en la integral resultante u — x y dv = eos x dx. Tendremos du = dx, v = sen x, y 

| x 2 sen x dx = — x 2 eos x *f 2 {x sen x — J sen x dx} 

= — x 2 eos x + 2 x sen x + 2 eos x *f C 

9. Calcular j * x 3 e 21 dx. 

Haciendo u — x 3 , dv = e 2i dx. Tendremos du — 3x 2 dx, v — -^e 2 *, y 

j* x s e 2x dx — x 3 e 2 * — ~ j* x 2 e 2s dx 

Haciendo en la integral resultante u = x 2 y dv — e 7x dx. Tendremos du = 2x dx, v = , y 

J* x 3 e 2 'dx = |x 3 e 2 * - §{|x 2 e 2 ‘ - J 

Haciendo en la integral resultante u = x y dv = e 2x dx. Tendremos du = dx, v = ^e 2 *, y 

/ dx = | *V -§ **«■■ + fíf - \ í e " dx } 


10. (a) Haciendo = x, dv 


*V‘dx = |xV‘ - fxV* + f - 2 J e " dx } 

= ixV* - f xV* + f xe 2 * - fe 2 * + C 

2 4 4 8 

x dx -+-1 

± _ 2 \m í Tendremos du = dx, v = ,g w — 2)(a ! ± x 2 )"" 1 ’ y 


(a* ± x 2 )’ 

f x 2 dx 
.) (a* ± x ! 


(a 2 ± x 2 ) m ( 2 m - 2 )(a 2 ± x 2 ) m 1 2 m 


1 _ C dx 

-2 J (a 2 ±x 2 ) m • , 


(b) Haciendo u-x, dv = x(o 2 ± x 2 )"-> dx; Tendremos du = dx, u = (o . 2 ± x 2 )", y 


f x 2 (a 2 ± x 2 )"-' dL = ~(a 2 ± x 2 )“ + gm J («’ * da; 
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11. Hallar: (a) J* ^ . (*>) j (9 + x 2 ) 3 / 2 dx. 


(¿>) Como la fórmula de reducción (A) reduce a una unidad el exponente del denominador, aplicándola dos veces 
resulta: 


r dx 

J (l + x a 


+ 


(l + x a ) 5/2 3(1 + x 2 ) 3/2 

(ó) Aplicando la fórmula de reducción (B), 


2 C dx 

3 J (l+x 2 ) 3/a 


+ 1 


3(1 + x 2 ) 2/2 " 3 (1 + x 2 ) 1/2 


+ C 


J'(9 + x , ) 2/2 dx = j-i(9 + it 1 ) w + —■ J (9 + x 2 ) ,/2 dx 

= x(9 + x 2 ) 2 ' 2 + ^ {x(9 + x 2 ) 1 ' 2 + 9 ln (x + V9 + x*)} + C 


Problemas propuestos 

12. |" x eos x dx = x sen x + eos x + C 13. ^ x aec 2 3x dx = y tag 3 x, — | ln |sec 3x| + C 

14. J" are coa 2 x dx = x are coa 2x — £ V 1 — 4x* + C 
V f are tag x dx ~ x are tag x — ln Vi + x 2 + C 
16. xYT^dx = -ife(l-x) 3/l (15x 2 + 12x + 8) + C 17. ^ 

J' x are tag x dx = £(x* + 1) are tag x — £x + C 
. x* e~ 3x dx = — ¿e" 3 ' (x* + $x + £) + C 
^ sen a x dx = —$ cos 3 x — sen 2 x cosx + C 

^ 21 . ^ x 3 Sen x dx = —x 3 eos x + 3x 2 sen x + 6 x eos x — 6 sen x + C 


dx 
+ x) a 


1 + X 


+ C 


18. 

19 

20 




dx 


2 ( 6 x — 2 a) 's/a + bx 


+ C 


23. 


.í 


x 2 dx 


15 


(3x 2 - 4x + 8 ) Vl + x + C 


Vo+ 6 x ^ 6 * Vi + * 

24. ^ x are sen x 2 dx = -Jx* are sen x 2 + iVÍ~ x* + C 

*■ s sen x sen 3x dx = £ sen 3x eos x — | sen x eos 3x + C 

*• / sen (ln x) dx = -Jx (sen ln x — eos ln x) + C 

„ C o* . e“ (6 sen 6 x + a eos 6 x) . ^ 

27. I e°* eos 6 x dx = --- + 1 4- C - 

«o r «* . j e ax (a sen bx — b eos 6 x) _ 

28. I e°* sen 6 x dx = - 1 - 2 , ,, -- + C 

J a 2 + b 2 

»<■>"—•/pSp - - S wár* ’ f ¡&h 

resultado del Problema 10 (a) deducir la fórmula de reducción (A). 

(¿>) Poniendo J* (a 2 ± x 2 ) m dx = o 2 |* (a 2 ± x 2 )"*' dx ± J' x 2 (a 2 ± x 2 )" _1 dx y aplicando el resultado 
del Problema 10 (ó) deducir la fórmula de reducción (B). 


30. Deducir las fórmulas de reducción (C)-(J). 
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31 

33 


C dx _ x(5 — 3a; 2 ) 3 . 

‘ J (1-x 2 ) 3 “ 8(1-x 2 ) 2 + 16 ln 


8(1 - x 2 )’ 


1 +x 


1 x 


4- C 


32. 


fv 


dx 


4 x 2 ) 3/2 


4(4 4- x 2 ) 


*\Tñ + C 


. j (4 — x 2 ) 3/2 dx — ¿x(10 — x 2 ) y/á — x 2 4- 6 are sen -|x + C 

34 f d * _ 1 J x(3x 2 — 80) 3 x-4 ] 

J (x 2 - 16) s " 2048 \ (x 2 - 16) 2 ^ 8 ln x 4 4 J + ° 


37 


38 


39 


- J* (* 2 -l ) V2 rfx = ^x( 8 x 4 — 26x 2 4 33) Vx 2 —~1 - -fe ln | x 4 \/x 2 - 1 [ + C 
. sen 4 x dx = £x — $ sen x eos x — £ sen 3 x eos x 4 C 

. eos 3 x dx = ^(3 eos 4 x 4 4 eos* x 4 8 ) sen x 4 C 

. sen 3 x eos 2 x dx = —i cos 3 x (sen*x 4- $-) 4 C 

. sen 4 x eos 5 x dx = £ sen 5 x (eos 4 x 4 ± eos* x 4 ^) 4 C 

O/ro procedimiento útil en los casos más complejos y laboriosos de esta sección, resulta al considerar que en (ver 
Problema 9) 


(i) 


J* xV*dx = -JxV* — fx 2 e 21 4 |xe 2x — §e 2 * 4 C 


los términos del segundo miembro, sin tener en cuenta los coeficientes, se obtienen al derivar sucesivamente el inte¬ 
grando x 3 e**. Así pues, 


00 

y derivando 


J x*e u dx = Ax'e* + Jfa*e te + Dxe u + Ee u + C 


xV** = 2Ax 3 e** + (3A + 2B)x'e 31 + (2 B + lD)xé u + (D + 2E)e** 

Identificando coeficientes, tendremos 

2A — 1, 3A 4- 2B = 0, 2B 4 2D = 0, D 4 2E = 0 

De donde A — B = —f A = —J, D — —B = J, E = —Ji> = —Sustituyendo A, B , D , £ en (ii), obtenemos (i). 

Este método se puede aplicar en el cálculo de f(x) dx siempre que al derivar repetidamente f(x) se obtenga un 
número finito de términos diferentes. J 

40. Calcular J e 9 * eos 3 xdx = l h^e tx (3 sen 3x 4- 2 eos 3x) 4- C haciendo 

J e** eos 3 xdx — Ae u sen 3x 4- Be **eos 3x 4 C 

41. Calcular J e u (2 sen 4x — 5 eos 4x) dx — Vas e u (— 14 sen 4x — 23 eos 4x) 4- C haciendo 

J e**(2 sen 4x — 5 eos 4x) dx = Ae u sen 4x 4- Be 9 * eos 4x 4 C 

42. Calcular J sen 3xeos 2 xdx — —7s(2sen 3xsen2x 4- 3 eos 3xeos 2x) 4 C haciendo 

I sen 3x eos 2x dx = ,4 sen 3x sen 2x 4- B eos 3x eos 2x 
J 4 D eos 3x sen 2x 4- E sen 3x eos 2x 4- C 


f e 3 * 

43. Calcular I e**x* sen xdx — [25x*(3 sen x — eos x) — 10x(4 sen x — 3 eos x) 4- 9 sen x —13 eos x] 4* C 



Capítulo 27 


Integrales trigonométricas 

LAS IDENTIDADES que se utilizan en la resolución de las integrales trigonométricas de este capítulo 
son las siguientes: 


1 . 

sen* x 4- eos* x = 1 

7. 

sen x cos y — 

¿[sen(x — y) + sen(x 4- >0] 

2 . 

1 4- tag 8 x = seo* x 

8 . 

sen x sen y = 

: ¿[eos (x — y) — cos (x 4- y)] 

3. 

1 4- cot* X = CSC* X 

9. 

cos x cos y = 

= ¿[eos (x — y) + cos (x 4- y)] 

4. 

sen* x = ¿(1 — cos 2x) 

10. 

1 — cos x = 

2 sen* ¿x 

5. 

eos* x = ¿(1 4- cos 2x) 

11 . 

1 + cos x — 

2 eos* ¿x 

6 . 

sen x cosx = Jsen 2x 

12 . 

1 ± sen x = 

1 ± cos (¿71 — x) 


Problemas resueltos 

SENOS Y COSENOS 


’• J 

P sen* x dx ~ 

¿(1 — cos 2x) dx 

= ¥ - 

- ¿ sen 2x 4- C 

2; J 

cos* 3x dx = 

¿(1 + cos 6x) dx 

= i x 

4- sen 6x 4- C 

3 - J 

f sen* x dx = 

sen 8 x sen x dx = 

J- 

■ eos 8 x) sen x dx = — cos x + ¿ eos* x + C 

4 - J 

f eos 5 x dx = 

^ eos 4 x cos x dx = 

JV 

- sen 8 x) 8 cos x dx 


= 

^ cosx dx — 2sen*x cosx dx 4- sen 4 xcosxdx 


= 

sen x — ¿ sen 8 x + ¿ 

sen 5 x 4- 

C 


5. sen* ascos *xdx = C sen*x eos* se eos* dx = J' sea* x (1 — sen* a;) cosx dx 

- J' sen* x eos x dx — J' sen 4 x eos x dx = J sen* x — £ sen* x + C 


'■ / 

'• J 


eos 4 2x sen 3 2x dx 


sen 8 3x eos 5 3x dx 


— J* eos 4 2x sen* 2x sen 2x dx = eos 4 2x (1 — cos 8 *2x) sen 2x dx 
= eos 4 2x sen 2 x dx — ^ cos*2x sen 2* dx — —-J^cos 5 2x 4- ^cos 7 2x 4- C 

= ^ (1 — eos* 3x) eos 5 3x sen 3x dx 

= ^ eos 5 3x sen 3 x dx — ^ eos 7 3x sen 3 x dx — — ^ eos® 3x 4- ^ eos 8 3 x + C 


sen 8 3x eos 5 Zx dx — I sen 8 3x (1 — sen* 3x) 8 cos 3x dx 


sen 3 3x cos Zx dx — 2 I sen 5 3x cos 3x dx 4- I sen 7 3x cos 3x dx 


= jlj sen 4 3x — sen® 3x + sen* 3x + C 
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8. J" cos 3 --dx = J" ^1 — sen 2 ^cos|- dx — 3sen^- — sen 3 y + C 

9. J" sen 4 a: dx = (sen 2 x) 2 dx = j j* (l“COs2x) 2 dx 

= Í j* dx — Í j* eos 2 x dx 4 ~ J" eos 2 2a: dx 

= \ ^ ^ x ~ \ ^ cos ^ x ^ x ^ é S ^ cos ^ ^ x 

— i x — ^ sen 2a: 4 ^x 4 ^sen + C = — x — ^ sen 2x 4 ^ sen 4x + ( 


dx = — <~sen 4x 4 C 


10. J* sen 2 x eos 2 x dx = ^ sen 2 2 x dx = - j* (1 — cos 4a:) 

11. j* sen 4 3a: eos 2 3 x d% = j* (sen 2 3a: eos 2 3a:) sen 2 3x dx = J' sen 2 6x (1 - eos 6a:) dx 

— ¡f sen 2 6x dx — - sen 2 6x cos 6a: dx 

— f (1 — cos 12») dx — ^ J" sen 2 6a: cos 6a: dx 


Te* ~ ife* 5 " 12 * “ Úi xn¡6x + c , 


12. J" sen 3a: sen 2a: dx = J" ^ {eos (3a: — 2a:) — cos (3a: 4 2x)} dx ~ \ § ( cos x ~ cos *>x) ¿x 


— ^ sen x — ^ sen 5a: + C 


13. J" sen 3x cos 6 x dx = ^ \ ( sen (3a: — 5x) 4 sen (3x 4 5x)} dx — j cos 2x — ^ cos 8x 4 C 

»•/ cos 4x cos 2x dx = ^ j* (cos 2x 4 cos 6x) dx = sen 2x 4 ^ sen 6x + C 

15. ^ yjl — cos x dx = \^2 J" sen £x dx = — 2y¡2 cos \x 4 C 

16. f (1 4- cos 3x) 3/2 dx = eos 3 Jx dx = 2\/2 J" (1 — sen* Ja:) cos Jx dx 


= 2\/2(§senfx - f sen 3 Jx) 4 C 


«. Jt 4= - r^= 

J vi “ sen 2x J ^i\ — 


dx 


t/1 — cos (^r — 2x) 


- í/=^=3 ■ £/«<*—> 


V2 


dx 


V2 


= — ln | esc (¿ir — x) — cot (¿ir — x) | 4 C 

í 


TANGENTES, SECANTES, COTANGENTES, COSECANTES 

18. J^tag 4 xdx = j* tag* x tag 2 x dx = j* tag 2 a: (sec 2 x — 1) dx = tag 2 x sec 2 x dx — ^ 

= tag 2 x sec 2 x dx — J" (sec* x — 1) dx = £ tag 3 x — tag x 4 x 4 C 

19. ^ tag 5 x dx = tag 3 xtag 2 xdx = J" tag 3 x (sec 2 x — 1) dx 

= J tag 1 * sec 1 x dx — ^ tag’xd* = J* tag 1 * sec 1 * dx - f tagMsec 1 * 
= \ tag 4 x — ^ tag 2 x 4 ln |sec x| + C 

20. sec 4 2xdx = j* sec 2 2x sec 2 2x dx = sec 2 2x(l+ tag 2 2x) dx 

= sec 2 2x dx + J" tag 2 2x sec 1 2x dx = 


tag 2 x dx 


— l)dx 


tag 2x 4 J tag 3 2x 4 C 
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21. j* tag 3 3x sec 4 3 x dx - J' tag 3 3x (1 + tag 2 3x) sec 2 3x dx 

= ^ tag 3 3x sec 2 3x dx + j* tag 5 3x sec 2 3x dx = tag 4 3x +-^ tag 8 3x + C 


22 


23 


J tag 2 x 


sec 3 x dx 


sec 5 x dx 


-f 


sec 3 x dx 


= jj~ (sec 2 x — 1) sec 3 x dx = 

= ¿ sec 3 x tag x — ¿ sec x tag x — ¿ ln | sec x + tag x | + C , integrando por partes. 

. ^ tag 3 2x sec 3 2x dx = tag 2 2x sec 2 2x • sec 2x tag 2x dx 

(sec 2 2x — 1) sec 2 2x • sec 2x tag 2x dx 

sec 2 2x • sec 2x tag 2x dx 


- f 


= ^ sec 4 2x • sec 2x tag Zx dx — j* 
= sec 5 2x — £ sec 3 2x + C 


* 24. cot 3 Zx dx — J* cot 2x (esc 2 2x — 1) dx = — £ cot 2 2x + ^ ln |csc 2x| + C 


25. J~* cot 4 3x dx = ^ 


cot 2 3x (esc 2 3x — 1) dx = I cot 2 3x esc 2 3x dx 


/ 


-s 


cot* 3x dx 


= cot 2 3x esc 2 3x dx — ^ (esc 2 3x — 1) dx = — Tcot*3x + ^cot3x + x + C 


26. 


^ esc 6 x dx - § esc 2 x (1 + cot 2 x) 2 dx 


= ^ esc 2 x dx + 2 ^ cot 2 x esc 2 x dx + ^ cot 4 x cae 2 x 

= — cot X — | cot 3 X — £ cot 5 x + C 


dx 


a - J 


cot 3x esc 4 3x dx 


= / 


cot 3x (1 + cot 2 3x) esc 2 3x dx 


= cot 3x esc 2 3x dx + cot 3 3x esc 2 3x dx — — £ cot 2 3x — cot 4 3x + C 

. ^ cot 3 X CSC 5 x dx = ^ cot 2 X CSC 4 x • CSC x cot X dx = ^ (esc 2 X — f) CSC 4 X • CSC x cot X dx 

= esc 8 x • csc x cot x dx — J* esc 4 x • esc x cot x dx 
= — 1 CSC 7 X + £ CSC* X + C 


Problemas propuestos 


29. 1 

^ eos 2 x dx 

— ^-x + £ sen 2x + C 30. 

^ sen 3 2x dx = ¿ eos 3 2x — ^ eos Zx + C 

3L J 

f sen 4 2x dx 

= £x - £sen 4x + gLsen8x + 

C 

32. J 

f eos 4 ^x dx 

~ % x i sen x + ye sen 2x + 

C 

33. J 

f sen 7 x dx 

= L eos 7 X | — | eos 5 x + eos 3 x — 

cosx + C 
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eos* Jx dx = -fax + ^ sen x + ^ sen 2x — ¿L. sen 3 x + C 

J" sen *x eos*x dx = £sen*x — $sen*x + ^sen 7 x + C 

sen*xcos*xdx = ¿cos*x — £cos*x + C 

J" sen 3 x eos 5 x dx = ^cos*2x — Jgcos2x 4- C 

sen 4 x cos 4 x dx = jjg (3x — sen 4x + ¿ sen 8x) + C 

^ sen 2x eos 4 x dx — J eos 2x — ^ eos 6x + C 

eos 3x eos 2 x dx = ^ sen x + sen 5x + C 

^ sen 6x Sen x dx = £ sen 4x — -J* sen 6x + C 

/ eos 3 x dx . 1 . . - f cos a/ * x , 3 . 5/ , . ^ 

- -= sen x + — sen*x + C 43. I c » /3 ^ dx = - —cot V3 x + C 

1 — sen x 2 J sen B/a x 5 

/ cos*x , 1 a - « 

—T— dx — esc x — -z- esc 3 x + C 
sen 4 x 3 

x (eos* x* — sen* x 3 ) dx — ^ (sen x* + eos x*)(4 + sen 2x*) + C 

tag*xdx = ¿ tag*x + ln |cos x| + C 
J tag* 3x sec 3x dx = ¿ sec* 3x — £ sec 3x + C 

tag*'* x sec 4 x dx = g tag 3/3 x + g tag 9/3 x + C 

tag 4 xsec 4 xdx = ^ tag T x + g tag*x + C 53. esc 4 2x dx = — ¿cot2x — £cot*2x + C 

Jcot»*dx = -*cot’x - ln|sen*| + C 54. / (jj?) d * = 

/ cot* x ese 4 x dx = — 4 cot 4 x — X cot 9 x + C 55. í* C0 * X dx — — sen x — esc x + C 

* 0 J esc x 

cot*x esc*x dx = — g esc*x + £ esc* x + C 56. tag x Vsec x dx = 2Vsec x + C 


x 1 

— dx = esc x — — esc* x + C 
x 3 


dx — — -—~ i-—--h C 

3tag*x tag x 


Aplicar la integración por partes para deducir las fórmulas de reducción 


(а) C sec m udu = —sec" 1 "* u tag u + ——^ f sec m “ 3 « 

J Tíi-1 m-1 J 

(б) ( csc w u du — — —— csc m_1 u cot u + ——v ( csc m_1 u du 

J m—1 m-1J 


Aplicar las fórmulas de reducción por partes del Problema 57 para resolver los Problemas 58-60. 
“• / sec* x dx = £ sec x tag x + ^ ln | sec x + tag x | + C 

59. esc* x dx = — ¿ esc* x cot x — g esc x cot x + g ln ] esc x — cot x | + C 

60. / sec 9 x dx = £ sec 4 x tag x + ^ sec 2 x tag x + ^ tag x + C 


= £ tag* x + g tag 3 x + tag x + C 



Capítulo 28 


Cambios de variable trigonométricos 

UN INTEGRANDO, que sea de una de las formas, Va 2 — b 2 u 2 , Va 2 + b 2 u 2 o Vb 2 u 2 — a\ se puede 
transformar, si no contiene otro factor irracional, en otro formado a base de funciones trigonomé¬ 
tricas de una nueva variable, efectuando los cambios siguientes: 


Para 

hacer el cambio 

para obtener 

Va 8 — 6*u* 

w = — sen z 
b 

/7 

a\/l — sen 2 z = a eos z 


u = — tag z 

aVl + tag 2 z = a sec z 

Vb 2 u 2 — a 2 

w = sec z 
b 

aVsec 2 z — 1 = a tag z 


En cada caso, la integración conduce a una expresión en función de la variable z. Para obtener 
la solución correspondiente en función de la variable original no hay más que deshacer el cambio, 
es decir tener en cuenta las relaciones pitagóricas en todo triángulo rectángulo, como se indica 
en los problemas resueltos. 


Problemas resueltos 


1. Calcular 


C dx 

^ a?V4 + x* 


Haciendo x = 2 tag z; tendremos dx — 2 sec* zdz y V* + ** = 2 sec z. 


f dx 

f 2 sec* z dz 

- i { 

^ *y 4 + *' 

J (4 tag* z )(2 sec z) 

4 J 


-i/ 


sen"* z eos zdz = — 


tag* 

1 


4 sen z 


+ C = 


y/4 + x' 
4x 



2. Calcular ( X dx . 

J Vx^4 

Haciendo x = 2 sec z; tendremos dx = 2 sec z tag z dz y V x * — 4 = 2 tag z. 

r X dx = f ^ sec 2 (2 sec z tag z dz) = 4 T sec* z dz 
J yjx* — 4 J 2 tag Z ° J 

— 2 sec z tag z + 2 In | sec z + tag z | + C 
= \xyjx x — 4 + 2 ln | x + Vx* — 4 | + C 





s 


V» - 4*» 


3, Calcular | ——— dx. 

Haciendo x = y sen z; tendremos ¿6c = y eos z dz y V9 — 4x* = 3 eos z. 
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— 4x* , ( 3 eos z t .. , v „ T eos 2 z , 

--dar = I ^-(£cos z dz) = 3 I —— dz 

x ./ fsenz 2 J senz 

= 3 í -- Sen Z dz = 3 í ese z dz — 3 í sen z dz 

J sen z J J 


— 3 ln I ese z — cot z I + 3 eos z + C* 


= 3 ln 3 + V9^4Í" S + C 

x 



Fig.28-3 


4 . Calcular 


xv 9 + 4x* 


3 3 

Haciendo x = y tag z, tendremos dx = — sec 2 zdz y \/9 + 4x a = 3 sec z. 


xv9 + 4x ! 


_ r f sec 8 z dz _ 1 f 

J tag z • 3 sec z 3 J 


ese z dz 


= ±ln|cscz-cotz| + C = l ]n V9 + 4ar 8 -3 + c 

o o ar 



Fig. 28-4 


Calcular 


(16 - 9**) 1 '* 


Haciendo x = — sen z, tendremos dx = — eos zdz y Vl6 — 9x* = 4 eos z. 


(16 - 9x , ) ,/l 


■ J 


64 eos* z • f eos z dz _ 243 
X Wsen«z 16 


r 

J sen 6 z 


= cot 4 z ese* z dz = — cot* z + C 

243 (16 — 9x*) 5/ * , ^ 1 (16 — 9x 8 ) s/í , „ 

“ “ W ' 243x* + C ~ "80 i 5 +C 



16 - 9** 


Fig. 28-5 


f x‘dx _ f x*dx 
6. Calcular I , ■ — I , 

^ V2x — x* ^ a/1 —(x — 1)* 


^ y2x — x* ^ yl—(ar — 1)* 

Haciendo x — 1 = sen z, tendremos dx = eos z dz y ^Jlx — x a = eos z. 


f x 2 dx _ f 
^ \/2x — x* ^ 


(1 -(- sen z) 2 




eos z dz — I (1 + sen z) 2 dz 


= (£+ 2 sen z — £ eos 2z) dz = \z — 2 eos z — J sen 2z + C 

= $ are sen (x — 1) — 2\/2x — x* — ^(x — 1) y/2a: — x* + C 
= f are sen (x — 1) - £(x + 3) V2ar - x 2 + C 



Fig. 28-6 


C dx _ _ f dx . 

7. Calcular J ( 4x « _ 24x + 27) ,/s J {4(x - 3) 2 - 9} s/ * “ 

3 3 

Haciendo x — 3 = — sec z, tendremos dx = — sec z tag zdz y V4x* — 24x + 27 = 3 tag z. 



Fig. 28-7 



CAP. 28] 


CAMBIOS DE VARIABLES TRIGONOMETRICAS 


149 


Problemas propuestos 


f 

J (4-x*) M 

.. f-£= 

•J xVa* - x* 


11. V*’ + 4 dx = ^xV*’ + 4 + 2 ln (x + V*’ + 4 ) + C 

12 f 

J (a* - x 2 ) J/1 


dx 


16 * X (a* + x 1 )"* _ 

17 r_^-_ = 


4v^4 — x 

= 5 ln 

= + < 

i 

5 - 


a*x 

-- *xv^ 

' + 4 

X 


\Za* — 


= \xyfi 

•-4 

= V* 1 + a* 4 

X* 

12(4 - a 

j)í/i 

X 


«Va* + x* 

V^= 

'** 4 

9x 

1 /-r- 



+ V25 - x* + C 


+ C 




+ c 


+ c 


■ m n * I ▼ 4 

J V* 1 - 16 2 

19. J xV«* - *’ ¿x = (a* — x’)* / ’ - j(a«-x l ) s/ ’ + C 

20. f dX = ln (x — 2 + V** — 4x + 13) + C 

J *f~tZ 


\fx' - 4x + 13 


x — 2 


+ C 


dx __ 

”* J (4x — x*)* 7 * “ 4yJ~4x—~x x 

AA r dx __ 1 - X , S _ L r» 

22 ‘ J (9 + x*)* ” 54 arc 138 3 + 18(9 + x*) + 

Aplicar la integración, por partes y el método de este capítulo, en la resolución de los Problemas 23*24. 

23. ^ x arc sen x dx = £(2x* — 1) arc sen x + £x\fl — ** + C 

24. J* x arc eos x dx = £(2x* - 1) arc eos x — £x\/l — ** + C 



Capítulo 29 


Integración por descomposición en fracciones simples 

UN POLINOMIO EN x es una función de la forma OqX" + a^”- 1 + * - - + a n -ix + a n > en donde los 
coeficientes son constantes, a 0 ^ 0 y n un número entero y positivo cualquiera, incluido el cero. 

Si dos polinomios del mismo grado toman iguales valores numéricos para todos los valores 
de la variable, los coeficientes de los términos de igual grado de ésta, en ambos polinomios, son 
iguales. 

Todo polinomio de coeficientes reales se puede expresar (al menos teóricamente) como producto 
de factores reales lineales, de la forma ax + 6, y de factores cuadráticos reales irreducibles, de la 
forma ax 2 + bx + c. ^ 


UNA FUNCION F(x) = 
cional. 


en la que f(x) y g(x) son polinomios recibe el nombre de fracción ra - 


Si el grado de f(x) es menor que el de g(jc), F(x) recibe el nombre de función propia; en caso 
contrario, F(x) se denomina impropia . 

Toda fracción racional impropia puede expresar (al menos teóricamente) como suma de un 

v3 v* * 


polinomio y una fracción propia. Por ejemplo, ~ ^ a -y = x — -^"qrp 

Toda fracción racional propia se puede expresar (al menos teóricamente) como suma de frac - 
dones simples cuyos denominadores son de la forma (ax + b) n y (ax 2 + bx .+ c)", siendo n un 
número entero y positivo. Atendiendo a la naturaleza de los factores del denominador, se pueden 
considerar cuatro casos. 


CASO I. FACTORES LINEALES DISTINTOS 

A cada factor lineal, ax + b, del denominador de una fracción racional propia, le corresponde 

A 

una fracción de la forma- —siendo A una constante a determinar. 


ax + b 


CASO II. FACTORES LINEALES IGUALES 


(Ver Problemas 1-2.) 


A cada factor lineal, ax + que figure n veces en el denominador de una fracción racional 
propia, le corresponde una suma de n fracciones de la forma 


Ai 


+ 


+ ••• + 


ax + b (ax + b ) a 
siendo los numeradores constantes a determinar. 

CASO III. FACTORES CUADRATICOS DISTINTOS 


(ax + bY 


(Ver Problemas 3-4.) 


A cada factor cuadrático reducible, ax 2 + bx + c, que figure en el denominador de una frac- 

Ax I B 

ción racional propia, le corresponde una fracción de la forma L —¡—, siendo A y B cons- 


ax 2 + bx + c 


tantes a determinar. 


(Ver Problemas 5-6.) 
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CASO IV. FACTORES CUADRATICOS IGUALES 

A cada factor cuadrático irreducible, ax 2 + bx + c, que se repita n veces en el denominador 
de una fracción racional propia, le corresponde una suma de n fracciones de la forma 

Ai x + Bi \ A&+Bi ..... A w x + A» 
ax i + bx + c (ax 2 + bx + c)* (ax 2 + bx 4- c)* 

siendo los valores de A y B constantes a determinar. 

(Ver Problemas 7-8.) 


Problemas resueltos 


1. Hallar 


r 

J *'" 4 - 

(a) Descomposición del denominador en factores: jc* — 4 = (jc — 2) (x + 2). 

1 A B 

Por tanto —=-- = -=- H-quitando denominadores 

jc 2 — 4 x — 2 jc + 2 

(7) 1 = A(x + 2)+B(x — 2) oblen (2) 1 - (A + B)x + (2A — 2B) 


(ib ) Cálculo de las constantes. 

Método general . Se identifican los coeficientes de igual potencia de jc en (2) y se resuelve el sistema de ecua¬ 
ciones obtenido para determinar las constantes. Esto es, A + B = Q y 2A — 2B = 1; A = J y B = — 

Método abreviado. Se sustituyen en (1) los valores de jc que anulen los denominadores de las fracciones. 
Es decir, para jc = 2 y jc = — 2, obtenemos 1 = 4A y 1 = —4 B, de donde, A = ± y B = —±, como antes. 


(e) Hemos obtenido 



_i_i_ 

x — 2 x + 2 


con lo cual 


s 



í f dx _ 1 f dx 
4 J x — 2 4 J x + 2 


7 In|* — 2| - 7ln|* + 2| + C 

4 4 



x-2 

x + 2 


+ C 


2 . 


Calcular 




(x +1) dx 
x* + x* — 6x ' 


(a) x* + x* — 6x = x(x — 2)(x + 3). Por tanto 


x+1 

x 1 + x* — 6x 



C 

x + 8 


(í) x + 1 = A(x - 2)(x + 3) + Bx(x + 3) + Cx(x - 2) o 
(2) x + 1 = (A + B + C)x* + (A + 3B -2C)x - 6A 


y 


(6) Método general . Resolviendo el sistema de ecuaciones 

A+B+C = 0, A + 3B — 2C~1, y —6A = 1 


obtenemos A = —1/6, B =* 3/10, y C = —2/15. 

Método abreviado . Sustituyendo en (1) los valores x=0, x = 2, yjc = —3 obtenemos 1 =■ —6A, o sea, 
A = —1/6, 3 = 10B ó H = 3/10, y —2 = 15C ó C = —2/15. 



(x + 1) dx 
x* + X* - 6x 


_1 i 1 f da; _ 2_ £ dx 

6J x + ÍOJ x — 2 15j x + S 

~ln|*| + ¿ln|*-2| - ¿ln|x + 3| + C 


|x - 2|* / " 
ln |x| ,/ ' |* + 3|* /11 


+ C 


S. Calcular j j • 

o i e 

p 1 — x 2 — x + 1 = (x + l)(x — 1)*. Tendremos g a _ x » _ x i 


B 


x + 1 x 


= A(x - 1)* + B(x + l)(x - 1) + C(x + 1) 


+ ■ + --- 

+ x-1 + <x-l) 2 


3x + 6 
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Para x = —1, 2 = 4 A y A = Para x = 1, 8 = 2C y C = 4. Para determinar las demás constantes, se sustituye 
otro valor de x , por ejemplo, x — 0; para x — 0 f 5 = A — B + C y B = —J. Por tanto, 


C 3x + 5 , _ 1 C dx 1 C dx C dx 

J x a -x a -x + l " 2J x + 1 2J x-1 + 4 J <x-l) a 


= |ln|*+l| - |-ln|*-l| - 


+ C = 


4 . 1 , 

-t- + — ln 

a? — 1 2 


a? + 1 


x-1 


+ C 


4. Calcular 


/ 


x 4 - X 3 — x — 1 
X a -X a 


dx. 


El integrando es una fracción impropia. Dividiendo, 


x 4 - x 1 - x - 1 


x a -x 1 


= x — 


x + 1 


Descomponiendo 


x + 1 


= A + A + 

x\x — 1) X X 2 X - 1 


**-*' 
C 


= X — 


x + 


x a (x - 1) 


. Tendremos, 


x + 1 = Ax(x — 1) + B(x — 1) + Cx a 

Para x = 0, 1 = —B y B = —1. Para x = 1,2 = C. Para x = 2,3 = 2A+B + 4CyA = —2. Por tanto, 

f-jr;- 1 * - J■» + «fe + 


= 4** + 2 ln |*l - i - 2 ln |* - 1| + C = 4** “ - + 2 ln 

¿ X ¿ X 


x-1 


+ C 


5. Calcular 


r x a +x» 
J x 4 + 2 


+ x + 2 


3x* + 2 


dx. 


x 4 + 3x a + 2 = (x 2 + l)(x 2 + 2). Con lo que 


x 3 + x* + 2 __ AxB , Cx + D TX _ , 

i ^ 2 * De donde 


* 4 + 3** + 2 **+l 

*' + *■ + * + 2 = (A* + B)(x* + 2) + (Cx + D)(x*,+ 1) 

= (A + C)** + (B + D)** + (2A + C)* + (2B + D) 


Luego A + C=l,B + D=i,2A + C=\,y2B+D — 2. Resolviendo el sistema, A = 0, B = 1, C = 1, D = 0. 
Es decir. 




+ x J + x + 2 


+ 3*' + 2 


dx 


= J*srn + /áf? = srctagí + 2 ln( * ,+2) + c 


/ x 2 dx C 

^ = I k dt que se presenta en química física. 


Tendremos 


B 


Cx + D 


a' — x' 


a — x a + x 


A 2 + x 


—. Por tanto, 


,2 _ 


A(a + x) (a 2 + x 2 ) + B(a — x) (a 2 + x a ) + (Cx + D) (a — x) (a + x) 


Para x = a, a 2 = 4 Aa 3 y A — 1/4a. Para x = —a, a 2 = 4Ba* y B — 1/4a. Para x = 0, 0 == /4 a* + Ba* + Da* = a*/2 
+ Da 2 y D = —1/2. Para x = 2 a, 4a 2 = ISAa 3 — SBa 3 — 6Ca 3 — 3Z)a 2 y C = 0. Así, pues. 


r X a dx _ _L r dx _, _1_ C — - C dx 

J a 4 — x 4 4a J a — x 4aJ a+x 2 J a 2 + x* 


j 


= — -Mn|a — x| + -^ln|a + x| — -^arctag— + C 

4a 4a 1 2a a 


/c dt = /cí = -~-ln 

4a 


a + x 
a — x 


— ~ are tag — + C 
2a a 


7. Calcular + g 


- 4** + 8* - 4 


+ 2 ) ! 


dx. 


_ . x* —x 4 + 4x* —4x* + 8x —4 Ax + BCx + D'Ex + F^, 

Tendremos-(¿í+gi- = + (¿r+gí + 06 donde 

x» —x 4 + 4x J —4x* + 8x — 4 = (Ax + B)(x : + 2) s + (Cx + Z» (x s + 2) + £x + F 

= /4x‘ + Bx 4 + (4/4 + C)x* + (4fl + D)x t 

+ (4/4 + 2C + E)x + (4B + 2D + F) 
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se obtiene A = 1 , B = —1, C = 0, D = 0, E = 4, F = 0. Así, pues, la integral dada es igual a 


+ 4 / 

8 . Calcular f jg+^dx. 


x dx 
(a; 2 +2) 3 


|ln ( * , + 2) " í arCtaB ^ - &TW 


Tendremos 


2x8 + 3 = Ax + B + Cx + D p 

(x‘+l) 2 x^+l r (x*+l)*‘ - 

2x a + 3 = (Ax + B)(x 2 + 1) + Cx + D = Ax 3 + Bx 3 + (A + C)x + (B + D) 


de donde A = 0, B = 2, A + C = 0, B + D = i. Por tanto A = 0,5 = 2, C = 0, í) = 1 y 


f 2 x» + 3 , _ (■ 2 dx , f 

J (x* + l)* dx - J **+1 + J (s 

'íara la segunda integral del segundo miembro, hacemos x = tag z. Con lo cual 


dx 

(*’ + l) s 


r x _ f gec 2 z 

J (* 2 + l) 2 “ J / MÍ r 


2a: 2 + 3 


2 are tag x + — are tag x 


eos* z dz 


x 2 + l 


^ z + i sen 2z 
2 4 


are tag a: 


x 2 + 1 


Problemas propuestos 


/ 

f 


dx _ 1 x - 3 , „ 

¿^9 “ 6 " T+ T| + C 

dx l.X + 1 4 . r 

x 2 + 7x + 6 5 * x + 6 


, f *i+a 

" J X 2 2; 
i 

J x 2 + x 


3x — 4 
2x — 8 


dx = x + ln | (x + 2)(x - 4) 4 1 + C 


3*-l , _ ln x 1/s (x 4- 2) 3/2 

F=2Í d * ~ ln - + C 


x dx 

x 2 - 3x - 4 


■g ln | (x + l)(x — 4) 4 1 + C 14. 


(x - 2) ; 


= ln |x — 2| - -5-J+ C 


»• = -i.--3.-IMl-.)-- iéj+grhg, 


. r dx 

*■ J X 3 + X 
( f 2x 3 dx 

J (X 2 +1) 2 

> r 2x 3 + x 2 + 4 
J (x 2 + 4 


= ln 


2x 3 + 3x 2 - x + 3 


Si 


3 + x 2 + a: + 3 
r 2 + l)(x 2 + 3) 


dx = ln Vx 2 + 3 + are tag x + C 


— 2x 2 f 3a: 


-x 2 + ln t X = + C 

2 Vx 2 - 2a:+ 3 


(x 2 + 4) J 


ln (x 2 +1)4- + C 


dx = ln (x 2 + 4) + - are tag ^x + 


2 ' x 2 + 4 


2K i* rfx = ln v/iTT1 - \ arc iag * ■ 1 (m) + c 

«« C X 4 + 8x 3 - X 2 + 2x + 1 J , X 3 - X 2 + X 3 . 2 

”■ J (,•-.-^+1) *• = ln -¡rn7-| - ?vr + 


2x — 1 


(x 2 + x)(x 3 + l) I (x + ir | xt 1 ^3 

~ dx — ln V^ 2 + 2x + 3 + —— arc tag —— 
+ 5)(x 2 + 2x + 3) y/2 t/2 


» r x 3 + x 2 — 5x + 15 
’ J (x 2 + 5)(x 2 + 2x + 3) 

24 f x a + 7x 5 + 15x 4 + 32x 3 + 23x 2 + 25x - 3 , _ 

J (x 2 + x + 2) 2 (x 2 + l) 2 

»■ = ¿ + l‘"| £ í i | + c I" 

26. f - * nxd * , = ln ^ 1+Cos8a + C 

J eos x (1 + eos 2 x) eos x 

^ f (2 + tag 2 a) sec 2 e de 
J 1 + tag 3 $ 


V3 

— are tag 


1 3 , i„ 1 _j_ n 

4x42 x 2 +l“ h x 2 + x + 2“ h ° 


( Hacer = u.) 


+ C ( Hacer eos x = w.) 


de . i . . i,2 2 tag 0 — 1 . _ 

— = ln | 1 + tag e + — arc tag - — -h C 

V3 V3 



Capítulo 30 


Diversos cambios de variable 

INTEGRANDO RACIONAL de la forma: 


1. vüu -f- ó. Se transforma en racional mediante el cambio de variable au + b = z\ 

2. VT+ pu + w 2 . Se transforma en racional mediante el cambio de variable q + pu + w 2 

= (z — «) 2 - 

3. \/q+pu — w 2 = V(a + u)(P — u). Se transforma en racional mediante el cambio de va¬ 
riable q + pu — w 2 = (a + iifz 2 , o bien q + pu — u 2 = — w) 2 z 2 . 

. / (Ver Problemas 1-5.) 

EL CAMBIO DE VARIABLE u = 2 are tag z transforma una función racional de sen u y eos u en una 
función de z, 


sen u — 


2 z 


1 + z 2 ’ 


eos u — 


1 — z l 

l+z 


2 * 


du — 


2 dz 
1 + r 



22 


Las dos primeras relaciones se deducen de la Fig. 30-1 y la tercera, diferen¬ 
ciando la expresión 

u = 2 are tag z 

Después de efectuar la integración se deshace el cambio, es decir, z = tag con objeto de ex¬ 
presar el resultado en función de la variable original. 

(Ver Problemas 6-10.) 

OTROS CAMBIOS DE VARIABLE. Según la forma que presente el integrando se pueden aplicar otros 
cambios de variable de suma utilidad en el cálculo de integrales. 

(Ver Problemas 11-12.) 


Problemas resueltos 


1. Calcular 


dx 


. Haciendo 1 — x = z 2 , tendremos x = 1 — dx — —2 z dz, y 


2. Calcular 


f 

J xVl-z 
í dx _ /' —2 z dz _ n C dz 

xyfT^z J (I-* 1 )* “ J I" 

C _ dx 

J (<r — 


ln 


1 + 2 


1—2 


+ C = ln 


i-VT= 


1 + y/T^ 


+ C 


. Haciendo x + 2 = z 2 , tendremos x = z 2 — 2, dx — 2z dz, y 


(x - 2) V* + 2 

C dx _ f_?a*_ - 9 f_*_ = -- ln 

J - J a(a*-4) - 2 J * J -4 2 


3. Calcular 


(x - 2) V-t + 2 
dx 


2-2 


2 + 2 


+ C - 2 ln 


y/x + 2 - 2 


Vx + 2 + 2 


+ C 


■ 1/2 _ « 1/4 


. Haciendo x = z 4 , tendremos dx = 4 z 3 dz y 


r = 4 fc, +1+ > y 

J X 1/¿ —X 1/4 J 2 2 — 2 ,7 2 — 1 J \ t Z—\) 

— 4(^2* + 2 + ln \z — l| ) + C — 2Vx + 4Vi + ln (Vx — l) 4 + C 
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4. Calcular 


dx 

x\[x 2 + * 

X 


Haciendo 


x 2 + x + 2 = (z — x)‘, tendremos 


= ^=1 dx - 2(*‘+z + 2)d* '/ a ., + x + 2 _ *» + * + 2 y 

1 + 2z ’ (1 + 2*) 1 ’ V* + x + 2 — í + 2z , Y 


2 (z 1 + * + 2) 


_dx_ 

xt/x* + x + 2 


= f_(1±2^) ; _ dz = 2 ( = J_ 

J z 1 — 2 ** + z + 2 J z 2 — 2 js 


1 + 2 * 1 + 2z 

1 ^ Vx* + x + 2 + x — -\/2 
V2 Vx* + x + 2 + x + ^ 


— ln =-^ 

V2 x+V2 


5. Calcular 


(5 - 4x — x 2 ) 3/2 


. Haciendo 5 — 4* — x 2 = (5 + *) (1 — *) = (1 — x) 2 z 2 , tendremos 


_ 2 a — 5 , __ I2zdz 

x ~ l + z 1 ’ ax (1 + Z 1 ) 1 ' 


J 1 + se 


x dx 

(5 — 4x — x 2 ) 3/2 


dx 

sen x — eos x 


= / 


z* ~ 5 _ 12* 

1 + z* * (1 + z 1 ) 1 
216z’ 

(1 + z ! ) s 

2 dz 
l + z* 

2z _ 1 - z* 
l + z* l+z 1 


/5 — 4x — x* - (1 — x)z — 

* = ¿JO - ?)* 
= ¿(* + !) + c ■ 


5 — 2x 


dz 

2(1 + 2 ) 


/ 9y 5 - 4x - x 1 

= ln |z| — ln |1 + z\ + C 


• Js= 


■ |l + z 
2 dz 


C = ln 


tag ^x 
1 + tag ^x 


dx 

2 eos x 


f l + * a _ f 2dz 

j o _ 9 1^¿ J 1 + 5*' 

2 l + z a 

are tag (v^5 tag £x) + C 


are tag zVí5 + C 


| seo x dx 

_ fl+** . 2dz _ „ í 

J 1-z* l + z 1 J 


= ln |tag (£x + {*) 1 + C 


2 dz 

r dx 

- f 1 + ** - oí 

1 2 + eos x 



— ln 


+ C = ln 


1 + tag ¿a 
1 - tag lT +C 


dz 

3 + z 2 


are tag ( — tag Xx ) + C 


2 z 

— are tag — + C 

VS 


ag 


2 dz 

_ f 1 + 2 2 r 2 dz 2 f dz 

J CJ „ 2z J 5 + 8z+5z* 5J (* + $)’+¿ 

5+4 i+? 

_ 2 . z + 4/5 , „ 2 . 5 tag \x + 4 

~ 3 arC ‘ ag "W + C = 3 arCta8 -3- + C 


x 3 = 1 — z 2 , 3x 2 dx = —2z dz, y 


11. Por medio del cambio de variable 1 —x 3 = z* calcular x z ^\ — x 3 dx. x 3 = 1 — z 2 , 3x 2 dx = —2z 

C xVl - * 9 d* = J xV 1 — * X* dx = J*(l - **)*(“§* d *) = — 3 J a “ z ‘)*‘ dz 

- _2/V_ ^ + c = -^ (1 -xT‘(2 + 3x j ) + C 

3 \3 5^y 45 
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12. Haciendo x = — , calcular ( . X dx, Tendremos dx = — <Jx — x 2 = — x/z — 1, y 

Z J X a Z 2 2 


= 

Haciendo 2 — 1 = s* y tendremos 

-J" zyí^Xdz = -j («* + 1 )«. 2 « ds = -2(j + ? jQ + c 

- - J«gF.4«=).í 




zyjz — 1 cf; 


Problemas propuestos 


13. 

15. 

16. 

17. 

18. 
19. 
21 . 
22 . 

23. 

24. 

26. 

28. 

30. 

31. 

32. 

33. 

34. 

35. 

37. 


v5 (1 + V*) 


= 2\/x — 2 are tag V* + C 14. J" 

i'a + vfe = 2 ^+2- 6 1 n (3 + v^+2) + C 
f" -- + 2 ^ _ _ x _|_ 4 J^gj. _j_ 2 — ln (1 + y/3x + 2 )1 + C 

^ 1 + V3x + 2 J L J 

f — dx = lnl 2V** - * + 1 + 2¡e - 11 + C 
V** - x + 1 1 

f — = 2 are tag (V*‘ + x — 1 + x) + C 

as V x* -I- x — 1 


= 2 ln (1 + V¡c ) + C 


= are sen 


+ C 


t ~ -w. . , dx = - - ; 7 + c 

V6 + x - z* 5 * * 6x 


/ 

J dx 

(x + 1)‘" + (x + 1) ,/4 

/ 1,1 


dx 2x - 1 , ^ ^ C V4x- 


«• 


(4x - x*) Vi 


= 2(x + l) 1 '* - 4(x + l) 1 '* + 4 ln (1 + (x + l) 1 ' 4 ) + C 


2 2 tag Ax + 1 

» . = — are tag- 7 =-1- C 

2 + sen x VÜ VÍT 


Va 


2 sen x 
dx 


tag ^x — 2 — yf% 


i, 

3 + 6 sen x 4 ln 


tag £x - 2 + v^3 
3 tag £x + 1 


+ C 


$T~- 

f 

.ÍTT^ - + c «./í=5fe-¥a 

dx 


tag £x + 3 


+ C 25. f-—-i- = ln I tag Xx - 11 + C 

J sen x — eos x — 1 ‘ * 1 


/i 


+ sen x + eos x 


= ln 11 + tag £x | + C 29. § 


dx 


tag* ^x + 3 — 2y/2 


tag* £x + 3 + 2y/2 


+ C 


J" sen\/xdx = — 2y[x cos'Jx + 2 sen^x + C 

f-= 


2 — eos x = ^ are tag (V^ tag ^x) + C 


1 ~ X 

— — are sen —-h C Hacer x = 1/z. 

2x 


xV3x* + 2x - 1 

f <e J»+ 2 i ' * áx - «* “ 3 !»(«*+ 1) + C Hacer «* + l = *. 

_ C °_ S ^ dx = eos x + ln (1 — eos x) + C Hacer eos x = z. 


cosx 


r dx 
j rr*yfi~ x 1 


— X i 

4x 


+ C Hacer x = 2/z. 


.f x.(/: x 1 ) = -¿ + f arctag | +C **• / Vl + V*dx = |(l + VÍ) s/ ‘-t(l + V^) 3/, + C 

Z 4 _ dx _ 2 \/l + * 

J 3Í1 - x*l 


3(1 - x») - (5 + 4x) Vl-x* 3Vl +* - Vi ~x 


+ C 



Capítulo 31 


Integración de funciones hiperbólicas 


FORMULAS DE INTEGRACION 

senh udu = cosh u + C 

J' coflh udu = senh u + C 

i 

§ tagh udu = In coshu 4- C ■ 

§ coth udu = In |senh u\ 4- C 

r ■ = senh -1 — 4- C 

J \^u* 4- a 1 a 

= cosh" 1 — 4- C, u>a>0 
V u* — a* a 


^ sech* u du = tagh u 4- C 
csch 1 udu = — cothu + C 

sech u tagh u du = — sech u 4- C 
j* csch « coth u du = — csch u 4- C 

f = i tagh 1 - 4* C, u* < a 1 

J a*-u* a a 

r i — — — coth" 1 — 4* C, tí *>a* 

J «*-«* o a 


1 . j* senh £ x dx - 

2. cosh 2x dx = 

5. ^ sech x dx = 

6. I senh 1 x dx = 

7. J' tagh 2 

8. cosh 3 £x dx 

9. sech 4 X dx 
/ e* cosh x dx 

n - X x senh x dx 


2x dx = 


Problemas resueltos 

2 cosh -Jx + C 8. sech 1 (2x — 1) dx = £ tagh (2x — 1) 4* C 

£ senh 2x 4- C 4. ^ csch 3x coth 3x dx = — £ csch 3x 4- C 

r — ír— dx = f C08 ? 1 t X — f ■■ ^ oshi f - dx = are tag (senhx) 4* C 
J cosh x J cosh* x J H senh* x 

^ (cosh 2x — 1) dx = \ senh 2x - Jx + C 

^ (1 — sech* 2x) dx = x — £ tagh 2x + C 

= (1 4- senh* £x) cosh ¿x dx = 2 senh £x 4- $ senh 3 £x 4- C 

- ^ (1 — tagh 1 x) sech 1 x dx = tagh x — ¿ tagh 3 x 4* C 

= f = \§{e' I + Ddx = ie‘*+|* + C 

= ~ I/**”* 

= - |(-*e- I -e-*) + C = “ ~ ^ + c 

= x cosh x — senh x + C 
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25 = -á coth "f + C 


C dx _ 1 l _,2i , ^ C dx 

12. I ~ — o cosh 1 — + C 13. I £—5— 

J ^4s*- 9 2 3 J 9í*- 

14. Calcular V* 2 + 4 dx. Haciendo x = 2 senh z, tendremos dx = 2 cosh z dz, y/x* + 4 = 2 cosh z, y 

x* + 4 dx = 4^* cosh* z dz = 2^* (cosh2z -h 1) cía: — senh 2a: + 2z + C 
= 2 senh z cosh z + 2z + C = Jx Va?* + 4 + 2 senh" 1 ^x + C 

/ dx 

- x Haciendo x = sech z, tendremos dx — — sech z tagh zdz , 1 — x* = tagh z, y 

/ da? = _ r aec h a tagh z ^ 

xa/i — x* J sechz tagh z _ J 


dz = —z + C = — sech -1 x + C 


Problemas propuestos 


16. ^ senh 3x dx = £ cosh 3x + C 

17. j* cosh Jx dx — 4 senh Jx + C 


18. cothf x dx = §ln|senhjjx| + C 

19. csch* (1 + 3x) dx = — J coth (1 + 3x) + C 

20. ^ sech 2x tagh 2x dx = — J sech 2x + C 

21. J csch* dx = In V c^h» + Í + C 

. x* senh x dx = (x* + 2) cosh x — 2x senh x + C 

$enh s x cosh*x dx = J cosh*x — J cosh* x + C 
. senh x ln cosh* x dx = cosh x (ln cosh* x — 2) + C 


22. § cosh* Jx dx = J(senh x + x) + C 

23. coth* 3x dx = x — £ coth 3x + C 

24. senh*x dx = J cosh 3 x — coshx + C 

25. ^ e* senh x dx — Je** — Jx + C 

f* e 2x cosh x dx = Je 3 * + Je* + C 
. x cosh xdx = x senh x — cosh x + C 


31. f 


,_ — senh" 1 — + C 

V*’ + 9 á 


f dx 

' V*’-2* + 17 


senh-‘í—-i + C 
4 


32. I — = cosh-*^ + C 
V** - 25 6 


C _d* 

' J v/¿T= 

•/ 


c 1 . _, 3 , 

8? = 6 ta8h 2* + C 


dx 1 * 1 .- 1 4 , r* 

16^=9 = _ 12 COth 3* + c 


f . txlo J.K = -TCOth-^X +!) + C 

J 4*'+12* + 5 4 \ 2/ 

f_í!_ 

J V»*+1 
*• 


i7í d * = senh-'|» - -L— + C 

z yx* + 4 


dx = senh“ x x — 


VTT 


+ c 


. J* Vx* — 9 dx = ~x V* 2 — 9 — cosh" 1 1- + C 
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Aplicaciones de las integrales indefinidas 


CONOCIENDO la ecuación de una curva, y = f{x\ la pendiente m de la tangente a ella en uno de sus 
puntos, P{x , y), viene dada por m = f'(x). Recíprocamente, si la pendiente de la tangente en un 
punto, P(x, y), de una curva es m = dyjdx = /'(*) se puede hallar, por integración, una familia 
de curvas, y = f{x) + C. Paradeterminar una de ellas en particulares necesario asignar o determi¬ 
nar el valor de la constante C. Esto se puede realizar obligando a que la curva pase por el punto dado. 

(Ver Problemas 1-4.) 


UNA ECUACION s = /(/), siendo s el espacio y / el tiempo, define de forma completa el movimiento 
rectilíneo de un cuerpo con respecto a un punto fijo, razón por la cual se denomina ley del mo¬ 
vimiento. La velocidad y la aceleración vendrán dadas, en función del tiempo í, por 


v = 




d 2 s 

~dp 




Recíprocamente, si se conoce la velocidad (aceleración) en función del tiempo t y la posición (posi¬ 
ción y velocidad) en un instante dado, normalmente el instante inicial f = 0, se puede obtener la 
ley del movimiento. 

(Ver Problemas 7-10.) 


Problemas resueltos 


1. Hallar la ecuación de la familia de curvas cuya pendiente en un punto dado sea igual y de signo contrario al doble de 
la abscisa en dicho punto. Determinar la curva de la familia que pasa por el punto (1,1). 

Se sabe que dy/dx = ~2x. Por tanto, dy — — 2x dx> \ dy — — 2x dx t e y = — x 2 + C. Esta es la ecua¬ 
ción de una familia de parábolas. J J 

Sustituyendo x = 1, y = 1 en la ecuación de la familia, 1 = — 1 + C y C = 2. 

La ecuación de la curva de la familia que pasa por el punto (1, 1) es y = — x 2 + 2. 

2. Hallar la ecuación de la familia de curvas cuya pendiente en un punto, P(x, y), es m = 3 x 2 y y determinar la curva de 
la familia que pasa por el punto (0, 8). 

m — — 3 x 2 y o — — 3x 2 dx. Por tanto ln y — jc 3 + C = x 3 + ln c e y = ce xZ , 

dx y 

Para jc = 0 e y = 8, 8 = ce 0 — c. La ecuación de la curva pedida es y = Se x \ 


3. Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (1, 1) y es tangente a la recta jc + 12y = 13en dicho punto, sabiendo 
que en cualquier punto de ella se verifica y" = x 2 — 1. 

( y ') = **— 1. Por tanto J (>') dx = J (x* — 1) dx e y' = ^ - x + C,. 

En el punto (1,1) la pendiente y' de la curva es igual a la pendiente, —V 12 » de la recta. Por tanto, —V 12 = 4 — 1 + C s 
C\ = 7 /ia> con lo cual 


y = 


dy 

dx 



En (1,1), 1 


12 



J dy= J (I* 3 —* + 1í ) dx ’ y = ■¿*‘—5*’ + 12 X + Cí 

C 2 y C 2 = La ecuación pedida es y = -A - * 4 Ir* 2 + -pr* + 4-* 

6 12 Z 1Z o 


4. La familia de curvas ortogonales a un sistema de curvas dado es otro sistema de curvas en el que cada una de ellas corta 
en ángulo recto a cualquiera de la familia dada. Hallar la ecuación de la familia de curvas ortogonales a la familia de 
hipérbolas x 2 — y 2 = c. 
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En un punto cualquiera, P(x, y ), la pendiente de la hipérbola que pasa por él es m x = x/y y, por tanto, la pendiente 
de la curva ortogonal que pasa por P será, m 2 — dyjdx = — y/x. Así pues, 

— = — —, ln \y\ = — In |x| + In C' y \xy\ = C' 

y 

La ecuación pedida es xy = ±C' o, simplemente, jcy — C. 

5. El incremento respecto del tiempo de una cierta magnitud q es proporcional al valor de dicha magnitud. Sabiendo que 
en el instante inicial / = 0, q — 25, y que en el instante / = 2, q — 75, hallar el valor de q en el instante / = 6. 

dq dq 

Como -j- = kq 9 tendremos — = kdt. De donde ln q = kt + In c o sea, q = ce* 1 . 
at I q 

Para / = 0, q = 25 = ce 0 ~ c; o sea, q = 25e u . 

Para / = 2, q = 25e rt = 75; es decir, = 3 = y k = 0,55. 

Para / = 6, q = 25e 3 ' 35 ‘ = 25e 3 < 3 = 25(e 1 ' 1 ) 3 = 25(27) = 675. 

6. La velocidad con que una sustancia se transforma en otra es proporcional a la cantidad que^ queda sin transformar. 
Sabiendo que la cantidad de sustancia inicialmente presente es igual a 50 y que en el instante / = 3 es igual a 25, hallar 
el tiempo que transcurre hasta que la cantidad que queda sin transformar sea igual a Vio de la inicial. 

Si representamos por q la cantidad transformada en tiempo /; entonces 

=*(50 — 4 ), — k dt, ln(50 — q) = —kt + ln c, y 50 — q = de~» 

Para / = 0, q = 0 y c = 50; por tanto, 50 — q = 50c ~ H . 

Para / = 3, 50 — q = 25 = 50c- 3 *; es decir, c- 3 * = 0,5 = c-°* 3# , k = 0,23, y 50 — q = 50e~ 0 ’ 2 *, 

Cuando la cantidad sin transformar es 5, 50c-°' Mí = 5; o sea, e~ o tv = 0,1 = c' 3 * 30 y / = 10. 

7. Se lanza una pelota rodando por una superficie horizontal con una velocidad inicial de 25 metros por segundo. Debido 
al rozamiento, la velocidad disminuye a razón de 6 metros por segundo cada segundo. Hallar el espacio que recorrerá 
la pelota hasta detenerse. 

dv 

, — —6 y v = —6/ + Cj. Para / = 0, v = 25; por tanto C t = 25 y v = —6/ + 25. 
dt 

v = dsjdt = —6/ + 25 y s = —3/* + 25/ + C*. Para / = 0, s = 0; por tanto C 2 = 0 y s = —3/ 3 + 25/. 

Para v = 0, / = 25/6, es decir, la pelota rueda durante 25/6 seg hasta que se detiene. 

Para / = 25/6, j = -3(25/6)* + 25(25/6) = —625/12 + 625/6 = 625/12 m. 

8* Desde un globo en reposo situado a una altura de 3 000 metros sobre la tierra, se lanza un objeto verticalmente hacia 
abajo con una velocidad inicial de 15 metros por segundo. 

Suponiendo que la aceleración de la gravedad, g, es de 10 metros por segundo cada segundo, hallar la posición 
del objeto, y su velocidad, 20 segundos después de iniciado el descenso. 

Tomando la vertical hacia arriba como sentido positivo, cuando el objeto abandone el globo, 

a = dv/dt = —10m/s*, de donde v = —10/ + C x 

Para / = 0, v ~ —15; por tanto, C t = —15. En estas condiciones v = ds/dt = —10/ — 15, de donde 
í = —5/*—15/ + C 2 . 

Para / = 0, s = 3 000; por tanto, C t = 3 000, con lo que s = —5/* — 15/ + 3 000. 

Para / = 20, í = —5(20) 2 — 15(20) + 3 000 = 700 y v = —10(20) — 15 = —215. 

Al cabo de 20 segundos, el objeto está a una altura de 700 metros sobre la tierra y su velocidad es de 215 m/$. 

9. Desde un globo que se eleva a una velocidad de 15 metros por segundo, se deja caer un objeto cuando la altura de aquél 
sobre la tierra es de 200 metros. Hallar, suponiendo el valor de 10 metros por segundo cada segundo para la aceleración 
de la gravedad, g; 

(i a ) la máxima altura sobre la tierra a la que llega a estar el objeto. 

(ó) el tiempo que está el objeto en el aire. 

(c) la velocidad del objeto cuando llega al suelo. 

Tomando la vertical hacia arriba como sentido positivo, tendremos: 

a = dv/dt = —10 m/s*, de donde v = —10/ + C x 

Para / = 0, v = 15; por tanto C x = 15. En estas condiciones v = ds/dt = —10/+15, con lo que s = —5/ 4 +l5/+C*. 
Para / = 0, s = 200; por tanto, C 2 = 200, de donde s = —5/* + 15/ + 200. 

(i a ) Cuando v = 0,/=3/2yí = —5(3/2)* + 15(3/2) + 200 = 211,25. La máxima altura alcanzada por el objeto 
es de 211,25 metros. 

(ó) Cuando s = 0, —5/* + 15/ + 200 = 0, de donde / = 8. El objeto está en el aire durante 8 segundos. 

(c) Cuando / = 8, v = —10(8) + 15 = —65. El objeto llega al suelo con una velocidad de 65 m/s. 
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10. La velocidad con que sale el agua por un orificio situado a una distancia de h metros con respecto a la superficie 
es 0,6\/2g/? metros por segundo, siendo la aceleración de la gravedad de 9,8 metros por segundo cada segundo. Hallar 
el tiempo que tardará en vaciarse un depósito cilindrico de 1,5 metros de altura y 30 centímetros de radio a través de un 
orificio de 2 centímetros de diámetro situado en el fondo. 

Sea h la profundidad del agua en el instante t. El agua que sale en un tiempo dt> forma un cilindro de vdt metros 
de altura, 0,01 metros de radio y 7r(0,01) 2 v dt = 0,6:rc(0,01) 2 V2g/i dt metros cúbicos de volumen. 

Si llamamos — dh al descenso de la superficie del agua, la disminución de volumen es — n(0 t 3) 2 dh metros cúbicos. 
Por tanto, 0,6 tt(0,OI) 2 * 4,42 dt — — n{0^fdh y o sea, dt — —(340 dh)¡\^h % de donde t = -—680 \ r h 4- C. Para / = 0, 

h = 1,5 y C = 680 \/l, 5; por tanto, / V —680 V¿ + 680 V 1,5. Cuando el depósito esté vacío, h = 0, y / = 680 V^5 
seg = 14min, aproximadamente. 


Problemas propuestos 


11. Hallar la ecuación de la familia de curvas cuya pendiente es la indicada y la ecuación de la curva de la familia que pasa 
por el punto dado. 


(a) »i = 4x;_(l,5) (c) m = (x — l) 3 ; (3,0) 

(b) m = Vx; (9, 18) (d) m = l/x s ; (1, 2) 

SoL ( a ) y — 2x 2 4- C; y — 2x 2 4- 3 

(b) 3 y = 2x 3/2 + C; 3y = 2x 3 ' 2 

(c) 4y = (x — \y 4- C; 4y = (x — l) 4 — 16 

(d) xy = Cx — 1; xy = 3x — 1 


(e) m = x/y; (4, 2) (g) m = 2 y/x; (2, 8) 

(/) m = x 2 ¡y 3 \ (3, 2) (h) m = xyj(í 4- x 1 ); (3, 5) 

(e) = x 2 -y 2 = \2 

(/) 3 y* = 4x 3 + C; 3 y* = 4x 3 — 60 

(g) y = Cx 2 ; y = 2x* 

(h) y 2 — C(1 + x a ); 2y* — 5(1 + x 2 ) 


12. (a) Hallar la ecuación de una curva sabiendo que pasa por el punto P(2,6) en el que la pendiente es igual a 10 y que, en 

cualquier punto de ella, se verifica que y" = 2. Sol. y = x 2 + 6x — 10. 

(¿>) Hallar la ecuación de una curva sabiendo que pasa por el punto P(1,0) en el que la pendiente es igual a 4 y que, 
en cualquiera de sus puntos, se verifica y" = 6x — 8. Sol . y — x 3 —4x* + 9x — 6. 

13. Una partícula con movimiento rectilíneo, parte del origen O , en el instante t — 0, con una velocidad v. Hallar el espacio 
recorrido por la partícula durante el intervalo t = t x hasta / = 

(a) v = 4/ + 1; 0, 4 (c) v = 3/ 2 + 2/;2,4 (e) v = 2t — 2; 0, 5 

(b) v = 6/ + 3; 1,3 ( d ) v = y/7 + 5; 4,9 (/) v = f ! — 3t + 2; 0,4 

Sol. (o) 36, ( b ) 30, (c) 68, (d) 37 f (e) 17, (/) 17/3. 

14. Hallar la ecuación de la familia de curvas cuya subtangente en un punto cualquiera sea igual al doble de la abscisa en 
ese punto. Sol. >> 2 = Cx. 

15. Hallar la ecuación de la familia de curvas ortogonales a la familia de parábolas y 2 = 2x + C. SoL y = Ce“\ 

16. Una partícula con movimiento rectilíneo parte del origen (en t = 0) con una velocidad inicial v 0 y aceleración a. Ha¬ 
llar la posición s en función del tiempo / (ley del movimiento). 

(a) a = 32; v„ = 2 (6) a = —32; v 0 = 96 (c) o = 12/ a + 6/; v. = —3 (d) a = UVñ v 0 = 4 

Sol. (o) i = 16<* + 2 1 (6) i = —16»' + 96/ (c) s = /* + /» — 3/ (d) s = § (/»'» + 3/) 

17. Un vehículo lleva una velocidad de 15 kilómetros por hora y frena a razón de 0,8 metros por segundo en cada segundo. 
Hallar el espacio que recorre antes de detenerse. SoL 11 metros. 

18. Se lanza vertical mente hacia arriba una partícula desde un punto situado a una altura de 40 metros sobre el suelo con 
una velocidad inicial de 30 metros por segundo. Hallar (a) la velocidad de la partícula cuando está a una altura, 
de 80 metros, ( b) el tiempo que tardará en alcanzar la máxima altura, (c) la velocidad de la partícula al llegar al suelo. 
Tómese g = 10 m/s 2 . SoL («)I0 m/s, (ó) 4 s, (c) 41,2 m/s. 

19. Un bloque de hielo desliza hacia abajo por una pendiente con una aceleración de 4 metros por segundo al cuadrado. 
La pendiente tiene 60 metros de longitud y el bloque emplea en bajar 5 segundos. Hallar la velocidad inicial del bloque 
y la velocidad que lleva cuando diste 20 metros del fin de la pendiente. Sol . 2 m/s; 18 m/s. 

20. Hallar la aceleración constante que debe tener una partícula para {a) recorrer 50 metros en 5 segundos, (ó) detenerla 
en un espacio de 15 metros desde el instante en que su velocidad es de 45 metros por segundo. SoL ( a ) 4 m/s 2 , 
(ó) — 67>5 m/s 2 . 

21. La ley del crecimiento de una cierta bacteria viene dada por dNjdt — 0,25 N. Sabiendo que inicialmente N = 200 
hallar ^en el instante / = 8. SoL 1 478. 
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Integral definida 

INTEGRAL DEFINIDA. Sea la función f(x) continua en el intervalo cerrado a < x < b, Consideremos 
el intervalo dividido en n subintervalos /i 1( h 2 , . . h n , mediante los (n — I) puntos 
£n-i, siendo a < i i < í 2 < ’ * * < f«-i < b y representemos ahora el punto a por f 0 y el b 
por f n . A Jas longitudes de los subintervalos h u h 2 , . . ., //„, las denominamos A x x = f x — f 0 , 

I 1 AiX I AsX 1 | AkX I | AnX 1 

0 Éo €l Í2 tk-1 ík ín-1 fn 


Fig. 33-1 


= í 2 — fi, .. A n x = £ n — í n -i, respectivamente. (Estas distancias se consideran con signo, siendo 
positivas cuando están de acuerdo con la desigualdad anterior.) Elijamos en cada subintervalo 
un punto; x Y en h ly x 2 en // 2 , . . .r„ en h„ y formemos la suma 

(i) s„ = v /(. X k ) ¿hx = /(.Y,) Jj.Y +/(.Yj) Zl 2 .Y + ' • • + /(.Y„) A„x 

k i 


en la que cada término es igual al producto de la longitud del subintervalo por un valor de la fun¬ 
ción en el punto elegido del mismo. Sea X n la longitud del mayor de los subintervalos que figuran 
en (i) y supongamos que el número de estos aumenta indefinidamente de forma que (Una 

forma de conseguirlo sería dividiendo los subintervalos iniciales en dos partes, cada una de ellas 
en otras dos, y así sucesivamente.) En estas condiciones, 


(ü) 


lim S n 

«--►+X 


lim 


E 


*-i 


f(x k ) Ak* 


existe y su valor es independiente de la forma de subdividir el intervalo a < x < b siempre que 
A (i -> 0, y del punto x * elegido en los subintervalos. 

La demostración de este teorema queda fuera del propósito de este libro. En los Problemas 1-3 
se halla este límite en el caso de funciones f{x) convenientemente elegidos. Se comprenderá, sin 
embargo, que este procedimiento no se puede aplicar en la práctica con una función cualquiera. 
Además, con objeto de poder efectuar los cálculos que aquí figuran es necesario dar alguna relación 
entre las longitudes de los subintervalos (a los que supondremos todos de igual longitud) y seguir 
algún criterio en la elección del punto de cada subintervalo (por ejemplo, elegir el extremo izquierdo, 
el derecho o el punto medio de cada subintervalo). 


Por convenio, se escribe 


/(*) dx = lim S„ = lim V f(x k ) A k x 

•J O n —► + 3Q n— ►(-30 j^__j 

rb 

El símbolo J f(x) dx se lee «integral definida de f{x) con respecto a x , desde x = a a x — b ». 

La función f(x) recibe el nombre de integrando y a y b el de límites inferior y superior de integración , 
respectivamente. 

(Ver Problemas 1-3.) 


J62 
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PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA. Si f(x) y g(x) son continuas en el intervalo de inte¬ 
gración a < x < b: 


1. 

2 . 


dx — 0 


JV) 

^ a 

J * /(*) dx = - J* f(x) dx 

S*b s* b 

3 . Je f(x) dx = cj /(a:) dx , siendo c una constante. 

4. {/(*) ± R(x)} da: = /(x)dx ± r »(*) 

5. f(x) dx + f(x) dx — ^ f(x) dx , cuando a < c < b 


Ver demostraciones en el Problema 4. 
dx 


6. Primer teorema del valor medio 

b 


^ f(x) dx — (b — a) f{x o) para al menos un valor v =■ x 0 entre ay b. 

° Ver demostración en el Problema 5. 

J u d 

f(x) dx , se verifica — F(u) = f(u). Ver demostración en el Problema 6. 

a au 

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL. Regla de Barrow. Si f (x) es continua 
en el intervalo cerrado a < x < b, y F(x) es la primitiva o integral indefinida da /(x), se verifica 


J b f{x)dx = F(x) 


F(b) - F(a) 


Ver demostración en el Problema 7. 


Ejemplo 1: 


(a) Sea f(x) = c, una constante» y F(x) — cjc ; tendremos 


/ 


(b) Sea f(x) = x y F(x) — ¿ x 2 ; tendremos 


X' 


cdx — ex 


25 


= c(b-a ). 


25 


Xdx = - ñ-0 - — . 


(c) Sea/(x) = x 3 y F(;c) = ix 4 ; tendremos x* dx = 


81 ___1 
4 4 


20 . 


Compárese este resultado con el de los Problemas 1-3. Se deja para el alumno la demostración de que para obtener 
el valor de (c), siendo F(x) = Jx 4 + C» se puede utilizar una primitiva o integral indefinida cualquiera de/(x). 


(Ver Problemas 8-20.) 


TEOREMA DE BLISS. Si f(x) y g(x) son continuas en el intervalo cerrado a < x < b y se divide, como 
antes, este intervalo en subintervalos eligiendo dos puntos en cada uno de ellos (es decir, Xk y x' k 
en el k-é simo subintervalo), se verifica: 

ti' b 

lim 2 f(Xk)'g(x') AkX - | f(x)-g(x)dx 

n -*>+*> k = 1 J a 

Observemos en primer lugar que el teorema es cierto si los puntos Xk y x’ k son idénticos. El va¬ 
lor del teorema reside en que cuando los puntos de cada subintervalo son distintos el resultado 
es el mismo que cuando coinciden. Para probar la validez del teorema, tendremos 

2 /(**) ’ AfcX = 2 /(**) " ff( Xk ) AkX + 2 f( Xk ) {ff( x 0 _ AkX 

k = l k — 1 fc-1 

y observando que cuando + oo (esto es, A^x -+ 0), x k y x f k tienden a confundirse y al ser g(x) 
continua, g(x k ) — g(x k ) -> 0. 
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Problemas resueltos 


Hallar en los Problemas 1-3 las integrales definidas estableciendo el valor S n y calculando su 
límite cuando /*-► +oo. 

1. J c dx = c(b — a), siendo c una constante. 


Dividamos el intervalo a < x < b en n subintervalos de longitud Ax = (b — a)/rt. Como el integrando es f(x) — c, 
resulta f(x k ) = c , cualquiera que sea el punto x k del ¿-enésimo subintervalo y, por tanto, 


Sn = = 2 c(^) — (c + c + • * • + c)(Ax) = nc* Ax = nc 


b — a 


k = l 


n 


= c(b — a) 


Luego 


/ c dx = lim = lim c(6 — a) = c(b — a) 

n -*■ + oo n -*■ + oo 


2 . 



25/2. 


O Xi Xt 


1AxIAx1II 
¿O £l ^2 £3 Í4 



I Ax f 
£k-l £k 


Fig. 33-2 



£n — 2 £n — 1 £n 


Dividamos el intervalo O < x < 5 en n subintervalos de longitud Ax = 5/n. Eligiendo los puntos x k coincidiendo 
con el extremo derecho de cada subintervalo, es decir, == áx , x 2 = 2 Ax ,..., x„ = n Ax, tendremos 


= 2 /(*fc) A fc x = 2 (A; * Ax) Ax = (1+2 4- 


+ «)(A*)* = 


(!) - f 0 + i) 


y 



lim Sn 
n -*■ + <» 



25 

2 


3. 


/ 


x 3 dx = 20. 
Dividir el intervalo 


< x < 3 en n subintervalos de longitud Ax ~ 2jn 


I. 


y 


Tomemos los puntos x k coincidiendo con el extremo izquierdo de cada subintervalo, como se indica en la Fig. 33-3, 
es decir, x x = 1, x 2 = 1 + Ax,x n = 1 + (//— 1) Ax. En estas condiciones, 


Sn 


2 /(xk) A k n = x? • Ax + x 3 * Ax + • * • + X 3 * Ax 

k - 1 

[1 + (1 + Ax) 3 + (1 + 2 • Ax) 3 + • • • + {1 4 (n - 1) Ax} 3 ] Ax 


[n 4 3{1 4 2 4 • • • 4 (n - 1)} Ax 4 3{1 2 4 2 2 4 • • • 4 (n - l) 2 } (Ax)’ 
4 {l 3 4 2 3 4 • • • 4 (n - l) 3 } (Ax) 3 ] Ax 


(n-l)n/2\ (n - l)n(2n - 1) / 2 V (» —1) 

l n + 3 ; + 3 —r^3— \ñ) + - oTij» 


K$. 


2+ (6-2) + ( 8 -^ + i) + (4-| + ^,) = 

f * x 3 dx = lim / 20 - — 4 4) = 21 

J n-+«\ n n V 


XI Xt Xt 

T 


Xk Xk + i 


20 - “ + 
n 


Xn 3 


Ax \ Ax i Ax 
£o £1 £2 £3 


■ Ax 

£k — 1 £k 


£n -1 £n 


_8_ 

n 2 


Fig. 33-3 
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1 X\ Xt x 3 

lililí 


I Ax I Ax \ Ax ■ 

io ¿1 ¿2 ¿3 


Xk 

-HH- 

£k -1 £k 

Fig. 33-4 


Xn 3 


ín— 1 ín 


II. Tomemos los puntos x* coincidiendo con los puntos medios de los subintervalos, como se indica en la Fig. 33-4; 
es decir, 

2n — 1 

x, = 1 + ^Ax, Xí = 1+%AX .x„ = 1 +— ñ— Ax. Tendremos 


S, = 


= n 


(l + ¿Ax) s + (1+fAx) 3 + ••• + (l + ]a* 

{1 + 3(¿)Ax + 3(^) 2 (Ax) 2 + (i)' 1 (Ax) 3 } + {1 + 3(f)(Ax) + 3($) 2 (Ai)’ + (§) 3 (Ax) 3 } + • • • 
+ jl + 3^^^)(Ax) + 3^^) (AxY (A*) 3 |1ax 

(;) + + + 

2 + « + ^8 - 5 ) + (l - J¡) = 20 " 

(" x 3 dx — lim (20 —;4) — 20 

J n - + 00 \ « / 


4. Demostrar que: 

( 0 ) £ f{x ) dx = 0. La longitud del intervalo de integración es 0; luego Ax = 0, S n — 0, y 


f(x) dx = lim Sn 

J _ n -♦ + 00 


C Xi Xs 

H4 1 I 

ío £1 £2 


0. 


Xk 


Xn b 
I_L_ 


a Xn x, 


Xfc 


Xi b 


£k — 1 ífc í«-l £n 

Fig. 33-5 


£n £n- 


£k £k-l £o 


Fig. 33-6 


(b) J f(x) dx = - J" 


/(x) dx . Para la integral del primer miembro, dividamos el intervalo a < x < b de forma que 

los puntos x t sean los indicados en la Fig. 33-5. Para la integral del segundo miembro, elegimos el intervalo 
(Fig. 33-6) exactamente igual al anterior, excepto que los puntos £* y x k se numeran de derecha a izquierda en lugar 
de izquierda a derecha. En estas condiciones, el valor de S H a partir de lo indicado en la Fig. 33-5 será igual al 
calculado a partir de la Fig. 33-6, salvo que los signos de ¿*x son positivos en el primer caso, y negativos en el 
segundo. Así pues, 

J* fW dx = f(x) dx. 

(0/ c*f(x)dx — c^ f{x)dx . Efectuando apropiadamente la subdivisión del intervalo y la elección de los puntos 

a a 

de los subintervalos, 

n « 

Sn = 2 cf(x k )A k X == C 2 /(^k) AkX 

De donde 


k- 1 


k = l 


r c f(x) dx — c lim 2 f(Xk) &kx = cí* f(x) 

J n-*+»k = l *^ a 


dx 


5. Demostrar el primer teorema-del valor medio del cálculo integral: Si /(x) es continua en el intervalo a < x < ó, se 
verifica: f /(x) dx = (b — a) */(x 0 ) al menos para un valor x = x 0 comprendido entre ay b. 


El teorema es cierto [ver Ejemplo 1 (a)] cuando/(x) = c, una constante. En los demás casos, sean m y A/el mínimo 
y el máximo absolutos, respectivamente, de /(x) en el intervalo a < x < b. Realizando de forma conveniente la subdi¬ 
visión del intervalo y la elección de los puntos de los subintervalos. 
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Ahora bien, cuando /*-> + co, tenemos 


que, por el Problema I, se transforma en 


Por tanto 


2 mA k x < ^f(Xk)AkX < 2 M fax 

k-l k=l k=l 


f b /*!> 

m dx < J f(x) dx < J M d% 

a a a 

m(b — a) < ^ f(x) dx < M(b — a) 

* o 

m < ^ a ^ f(x) dx < M 


1 C 

de forma que -- I /(x) dx = N, siendo N un número comprendido entre m y M. Como /( x) es continua en el 

a 

intervalo a < x < b, tomará, al menos una vez, todos los valores comprendidos entre m y M(ver Teorema I, Capítulo 3). 
Por consiguiente, debe existir un valor de x, x = x 0 , para el cual /(x 0 ) = M Así pues, 

f /(*) dx = N - f{xt) y J' f(x)dx = (6-o)/(*o) 

a •» 

/ ** ^ 

f(x) dx, se verifica —F(u) = f(u), 

o 

Para calcular la derivada, pondremos 

J u + Au 

f(x) dx - J /(*) dx 

a « 

y según las Propiedades 2, 5 y 6, llegamos a 

/ a y%u + Aw y^tt + At» 

f(x)dx + J /(*) dx = J /(*) dx 

« a u 

— /(wo) * Au, siendo u < uo < u + Au 


/(x) dx, se verifica —F(u) = f(u), 
du 


Para calcular la derivada, pondremos 


Por tanto 

F(u + Aw) — F(y) = } y M 

Au au 

ya que cuando Au-> 0, u 0 -> u. 

Esta propiedad se suele expresar en la forma: 


dF = lim F(u + Au) - F(u) _ 1¡m /(Mo) _ /(u) 

au Au-+0 Au Au-+0 


Si F(x) = J" /(x) ¿Zx, se verifica F'(x) = /(x). 


El haber empleado la letra u en el desarrollo anterior, es debido a evitar toda confusión éntrelas diversas x. Obsérvese 
en (i) que F(x) es una función del límite superior de integración x y no de la letra x que figura en el integrando /(x) dx. 
En otras palabras, esta propiedad también se puede expresar en la forma: 


-/• 


Si F(x) — | f{t) dt> se verifica /^(x) = /(x). 


De (i) se deduce que F(x) es simplemente una primitiva o integral indefinida de /(x). 


7, Demostrar que si /(x) es continua en el intervalo a < x < b y si F(x) es una integral indefinida de /(x), se verifica 


J' f(x) dx = F(b) - F(a) 


Aplicando la última expresión del Problema 6 


J f(x)dx = F(x) + C 


Cuando el límite superior de integración es x = a, tenemos 


f /(x) dx = o = F(a) + c 


y C = —F(a) 


Así pues, I /(x) dx = F(x) — F(a) y cuando el límite superior de integración es x = b t tenemos lo que queremos 


demostrar, 


JV) 


dx ^ F(b) - F(a) 
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Aplicar el teorema fundamental del cálculo integral o regla de Barrow para calcular las integrales siguientes. 


í. = [tt-t]', = 


8. 1 (2x 2 — x 3 ) dx — 


1 + iV(i + i 

2 ) U 18 


». f ^ 

J , yfi 


2v/x = 2(\/4 - y/l ) = 2 


11. I e * t% dx — — 2e~ 




.-.37174 

13. J 

7T/2 


senxdx = — cosx 


- are tag 
¿* 


- —2(e“ ,/s - e) = 4,9904 


= ln 8 — ln 4 = In 2 


-(-iV5-o) ■= i * 

iB-(-i')] - K 


15. f y/x*-idx = riW^4-2,n|, + V=^4|l = |-\/2Í - |Vs - 2 ln-— 

*'-* L J-* ¿ ¿ 6 —\^2Í 

«■ /‘A - Hsill, - i(i"É-’" 2 ) - ?*">■' 

17. ln x dx = ^x ln x — xj — (e ln e — e) — (ln 1 — 1) = 1 

18. Calcular^* xy dx siendo x = 6 eos 6, y = 2 sen 0, 

Expresando x, y, dx, en función del parámetro 6 y d6, y escribiendo los nuevos límites de integración correspon¬ 
dientes a los valores del parámetro, se halla la integral que resulta. 

dx — —6 sen 6 dO. Cuando x — 6 eos 6 = 6, 6 = 0; y cuando x = 6 eos 6 = 3, 6 = n¡ 3. Luego 
J' xy dx = C (6 eos *)(2 sen *)(— 6 sen*) de 

9 »/• o 

= -72 f sen*# cosí* = -24 sen» #1 = -24{0 - (V3>2)’} = 9-/? 

JjT/S 


19. CalcularJ" 


de 

6 + 4 eos *' 


r de = C 1 + ** = C 2 dz 

J 6 + 4 eos * J „ , , 1 — z 2 J 9 + z* ’ 


6 + 4 


Para determinar los límites de integración de z (6 = 2 are tag z ): Cuando 6=0, 
z = 0; cuando 6 = 2ji/ 3, are tag z = n¡3 y z = \/T. Por tanto, 

X»27T/3 . _ y. „ iv/í 



f d* „ dz 2 z 

J 5 + 4 eos 9 ~ 2 J. 9 + ** “ 3 “ rC t3g 3 


Fig. 33-7 
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2 dz 


20. Calcular 


f”'* dx f dx - f 1 + 2 1 _ f 2d* 

1 — sen* ' J 1 — sen* *',2* ~ J (1 - z)* ' 

\ 1+** 

Para * = O, are tag z = O y * = 0; Para * = <r/3, are tag z = jr/6 y a = v^3/3. Por tanto 

c dx = 2 r 

J # 1 — sen* 


^ ¿a _ 2 'I'** 

(1-*)* “ ~x\ t 


l-\/3/3 


-2 = v^3 + 1 


Problemas propuestos 


21. Hallar la integral ^ c dx del Problema 1 dividiendo el intervalo a < x < b en n subintervalos de longitudes 
Jjjc, A z x, ..., A n x, Obsérvese que = 6 — a. 


i-1 


22. Hallar la integral J x dx del Problema 2 empleando subintervalos de igual longitud y (a) eligiendo los puntos ^coin¬ 

cidiendo con el extremo izquierdo de los subintervalos, (b) eligiendo los puntos ** coincidiendo con los puntos medios 
de los subintervalos, (c) eligiendo los puntos x k a un tercio de sus longitudes, es decir, tomando x t = ¿ Jx, x 2 = ... 

23. Comprobar quej* x*dx — 21 empleando subintervalos de igual longitud y eligiendo los puntos x k (a) en el extremo 
derecho de los subintervalos (6) en el extremo izquierdo de los subintervalos, (c) en el punto medio de los subintervalos. 

24. Con los mismos subintervalos y puntos elegidos en el Problema 23 (¿j), calcular las integrales í x dx y 1 (x 1 f x)dx y 

r t C b c * 

demostrar quel {f(x) + g(x)} dx — 1 /( x) dx + l g{x) dx . 

25. Hallar las integrales ^ x 2 dx x * dx. Comparar la suma con el resultado del Problema 23 y demostrar que 

/* * s* b 

I /(x) dx + I f(x) dx — I f(x) dx cuando a < c < b, 

i ° ° 

^ € x dx = € “ 1. 

° i Ax 

Ind. Sn = 2e* A *Ax = e**(e-l) * y 

k=i e** ~ 1 

indeterminada del tipo 0/0. 


26. Calcular 


lim 


n —*■ + oo €^ x 1 


Ax .. Ax 

= lim 


U 0 - 1 


es una forma 


27. Demostrar las propiedades 4 y 5 de la integral definida. 

28. Aplicar el teorema fundamental o regla de Barrow para calcular; 

J' x , (x 3 + 1) dx = 40/3 


(a) 

(2 + *) dx = 6 

(o) 

( t) 

f (2 — *) s dx = 8/3 

“'o 

w 

<•) 

(3 — 2* + **) dx — 9 

« 

<«*) 

J* (1 — í s )í dt = -9/4 

U) 

(«) 

(1 - u) du = -116/16 

(k) 

(/) 

i* V1 + 3x dx = 26 

(l) 


dx 


f 

J <> vTT* 

f x(l - yfx )* 

d n 


= 2 

dx = 1/30 




C y/a*— x* dx = JoV 
*'o 

J*’ x'y/T^dx = - -^^3 
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, , r dx 1 \ 3 

(W) J S 25^ = 5^2 

t s f° x*dx 

(n| J „ íi+ín 

w 

J, x 

«r ^ = 


\^3 7T 5 

9 8 


dx = 4 ln (2 + \/3) — 2\^3 


dx _ 3. 8 

- x 1 ' 3 " 2 ln 3 


(q ) ^ ln (x 2 + 1) dx - ln 2 + — 2 

X 27T 

sen^ídí - 4 

Í 7T/3 

x 2 sen 3x dx = ^r(^ 2 “4) 

i* 

(<) r ——_= — 

*/. 3 4- eos 2x 8 


29. Demostrar que T : = f —=~= 

*^5 yx* +16 V®* +16 


pv - 

30. Hallar I y dx = 3tt, siendo ;c = 0 — sen 0, y = 1 — eos 0. 

^9 = 0 

31. Hallar j* \/1 + (y') 2 dx = ^ + £ ln 2, siendo y = \x 2 — J ln x. 

i 

32. Hallar di = yfZe^e — 1), siendo x = e 'eos t, y = e ‘sen t. 


33. Por medio de las fórmulas de reducción (Capítulo 26) deducir las fórmulas de Wallis: 


JT ™’ xdx = co s ' xdx = 1 ‘|-4. (n .(n^ ( 2)n ^ ‘ f “ " es par Y > 0 

2 • 4. . . (n — 3)(n— 1) , 

= _ 1.3...(n-2)n « « « mipar y > I 

. , 1 • 3.. .(m — 1) • 1 • 3.. .(n — 1) v 

J o Se " xcosxdx = 2*4.. T( 7 n + n — 2 )(to + n) *2 51 V « son pares y >0 

2 • 4.. . (m — 3)(m — 1) . t 

—___ 9 _ 9 ci m ae imn<ir ir 'n. 1 


(n 4- l)(n + 3). .. (n 4- m) 

2» 4. . .(n- 3)(n — 1) 
(tw 4- l)(rn + 3)... (tu 4- n) 


si m es impar y > 1 


si es impar y > 1 


34. Hallar: 


<•>/ 


2x + 3 dx = 98/3 


f ,r ' 4 cos2x-l . 1 

(6) J eos 2x + 1 dx = 4 r “ 1 


w J. iri 

r'P 

(d) I x*e**< 


4 ln i■ - 1 
4 


dx = ^(e* +1) 


(■) f 

ir 

“ .i 


1 ’ r/4 sen x dx _ 1_ 7 + 3\/2 

eos 2 x — 5 eos x + 4 3 " 7 - 3\/2 

" — dx = + 2y/2 - VTs 

, Vx 2 - 4x + 3 4-V15 


sen 2x 


= ln V^3 


(A) ln (x 4- Vz a — 1) dx = 3 ln (3 4- 2^2 ) — 2\/2 

— 2 

(i) f -¡ =M = ln (y¡2 — 1) (fc) f 

•/ . \/x* 4- 2* 4- 2 


»= *-i- 


1 _ 8 
3 3 


(x + 2) dx 

x(x - 2)* 

-a 

™_Jx_ 

2 + tag x 


1 ! 3 , 1 

2 ln 4 + 5 

1. 3^2 . r 
5 ln 4 + 10 
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Cálculo de áreas planas por integración 

CONCEPTO DE AREA COMO LIMITE DE UNA SUMA. Sea /(x) una función continua no negativa 

r b " 

en ningún punto del intervalo cerrado a<x<b; la integral definida f(x ) dx = lim Y f(x k )á k x 

Ja 

admite una interpretación geométrica suma¬ 
mente importante. Dividamos el intervalo 
a < x < b eligiendo los puntos x k , como hemos 
visto en el capítulo anterior y levantemos, desde 
los extremos £ 0 = ct, £i, £ 2 , = 6, perpen¬ 

diculares al eje x; la región del plano limitada 
por la curva, el eje x y las ordenadas en los pun¬ 
tos x — a y x = ó, quedará dividida en n fran¬ 
jas, cada una de las cuales es, aproximadamente, 
un rectángulo cuya base está apoyada en el 
eje x y cuya altura es la ordenada levantada 
desde el punto x k del subintervalo correspon¬ 
diente. El área de la franja representada en 
la Fig. 34-1 es igual a /( x k )A k x. Así, pues, la 

n 

suma ^ f(x k )A k x representa el área de los n 

k— 1 

rectángulos. b 

El límite de esta suma, j f(x) dx , cuando el número de franjas crece indefinidamente en la 

forma indicada en el Capítulo 33 es, por definición, el área de la porción del plano citada anterior¬ 
mente, o dicho en pocas palabras, el área encerrada por la curva desde x = a hasta x ~ b. 

(Ver Problemas 1-2.) 

Análogamente, sea x = g(y) una función continua no negativa en ningún punto del inter- 

rrf 

valo c < y < d\ la integral definida J g(y) dy es, por definición, el área limitada por la curva 
x = g(j>), el eje y y las ordenadas extremas y = c e y — d. (Ver Problema 3.) 

Si y = f{x) es una función continua que no toma valor positivo en ningún punto del inter- 

rb 

valo a < x < b, la integral definida J f(x) dx será negativa, queriendo esto decir que el área está 
situada por debajo del eje x. De igual forma, si x = g(>>) es continua y no toma valor positivo en 

rd 

ningún punto del intervalo c < y <d, la integral I g(y) dy será negativa y el área estará situada 



a la izquierda del eje y. 


(Ver Problema 4.) 


Si y = f(x) cambia de signo en el intervalo a < x < b, o six = g(y) cambia de signo en el 
c < y < d y el área encerrada por la curva se hallará por medio de dos o más integrales definidas. 

(Ver Problema 5.) 


CALCULO DE AREAS POR INTEGRACION. Los pasos a tener en cuenta para plantear la integral 
definida que proporciona el valor del área a calcular son: 
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(1) Trazar un diagrama en el que figuren ( a ) el área a determinar, (6) una franja representativa 
y (c) el rectángulo genérico. Para ello tomaremos, sistemáticamente, el subintervalo repre¬ 
sentativo de longitud Ax (o Ay) y el punto x* (o yk) de este subintervalo en su mitad. 

(2) Hallar el área del rectángulo y le suma correspondiente al área de los n rectángulos. 

(3) Aplicar la regla de Barrow o teorema fundamental del cálculo integral (Capítulo 33) supo¬ 
niendo que el número de rectángulos crece indefinidamente. 

(Ver Problemas 6-14.) 


Problemas resueltos 


1. Hallar el área limitada por la curva y — x 2 , el eje x y las ordenadas én 
los puntos x — 1 y x = 3. 

En la Fig. 34-2 se representa el área a calcular, KLMN, una franja 
representativa, RSTU y y su rectángulo genérico, RVWU . La base de 
este rectángulo es A k x t la altura es y k — f(x k ) x| y, por tanto, su 
área vale x¿ * A k x. Así pues, 


A ~ lim 2 «jAkX = I w 2 dx 

n -*■ + oo k — i * ' A 

3 1 26 

= -y ~ 9-r- = — unidades de superficie 

3 i 3 3 



2. Hallar e! área comprendida entre el eje x y la parábola y — 4x — x 2 . 


La curva dada corta a] eje x en los puntos x = 0 y x = 4, que 
serán los limites de integración. La base del rectángulo genérico 
es A k x, la altura y k — 4x k — xj, y su área vale (4x* — xj) • A k x. 
Por tanto. 


A — lim 2 (4xk — xl) A k x 

TI —* + 00 k = 1 



- X 2 ) <¡x 



32/3 unidades de superficie 


Una vez que el alumno tenga en su mente todas las operaciones 
a realizar para hallar el valor de un área, es relativamente fácil plan¬ 
tear, directamente, la integral a resolver, una vez conocidos los límites 
de integración. 


3, Hallar el área comprendida entre la parábola x = 8 -f* 2 y —y*, el eje y 
y las rectas y — —1 e y — 3. 

En este caso, dividimos el área en franjas horizontales. La base del 
rectángulo genérico (Fig. 344) es Ay t la altura es x = 8 4- 2 y — y 2 , 
y su área vale (8 -f* 2 y — y 2 ) Ay. Por tanto, el área pedida será: 

í (8-1- 2y — y 2 )dy — \sy -f y 2 — ^-1 = ^ unidades de 

J -i L 3 J-i 3 superficie 




Fig. 34-4 
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4. Hallar el área limitada por la parábola y — x* — 7x 4- 6, el eje x 
y las rectas x = 2 y x = 6. 


La base del rectángulo genérico (Fig. 34-5) es Ax, la altura 
es —y = —(x* — 7x 4- 6), y el área vale —( x * — Ix 4- 6) Ax. 
El área pedida es, 

-¥♦•01 

= unidades de superficie 


= — (x 2 — Ix 4- 6) dx = — 


5, Hallar él área comprendida entre la curva y = x 3 — 6x* 4- 8x y 
el eje x. 


La curva corta al eje x en x = 0, x = 2 y x = 4, como se 
indica en la Fig. 34-6. Trazando franjás verticales, el área del 
rectángulo genérico, con su base en el intervalo 0 < x < 2, 
es (x 3 — 6x* 4- Sx) Ax, y el área situada por encima del eje x 


vendrá dada por f (x 3 — 6x* 4- 8x) dx. El área del rectángulo 
J o 

genérico con su base en el intervalo 2 < x < 4 vale —(x 3 — 6x* 
4- 8x) Ax, y el área situada por debajo del eje x viene dado por 

J —(x 3 — 6x* 4- 8x) dx. El área buscada será, en definitiva, 


- ^ (x 3 - 6x 2 4- 8x) dx + -(x* - 6x* 4- 8x) dx 


= 4 4-4 = 8 unidades de superficie 


En este caso, ha sido necesario calcular dos integrales definidas, 
ya que el integrando cambia de signo en el intervalo de integración. 
Con un planteamiento incorrecto del problema habríamos llegado 

a la conclusión de que f (x 3 — 6x* 4- 8x) dx = 0. 

J o 



Fig. S4-5 



Fig. 34-6 


6. Hallar el área comprendida entre la parábola x = 4 — y* y el eje y. 


La parábola corta al eje x en el punto (4,0) y al eje y en los puntos (0,2) y (0, —2). Vamos a resolver el problema de 
dos formas distintas. 




Empleando franjas horizontales . La base del rectángulo genérico [Fig. 34-7(a)] es Ay, su altura 4 — y* y su área 
vale (4 — y*) Ay. Los límites de integración de la integral definida son y = —2 e y = 2. Ahora bien, observando que el 
área situada por debajo del eje x es igual a la situada por encima de él, tendremos: 

J (4 — y*)dy = 2 J (4 — y*) dy = 2 |4y — ~ jj = ^ unidades de superficie 

Empleando franjas verticales. La base del rectángulo genérico [Fig. 34-7(6)1 es Ax, su altura 2y = 2 \/4 — x, y su 
área vale 2\/4 — x Ax. Los límites de integración son x = 0 y x = 4. Por tanto, el área será: 


2V4 —x dx 



32 

3 


unidades de superficie 
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7. Hallar el área comprendida entre la parábola y* — 4x y la recta y — 2x — 4. 

La recta corta a la parábola en los puntos (1, —2) y (4,4). En las figuras se puede observar que, si empleamos franjas 
verticales, unas van desde una rama de la parábola a la recta y otras desde una rama de la parábola a la otra. Si empleamos 
franjas horizontales, todas ellas van desde la recta a la parábola. Aquí vamos a resolver el problema de las dos formas 
para observar cuál de ellas es la más adecuada. Antes de empezar a calcular, conviene considerar, previamente, qué 
tipo de división del área a resolver es el más apto. 




Empleando franjas horizontales. La base del rectángulo genérico [ver Fig. 34-8(a)] es Ay, su altura {(valor de x de 
la recta) — (valor de x de la parábola)} es (Jy + 2) — Jy* — 2 + \y — Jy\ y su área vale (2 + Jy — ±y*)Ay. El área 
pedida es 

22/ + ^= 9 unidades de superficie 

Empleando franjas verticales. Dividimos el área por la recta x = 1 [ver Fig. 34-8 (/>)]. El rectángulo genérico, a la 
izquierda de esta recta, tiene de base Ax , de altura (teniendo en cuenta la simetría de la figura) 2y = 4^J~x y su área 
vale 4\fx Ax. El rectángulo genérico, a la derecha de la recta, tiene de base Ax, de altura 2 V~x — (2x — 4) = 
2V x — 2x + 4 y su área vale (2v r i — 2x + 4) Ax. El área pedida es, entonces. 




+ ÍV - \v') dy 


- [ 


4 y/xdx + j* (2V® — 2x + 4) dx 


r n 1 r ~i 4 

Lf x * / * + f xS/ * -**+4* 


8 19 

3 + 3 


9 un. sup* 


Hallar el área comprendida entre las parábolas y — 6x — x* e 
y: = x* — 2x. ' 

Las parábolas se cortan en los puntos (0, 0) y (4, 8). En la figura 
se observa que lo más adecuado es dividir el área mediante franjas 
verticales. 


El rectángulo genérico tiene de base Ax , de altura, {(valor de y en 
el límite superior) — (valor de y en el límite inferior)} —(6x — **) 
— (jc* — 2x) = 8* — 2x f , y su área vale (8* — 2x f ) Ax. El área pe¬ 
dida es 



9^ Hallar el área limitada por la curva y* = x* — jc 4 . 

La curva es simétrica con respecto a los ejes coordenados. Por 
tanto, el área será 4 veces la correspondiente al primer cuadrante. 

La base del rectángulo genérico es Ax, su altura y — V x* — x 4 
=* x\/ 1 — x* t y su área vale xV 1 — x* Ax. El área buscada es, pues, 

4 xyfl^dx = [-|( 1 -**) M ] 

— ^ unidades de superficie 
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10. Hallar el área del menor de los sectores que la recta x — 3 determina en el círculo x* + y* = 25. (Ver Fig. 34-11.) 


= 2y dx = 2^ V 25 - x * dx = 2 j^| y 25 - x 1 + y 

( 25 g \ 

— jt — 12 — 25 are sen g J unidades de superficie 


are sen 




Fig. 34-11 Fig. 34-12 

11. Hallar el área de la intersección de los círculos x* + y % = 4 y x % + y* = 4x. (Ver Fig. 34-12.) 
Los círculos se cortan en los puntos (1, ± \/3)- 

El rectángulo genérico se extiende desde x = 2 — \/4 — y 1 hasta x = y/4 — y*. 

_ 

(V4 - y 2 - (2 - y[4=tf)} dy = 4 j (\/4^7 - l)dy 


A = 


= 4 ^ V4 — y* 4- 2 are sen — yj = (^- — 2y/s ^ unidades de superficie 


12. Hallar el área limitada por la curva y 1 = **(4 + x). (Ver Fig. 34-13.) 

|Q ✓'•O 


A = J" 2ydx = 2 xV4 + x dx. Haciendo 4 + x = z 2 , tendremos 

A - 4 J (z* - 4) V dz — 4 |jy - y" + Yp-J = unidades de superficie 




Fig. 34-14 



13. Hallar el área limitada por el arco de cicloide x = 8 — sen 0, y ~ 1 — eos 0. (Ver Fig. 34-14.) 

Cuando 0 varía de 0 a 2 ji, se describe un arco completo. Por tanto, dx — (1 — eos 8) dO y 

= /"* ITT /«ITT / o \ 

V¿ x — j (1 — eos $)(1 — eos e) de = J — 2 eos * + ^ eos 2*^ 


de 


“3 j “i*w 

— 2 * — 2 sen 0 4- ^ sen 2o — 3ir unidades de superficie 


14. Hallar el área limitada por la curva x = 3 4- eos 8, y = 4 sen 8 . (Ver Fig. 34-15.) 

Cuando 8 varia, de derecha a izquierda , desde 0 a ¿tt, se describe el área rayada de la figura, que vale, ¿ del área 
pedida. 

J ir/í /•‘JJ72 ✓.ir/l 

(4 sen 0)(— sen e) de — 16 j sen 1 6 de — 8Í (1—cos2 e)de 

0 0 0 

r i ~\ v/1 

— 8 1 9 — — sen2*J = 477 unidades de superficie 
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Problemas propuestos 


15. HalJar el área limitada por las curvas y rectas que se indican: 


(0 y = x 2 — 4, y - 8 — Ix 1 

( j) y — x* — 4jc 2 , y = 4jc 2 

(k) La curva dada por y 2 = x 2 (a 2 — x z ) 

(/) La curva dada por 9 ay 2 — x(3a — jc) 2 
(w) y = e x , y = e~ z , x = 0, x = 2 

(n) ^ = e* /0 4- e***' 41 , y = 0, jc = ±a 

(o) xy = 12, y = 0, jc = 1, x = e 2 
( P ) y = 1/(1 4- jc 2 ), y = 0, x = ±\ 


(a) y -- X 2 , y = 0, x = 2, * = 5 

(&) y = x \y = 0, jí = 1, jc = 3 

(c) y --= 4* — jc 2 , y = 0, jc = 1, jc = 3 

(d) x = 1 + y 2 , x — 10 
O) X = 3y 2 — 9, X — 0, y = 0, y = 1 
(/) x = y 2 + 4>>, x = 0 
(¿> ^ = 9 — jc 2 , ^ = x 4- 3 
(/í) y = 2 —x 2 , y = —x 

(q) y = tag jc, x = 0, j: = \n 

(r) Un sector circular de radio r y ángulo a. 

(s) La elipse x ~ a eos t y y — b sen t. 

(0 x ~ 2 eos 0 — eos 20 — 1, y = 2 sen 0 — sen 20. 

(w) x = a eos 3 /, y = a sen 3 /. 

(v) Primer arco de y — e~ ax sen ax. 

(n>) y — xe~ x2 , y = 0, y la ordenada máxima. 

(jc) Las dos ramas de (2jc — y) 2 — jc 3 y jc = 4. 

OO Dentro de y = 25 — jc 2 , 256jc = 3y 2 , 16^ = 9jc 2 . 

Soluciones : (a) 39 unidades de superficie, (b) 20, (c) 22/3, (d) 36, (e) 8, (/) 32/3, (g) 125/6, (h) 9/2, (0 32, (/) 512A/1/15, 
(*) 2a 3 /3, (/) 8 («) (¿ 2 4- 1/e 2 — 2), («) 2o(e- 1/c), (o) 24, (p) *jr, fa) i ln 2, (r) ¿r 2 a, (s) jio 6, (/) fcr, 

(u) 3na 2 /8, (v)(l 4 - 1 Ie n )l2a t (w) |(1 — 1/V~e), (jc) 128/5, (>0 98/3 unidades de superficie. 


La ordenada media de la curva y — f(x) en el intervalo a < x < b viene dada por 


Area 

Base 



b — a 


16. Hallar la ordenada de (a) una semicircunferencia, (b) la parábola y — 4 — jc 2 desde jc = — 2 hasta jc = 2. 
SoL (a) nr/4> (b) 8/3. 


17. (a) Hallar la ordenada media de un arco de la cicloide jc = a(6 — sen 0), y = o(l — eos 0) con respecto a jc. 
(¿0 Idem, con respecto a 0. 


SoL 




— eos e) 2 de 


3o 
2 ' 


i r 277 

( b ) — 1 a(l — eos 0) de 


a 


18. En la caída libre de un cuerpo, s = \gt 2 y v = gt = \/ 2gs. 

( a ) Demostrar que el valor medio de v con respecto a / en el intervalo 0 < / < /, es igual a la mitad de la velocidad final. 

(¿) Demostrar que el valor medio de v con respecto a s en el intervalo 0 < s < s t es igual a dos tercios de la velocidad 
final. 



Capítulo 35 


Volúmenes de sólidos de revolución 

UN SOLIDO DE REVOLUCION está generado por la rotación de un área plana alrededor de una recta 
del plano o eje de revolución. El volumen de un sólido de revolución se puede hallar por uno de los 
procedimientos siguientes: 


METODO DEL DISCO 

A . El eje de rotación forma parte del contorno del área niana. 

(1) Se traza un diagrama indicando el área generatriz, una franja representativa perpen¬ 
dicular al eje de rotación, y su rectángulo genérico, como se hizo en el capítulo anterior. 

(2) Se halla el volumen del disco producido en la rotación del rectángulo genérico alre¬ 
dedor del eje de rotación y la suma correspondiente a los n rectángulos. 

(3) Se aplica la regla de Barrow o teorema fundamental del cálculo integral (Capítulo 33) 
suponiendo que el número de rectángulos crece indefinidamente. 

(Ver Problemas 1-2.) 

B. El eje de rotación no forma parte del contorno del área plana. 

(1) Se procede como en el apartado (1) anterior. 

(2) Se prolongan los lados del rectángulo genérico, ABCD , hasta que corten al eje de ro¬ 
tación en E y en F (ver Fig. 35-3 correspondiente al Problema 3). Cuando este rectán¬ 
gulo gire alrededor del eje de rotación se produce un cilindro cuyo volumen es igual 
a la diferencia entre los volúmenes generados por los rectángulos EABF y ECDF al 
girar con respecto al mismo eje. Se halla la diferencia de los dos volúmenes y se procede 
como en el apartado (2) anterior. 

(3) Se procede como en el apartado (3) anterior. (Ver Problemas 3-4.) 


METODO DEL ANILLO 


(1) Se dibuja, en un diagrama, el área generatriz, una franja representativa paralela al eje de ro¬ 
tación, y su rectángulo correspondiente. 


(2) Se halla el volumen (= circunferencia media X altura X espesor) del anillo cilindrico pro¬ 
ducido en la rotación del rectángulo genérico con respecto al eje de giro y se halla la suma 
correspondiente a los? n rectángulos. 



(3) 


Se aplica el teorema fundamental, o regla de Barrow, suponiendo que el número de rectán¬ 
gulos crece indefinidamente. 

(Ver Problemas 5-8.) 

v 




Problemas resueltos 


Hallar el volumen generado en la rotación del área del primer cuadrante limitada por la parábola y* = Sxy la ordenada 
correspondiente a x — 2 con respecto al eje x. (Ver Fig. 35-1.) 
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Dividiendo el área mediante franjas verticales, cuando el rectángulo genérico de la Fig. 35-1 gire alrededor del eje x 
se produce un disco de radio y , de altura Ax y de volumen ny 2 Ax. La suma de los volúmenes de los n discos, correspon¬ 
dientes a los n rectángulos, es Eny % Ax , y el volumen pedido será, 



Fig. 35-1 Fig. 35-2 


2. Hallar el volumen generado al girar el área limitada por la parábola y 2 = 8x alrededor de la ordenada correspondiente 
a x = 2. (Ver Fig. 35-2.) 

Dividiendo el área mediante franjas horizontales, cuando el rectángulo genérico de la Fig. 35-2 gire alrededor del 
eje y se produce un disco de radio 2 — x, de altura Ay y de volumen n{2 — x) 8 Ay . El volumen pedido será 


V 



— x¥ dy 



(2 —xYdy 



256 

IT 


-n unidades de volumen 


3. Hallar el volumen generado en la rotación del área limitada por y 2 = 8x y la ordenada correspondiente ar = 2 con 
respecto al eje y. (Ver Fig. 35-3.) 


Dividiendo el área mediante franjas horizontales, cuando el rectángulo genérico de la Fig. 35-3 gire alrededor del 
eje y, se produce un disco cuyo volumen es igual a la diferencia entre los volúmenes generados al girar los rectángulos 
ECDF(áe dimensiones 2 por Ay) y EABF(áe dimensiones x por Ay) con respecto al eje y , es decir, n{ 2) 2 Ay — 7i(x) a Ay . 
El volumen pedido será 


V 



(2,-4) 


(4 — x 2 ) dy 


Fig. 35-3 



128 

5 


n unidades de volumen 



4. Hallar el volumen generado en la rotación del área comprendida entre la parábola y = 4x — x 2 y el eje x con respecto 
a la recta y = 6, (Ver Fig. 35-4.) 

Dividiendo el área mediante franjas verticales, el rectángulo genérico, al girar alrededor de la recta y = 6, produce 
un disco de volumen tz( 6) a Ax — ti(6 — y) 2 Ax . El volumen pedido será 


V 


* J ‘{ (6)2 —(6 —>-)*}<** 


n^(\2y — y l )dx 



— 28x> + 8x*— x^dx 


1408tt 


unidades de volurpen 


15 
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5. Se trata de hallar el volumen generado en la rotación del área del primer cuadrante limitada por la curva y = /(jc) y las 
ordenadas correspondientes a x = a y r = A, alrededor del eje y. (Ver Fig. 35-5.) Dividiendo este área en n franjas y 
trazando los rectángulos correspondientes, cuando uno de ellos gire alrededor del eje y f se produce un anillo cilindrico 
de altura y kt radio interno radio externo £* y volumen 

© = «ÍÍI-&-1 )y* 


(ii) 


Por el teorema del valor medio de la derivada 




(£*—£*- 1 ) = 2xíd*x 


Siendo < x k < £*. Por tanto, (i) se transforma en 

A k V = 2ji A¿x — 2ji x¡J(x k ) A^x 

y 


V — 2n lim ^ xíf(xt) A¿x = J xf(x) dx por el teorema de Bliss 


Nota. Si los puntos x k de los subintervalos son los puntos medios de estos, no es necesario acudir al teorema 
de Bliss. Para los x' k definidos en (ii), se verifica: x' k = £(£* + £*-i) = x k [ver Problema 17(ó), Capítulo 21]. El vo- 

n n 

lumen producido al girar los n rectángulos alrededor del eje y es V 2nx k f (* t ) A k x = V g(x k ) A k x del tipo (i) del 
Capítulo 33. *-i *=i 




(2,-4) 

Fig. 35-6 


6. Hallar el volumen generado en la rotación del área limitada por la parábola y 2 = Sx y la ordenada correspondiente 
ar-2 con respecto a esta recta. Aplicar el método del anillo. (Ver Problema 2.) 

Dividimos el área (Fig. 35-6) mediante franjas verticales y elegimos, para mayor sencillez, el punto P de forma que 
sea el punto medio del segmento AB . 

La altura del rectángulo genérico es 2 y — 4\^2x t su base, Ax y su distancia al eje de giro, es 2 — x. Cuando este 
rectángulo gire alrededor de este eje se produce un anillo cilindrico de volumen 2jt(2 — x) ■ 4\/2x Ax. El volumen 
pedido será 

V — 8\/2 ti j* (2 — x)\/x dx = 8\/2 7iJ (2x m — x 212 ) dx — unic *ades de volumen 


7. Hallar el volumen del toro generado en la rotación del círculo x 2 + y 2 = 4 alre¬ 
dedor de la recta x = 3. 

Aplicamos el método del anillo. La altura del rectángulo genérico es 2y, su 
base Ax f y la distancia media al eje de revolución vale 3 — x. El volumen pedido 
será 

V = 2jiJ* 2y(3 — x)dx = 4arj* (3 — x) V4 — x* dx 

— 12^^ V4 — x* dx — 4jiJ jcV4 — x l dx 

= |^12rt |í-V4 — ** +.2 are sen jj + ^(4 — 

— 2471* unidades de volumen 



Fig. 35-7 
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8 . Hallar el volumen generado en la rotación alrededor del eje y del área limitada por el primer arco de la cicloide 
x ~ 0 — sen 0, y — 1 — eos 0 y el eje x. Aplicar el método del anillo. 

r0= 2n pin 

V ~ 27i\ xydx — 2 ti\ (0— sen 0)(1—eos 0)(1—eos 6)d6 

J 0=0 Jo 

r2Jl 

= 2n\ (0— 26 eos 0 4- 0 eos 2 0— sen 6 4 - 2 sen fleos 6 
Jo — eos 2 0 sen 0 ) ¿O 

= 2ji |£0 a — 2(6 sen 0 4- eos 0) 4- i(£0 sen 20 4- i eos 20) 

4- eos 0 4- sen 2 0 4- ¿ eos 3 ©J — 6 ti 3 unidades de volumen 

9. Hallar el volumen generado en la rotación del área limitada porjt> = — jc 2 
— 3jc 4- 6 y jc + y — 3 = 0 alrededor de la recta, (a) x — 3, (b) y = 0. 

(o) v — (ye—y¿)0— x)dx 


**L (x! 


9x 4- 9) dx — 256tt/ 3 unidades de volumen 


(b) v = 

= jiJ (x* + 6* 3 — 4x 2 — 30x + 27) dx = 1792.T/15 uni 


unidades de 



volumen. 


Fig. 35-9 


Problemas propuestos 

Hallar, en los Problemas 10-19, el volumen generado en la rotación del área plana dada alrededor del 
eje indicado, aplicando el método del disco. (Soluciones en unidades cúbicas.) 


10. 

y = 

2x 2 y y — 0, JC = 0, JC = 5; eje JC 

Sol. 2 500ti 

15. 

y = jc 3 , y — 0, jc = 2; jc = 2 

Sol. 16ti/5 

11. 

JC 2 - 

-y a — 16, y = 0, jc = 8; eje jc 

Sol. 256ji/3 

16. 

y 2 = jc^I —jc 2 ); eje jc 

Sol. 4ti/35 

12. 

y = 

4jc 2 , jc = 0, y ~ 16; eje y 

Sol. 32n 

17. 

4jc 2 4- 9y 2 = 36; eje jc 

Sol. 16 ji 

13. 

y = 

4jc 2 , jc =0, y = 16; y = 16 

Sol. 4096ti/15 

18. 

4jc 2 + 9y a = 36, eje y 

Sol. 2471 

14. 

y 2 = 

= x 3 , y = 0, x — 2 ; éje x 

Sol. 47i 

19. 

Dentro de jc = 9 — y 2 , entre 
jc — y — 7 = 0, x = 0; eje y 

Sol. 963ti/5 


Hallar, en los Problemas 20-26, el volumen generado en la rotación del área plana dada alrededor del 
eje indicado, aplicando el método del disco. (Soluciones en unidades cúbicas.) 


20. y = 2jc 2 , y = 0, jc = 0, jc = 5; eje y 

Sol. 625ti 

24. 

y = jc 2 , y = 4jc — jc 2 ; eje jc 

SoL 32tt/3 

21. x z -y y 2 = 16, y = Q, jc = 8; eje y 

Sol. 128^371 

25. 

y = jc 2 , y = 4jc — jc 3 ; y = 6 

SoL 64tt/3 

22. y = 4jc 2 , jc = 0, y = 16; eje jc 

Sol. 2 048ti/5 

26. 

jc =9—y a , jc —y — 7 = 0; jc = 4 

SoL 153 ni 5 

23. y = jc 3 , jc — 0, y = 8; jc = 2 

Sol. 1447i/5 





Hallar, en los Problemas 27-32, el volumen generado en la rotación del área plana dada alrededor del 
eje indicado, aplicando el método del anillo. (Soluciones en unidades cúbicas.) 

27. y = 2jc 2 , y = 0, x — 0, jc = 5; eje y 30. y = jc 2 , y = 4x — x 2 ; x = 5 

28. y = 2jc 2 , y ~ 0, x — 0, x = 5; x — 6 31. y = x 2 — 5x 4 6, y = 0; eje y 

29. y = x 3 , y — 0, x = 2; y = 8 32. Dentro de x ~ 9 — y 2 > entré x — y — 7 = 0, * = 0;y = 3 

SoL (27) 625tt, (28) 3752, (29) 32071/7^30) 64te/3, (31) 5ti/6, (32) 369tt/2 


Hallar, en los Problemas 33-39, el volumen generado en la rotación del área plana dada alrededor del 
eje indicado, aplicando el método que sea más idóneo. 


33. 

34. 

35. 

36. 

37. 

38. 

39. 

40. 


Sol . 7i(l — 1/e) unidades de volumen 
Sol. i™ 2 unidades de volumen 
Sol. 7r(e 2n — l)/8 unidades de volumen 
Sol. 7i[(7r — \)e n — 1] unidades de volumen 
Sol . 5tf 2 unidades de volumen 
— sen 20; eje x Sol. 64tt/ 3 unidades de volumen 
y = 2x a , 2x — y 4 4 = 0; x = 2 Sol. 27n unidades de volumen 

Hallar el volumen de un tronco de cono cuya base inferior es de radio i?, la superior de radio r y de altura A. 
SoL $7ih(r 2 4- Rr 4- R 2 ) unidades cúbicas. 


y - e~ x , y = 0, X = 0, JC = 1 ; eje y 

Un arco de y = sen 2x ; eje jc 

Primer arco de y — e x sen x; eje jc 

Primer arco de y — e x sen jc; eje y 

Primer arco de jc = 0 — sen 0, y = 1 — eos 0; eje jc 

La cardioide jc = 2 eos 0 — eos 20 — 1, y = 2 sen 0 - 



Capítulo 36 


Volúmenes de sólidos de sección conocida 

EL VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION generado en la rotación alrededor del eje x de 
un área plana limitada por la curva y = /(x), el eje x y las rectas x = a y x = b viene dado 

por J* ny % dx. El integrando, ny 2 = ^{/(x)} 2 , se 

puede interpretar como el área de la sección deter¬ 
minada por un plano perpendicular al eje x situado 
a una distancia del origen igual a x unidades. 

Recíprocamente, si el área de la sección ABC 
determinada en un sólido por un plano perpendicu¬ 
lar al eje x situado a una distancia del origen igual 
a x unidades, se puede expresar como función, 

A(x ), de x, el volumen del sólido viene dado por 

V = J* A(x) dx . 

Fig. 36-1 



Problemas resueltos 

I* 


1. Hallar el volumen de un sólido de base circular de 4 unidades 
de radio sabiendo que toda sección plana perpendicular a un 
diámetro ñjo es un triángulo equilátero. 


Tomando el círculo, como en la Fig. 36-2, con el eje x 
sobre el diámetro fijo, la ecuación del círculo será x z +y s = 16. 
La sección ABC del sólido es un triángulo equilátero de lado 

2 y y área A(x) = V~3 y* = V~3 (16 — x*). 


V 



V3J* (16 — x 1 ) dx 
V 236 

J-. 3 


\/3 unidades de volumen 



Fig. 36-2 


2.^ Un sólido tiene una base en forma de elipse cuyos ejes mayor 
y menor miden 10 y 8, respectivamente. Hallar su volumen 
sabiendo que toda sección del mismo perpendicular al eje 
mayor es un triángulo isósceles de altura igual a 6. 

Situemos la elipse como indica la Fig. 36-3, siendo su 
x z y 2 

ecuación —— + -f— = 1. La sección ABC es un triángulo isós- 
25 16 

celes de base 2 y, altura 6 y área A(x) = 6y — 6 * 4 /«V25 — x a . 



V 


^ J* V25 — ¿dx 


60?r unidades de volumen 


F!g. 36-3 
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Jv y* 

3. Hallar el volumen del sólido limitado por el paraboloide — + — 

16 25 


2 y el plano z = 10. (Ver Fig. 36-4.) 


La sección determinada en el sólido por un plano paralelo al xOy situado a una distancia z del origen es una elipse 
de área nxy — n(4\/ z)(5V *) = 2Qttz. En consecuencia, 


V = 20?i 


í zdz = 


IOOOtt unidades de volumen 


z 


X 


Fig.36-4 


Fig. 36-5 


Fig. 36-6 




z 



En un cilindro recto circular de madera, de 8 centímetros de radio, se efectúa un corte por un plano que pasa por un 
diámetro de la base y forma con ella un ángulo de 60°. Hallar el volumen de la madera eliminada. (Ver Fig. 36-5.) 

Tomando los ejes coordenados que se indican en la ñgura, la sección determinada por un plano perpendicular al 
eje jc es un triángulo rectángulo en el cual el ángulo agudo adyacente al cateto y es de 60°. La longitud del otro cateto 
es V 3 y y el área de la sección es |a/*3 y‘ = i V 3 (64 — x 2 ). Por tanto. - 

1-=*> KCTTA ACLA 


V = -i\/3j 8 _ 8 (64 — x 2 ) 


dx 


1024 


V 3 cm* 123-ÍO SXte 


efe Os* 

5a 


5.. Hallar el volumen de la intersección de dos cilindros circulares de igual radio r que se cortan ortogonalmente. 
(Fig. 36-6.) 

Tomando los ejes coordenados que se indica en la figura, las ecuaciones de los cilindros son x* + z 1 = r % e 
y 2 + z 2 — r 2 . La sección determinada en el volumen que se trata de calcular, por un plano perpendicular al eje z, es 
un cuadrado de lado 2x — 2y — 2\Jr 2 — z* y área 4(r a — z 2 ). Por tanto, 

f r 16r 3 

V = 4 (r 2 — z 2 )dz — —-— unidades de volumen 


6. Hallar el volumen de un cono recto de altura h t cuya base es una elipse 
de eje mayor 2 a y eje menor 2ó. (Fig. 36-7.) 

La sección determinada en el cono por un plano paralelo a la base 
es una elipse de eje mayor 2x y eje menor 2y, 

De los triángulos semejantes de la figura, se deduce: 


PC _ PM x 
OA OM ° a 



\ también» 


PD 

OB 


PM y _ h — z 
~OM Ó T ~ 


El área de la sección es nxy 


nab(h — z) 2 
h 2 


. Luego 


jzabh unidades de volumen 



V 




Fig. 36-7 
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Problemas propuestos 

7. Hallar el volumen de un sólido de base circular de 4 unidades de radio sabiendo que la sección determinada en él por 
un plano perpendicular a un diámetro fijo (eje x de la figura del Problema 1) es {a) un semicírculo, (¿>) T :n cuadrado, (c) 
un triángulo rectángulo isósceles con su hipotenusa en el plano de base. 

Sol. (a) 128jt/3, ( b ) 1 024/3, (c) 256/3 unidades de volumen. 

8 . Hallar el volumen de un sólido de base elíptica de ejes mayor y menor iguales a 10 y 8, respectivamente, sabiendo que 

la sección determinada en él por un plano perpendicular al eje mayor es un triángulo rectángulo con un cateto en el 
plano de la base. Sol . 640/3 unidades de volumen. 

9. Hallar el volumen de un sólido cuya base es el área limitada por la parábola / = 12x y su ordenada correspondiente 

al punto x — 3, sabiendo que la sección determinada en él por un plano perpendicular al eje x de la parábola es un 
cuadrado, Sol. 216 unidades de volumen. * 

10. Hallar el volumen de un sólido cuya base es el área del primer cuadrante limitada por la recta 4x + 5y = 20 y los 
ejes coordenados, sabiendo que la sección determinada en él por un plano perpendicular al eje x es un semicírculo. 
Sol. IOti/ 3 unidades de volumen. 

11. Hallar el volumen de un sólido cuya base es el círculo x 2 + y 2 = 16*, sabiendo que la sección determinada en él por 
un plano perpendicular al eje * es un rectángulo de altura igual al doble de la distancia del origen al plano de la sección 
Sol. 1 Q24n unidades de volumen. 

12. Hallar el volumen del sólido engendrado por un círculo cuyos extremos de un diámetro se apoyan en las parábolas 
y 2 + 8* = 64 e y 2 + 16* = 64, cuando se le desplaza paralelamente al plano xz. 

Sol. 256tt/ 15 unidades de volumen. 

13. Hallar el volumen de un cono cuya base es el círculo y 2 + z 2 — 2 by — 0, * = 0, y su vértice, el punto (a, 0,0). 

Sol. \nab 2 unidades de volumen. 

14. Hallar el volumen del sólido limitado por el paraboloide y 2 + 4z 2 = * y el plano * = 4. 

Sol. 4n unidades de volumen. 

15. Hallar el volumen de un barril cuyo perfil es el de un elipsoide de revolución, sabiendo que su altura es 6, el radio de 

la sección media es igual a 3 y el radio de las bases igual a 2. Sol. 44 n unidades de volumen. 

16. Hallar el volumen de un sólido sabiendo que la sección determinada en él por un plano perpendicular al eje * es un 
círculo cuyos extremos de un diámetro se apoyan en las parábolas y 2 — 9* y x 2 — 9>\ 

Sol. 6 56Ite/ 280 unidades de volumen. 

17. Hallar el volumen de un sólido sabiendo que la sección determinada en él por un plano perpendicular al eje * es un cua¬ 
drado cuyos extremos de una diagonal están situados sobre las parábolas y 2 — 4* y * 2 = 4 y. 

Sol. 144/35 unidades de volumen. 

18. En una esfera de 3 centímetros de radio se efectúa un taladro de 1 centímetro de radio, siendo el eje de éste uno de 

los diámetros de aquélla. Hallar el volumen de la esfera que resulta. Sol. 64n\/~2/3 cm 3 . 



Capítulo 37 


Centro geométrico 

Areas planas y sólidos de revolución 

LA MASA DE UN SOLIDO es una medida de la materia que contiene y su volumen es una medida del 
espacio que ocupa. Si la masa por unidad de volumen es la misma en todo el cuerpo se dice que 
éste es homogéneo o que tiene densidad constante . 

En mecánica se simplifican mucho los cálculos cuando se puede considerar a la masa del cuerpo 
concentrada en un punto que se denomina centro de masas. En un cuerpo homogéneo este punto 
coincide con el centro geométrico o centroide. Por ejemplo, el centro de masas de una pelota de 
goma homogénea coincide con el centro geométrico de la pelota considerada como una esfera. 

El centro geométrico de una hoja de papel rectangular estará situado entre las dos superficies 
en la mitad del espesor pero, en este caso, se puede considerar situado sobre una de las superficies 
en el punto de intersección de las diagonales. Así, pues, el centro de masas de una hoja delgada 
coincide con el centro geométrico de la hoja considerada como un área plana. 

En este Capítulo, y en el siguiente, nos limitaremos a considerar áreas planas y sólidos de re¬ 
volución. En capítulos posteriores trataremos de otros sólidos, arcos de curvas y cuerpos hete¬ 
rogéneos. 


EL MOMENTO (DE PRIMER ORDEN) M L DE UN AREA PLANA con respecto a una recta L es 
el producto del área por la distancia de su centro geométrico a dicha recta. El momento de un área 
compuesta de otras varias con respecto a una recta es igual a la suma de los momentos de las 
áreas individuales con respecto a dicha recta. 

Para hallar el momento de un área plana con respecto a un eje coordenado se procede de la 
manera siguiente: 

(1) Se dibuja el área y se traza una franja representativa y su rectángulo genérico correspondiente. 

(2) Se efectúa el producto del área del rectángulo por la distancia de su centro geométrico o cen¬ 
troide al eje, y se escribe la suma correspondiente a todos los rectángulos. 

(3) Se aplica la regla de Barrovv o teorema fundamental del cálculo integral (ver Problema 2) 
suponiendo que el número de rectángulos crece indefinidamente. 

Para un área plana A cuyo centro geométrico es el punto (x, y) y cuyos momentos con respecto 
a los ejes x e y son M x y M y , respectivamente, se tiene: 

Ax = M y y Ay — M x 

(Ver Problemas 1-8.) 


EL MOMENTO (DE PRIMER ORDEN) DE UN SOLIDO de volumen K, engendrado en la rotación 
de un área plana alrededor de un eje coordenado, con respecto a un plano que pase por el origen 
y sea perpendicular a dicho eje, se halla de la manera siguiente: 

(1) Se dibuja el área y se traza una franja representativa y su rectángulo genérico. 

(2) Se efectúa el producto del volumen del disco o anillo, generado en la rotación del rectángulo 
con respecto al eje, por la distancia del centro geométrico del rectángulo al plano, y se es¬ 
cribe la suma correspondiente a todos los rectángulos. 
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(3) Se aplica la regla de Barrow o teorema fundamental del cálculo integral suponiendo que el 
número de rectángulos crece indefinidamente. 

El centro geométrico (£, y) está situado en el eje x si el área gira en torno a dicho eje. Llamando 
M yz al momento del sólido con respecto al plano que pasa por el origen y es perpendicular al eje x, 
se tiene 


Vx — y — 0 

Análogamente, si fa rotación del área tiene lugar en torno del eje y y el centro geométrico (x, y) 
está situado en dicho eje. Llamando M xz al momento del sólido con respecto al plano que pase 
por el origen y sea perpendicular al eje y , se tiene 


Vy = M XZy x = 0 


(Ver Problemas 9-12.) 


PRIMER TEOREMA DE PAPPUS. El volumen engendrado por un área plana en rotación alrededor 
de un eje de su plano que no la corte es igual al producto del área por la longitud de la trayectoria 
descrita por su centro geométrico. 

(Ver Problemas 13-15.) 


Problemas resuellos 


1. Dada el área plana de la figura, hallar (a) su momento con respecto a los ejes 
coordenados y (¿>) las coordenadas de su centro geométrico (£, y). 

Ca ) El área del rectángulo superior es 5 x 2 = 10 unidades, y su centro 
geométrico es el punto /4(2,5, 9). Análogamente, las áreas y centros de 
los otros rectángulos son: 12 unidades, ¿1(1,5); 2 unidades, C(2,5, 5); 
10 unidades, ¿3(2,5, 1). 

Los momentos de los rectángulos con respecto al eje x son 10(9), 
12(5) y 10(1). Por tanto, el momento del área de la figura, con respecto 
al eje x , es 

M x = 10(9) + 12(5) + 2(5) + 10(1) = 170 

Análogamente, el momento del área de la figura con respecto al 
eje y es 

M v = 10(2,5) + 12(1) + 2(2,5) + 10(2,5) = 67 

(b) El área de la figura es A = 10 + 12 + 2 + 10 = 34. 

Luego Ax — M y , 34x = 67 y x — 67/34, 

y Ay = M xt 34 y = 170 e y = 5. 

El punto (67/34, 5) es el centro geométrico. 



2. 


Hallar el momento con respecto a los ejes coordenados del área plana del segundo cuadrante limitada por la curva 
X = y* — 9. 


El área del rectángulo genérico de la figura es —x • Ay , su centro geo¬ 
métrico es (i*, y ), y su momento con respecto al eje x vale y (—x • Ay). 
Por tanto, 

r 3 r 3 81 

M x = — J ^y-xdy = — J ^ y(y % — 9) dy = -j- 

Análogamente, el momento del rectángulo genérico con respecto al eje y 
es Jx (—x ■ Ay). En consecuencia. 



My 



-y|V-9) 2 <¿V = 


324 

5 


Fig. 37-2 
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3. Hallar el centro geométrico del área del primer cuadrante limitada por 
la parábola y = 4 — xV 


El centro geométrico del rectángulo genérico es (x, %y). 

A = 

\ ydx = 

0 

f (4 — x 4 ) dx = 16/3 

0 

M x = 

J* iV'V dx 

= ! J" (4 — x*)* dx = 128/16 

M, = 

J' X'y dx 

= x(4 — x*) dx = 4 

Por tanto 

£ = A/.//1 = 

3/4, y = = 8/5, y las coordenadas 


del centro geométrico son (3/4,8/5). 


4. Hallar el centro geométrico del área del primer ctiadrante limitada por la 
parábola y = x a y la recta y = x. 



El centro geométrico del rectángulo genérico es [x, ¿(x + x f )], 
A = C (x-x')dx = 1/6 

f x = r ^(x + x*)(x — x 1 ) dx = 1/16 

= J'xfx-xVx = 1/12 


M a 


Por tamo x = M W ¡A = 1/2, y = MJA = 2/5, y las coordenadas del 
centro geométrico son (1/2, 2/5). 


5. Determinar el centro geométrico del área limitada por las parábolas 
x = y 2 y x a = —8>\ 

El centro geométrico del rectángulo genérico es [x, J(—x*/8 — V *)]. 


8 


dx = ~ 

3 


*■ = + = - 
/'*( - T +v ’)* = T 


= 



y el centro es (x, y) = (9/5, —9/10). 


6. Hallar el centro geométrico del área limitada por la curva y = 2 sen 3x, 
desde x ^ 0 hasta x = ti/ 3. (Ver Fig. 37-6.) 

Empleando el rectángulo genérico de la ñgura cuyo centro geométrico es (x, i y). 



<4.-2 T 

Vi = —x*/8 


Fig. 37-5 



Las coordenadas del centro son (M v ¡A t M X ¡A) = (tt/6, tt/4). 


Fig. 37-6 
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7. 


Hallar el centro geométrico del área del primer cuadrante de la hipocicloide x — a eos 8 0, 
y = a sen 3 0. (Ver Fig. 37-7.) 

Por simetría, x—y. 


M x 



^ 6=ir/a 

y» TT/Í 


A = í 

xdy - 

| a eos 3 6 • 3a 

sen 2 6 eos 6 dtf 

J 

6 = 0 

0 


3 

A 

a a r^^sen 1 26 ( 

1 + ™ 29 )d, 



J o \ 

2 / 


3 

8 

a ’[f-i 86 " 49 

i T" 

= 

32 


J . fl=w/i 

6 = o 


y* x dy 



eos 1 6 Sen 5 9 d9 


-3a 3 


COS 5 9 

6 


2 eos* 9 
7 


+ 


3a* 

COS 9 9 

9 



COS 4 9 (1 

24a* 

316 



— eos 1 9)* sen $ d9 


Por tanto, y = MJA = 256a/315?i y las coordenadas del centro son (256a/315jt, 256a/31 5 ti). 


8. Demostrar que el centro geométrico del área de un sector circular de 

2r sen 0 

radio r y ángulo 20 está situado a una distancia —— del centro del 
círculo. 

Situemos el sector de forma que su centro geométrico esté situado 
sobre el eje x. Por simetría, la abscisa de dicho centro será igual a la del 
área situada por encima del eje x , limitada por la circunferencia y la recta 
y = x tag 0. Para este último sector: 


/• f jen 6 

I (\Zr* — y 1 - y cot 9) dy 
J o 

_. r hb 9 

| yy/r* - y* + |-r* are sen & — ^ y* cot 9 J - 

J rienO. _ _ . /»r un» 

^(VV*- y* + y cot 6)(v^r* — y* - y cot 9) dy = ^ J (r 2 — y* - y 
= cot**J = |r»sen», y 


A = 



— cot 1 6) dy 
2r sen 6 


36 

9* Hallar el centro geométrico (£, 0) del sólido generado en la rotación del área del Problema 3 alrededor del eje x . 
Aplicando el método del disco al rectángulo genérico del Problema 3, 


V = y'dx = ,rj^ (4-afVd* = 25<W16, 

Ai». = rj" X’y'dx = rj" x(4 — 


x 1 ) 1 dx — 32ir/3, y % — M y JV ~ 5/8 


10. Hallar el centro geométrico (0, y) del sólido generado en la rotación del área del Problema 3 alrededor del eje y. 
Aplicando el método del anillo al rectángulo genérico del Problema 3, 


V 

M 2 


— 2ir i* xy dx — 2ir r x(4 — x # ) dx — 8?r, 

Jo Jo 

— 2ir ^ \yxydx — ir x(4 — x*)* dx — 32ir/3, de donde y ~ M*xlV = 4/3 


11. Hallar el centro geométrico (x, 0) del sólido generado en la rotación del área del Problema 4 alrededor del eje x . 
Aplicando el método del disco al rectángulo genérico del Problema 4, 


= ir§ X (x*-X 


A )dx = 2jt716, M„ = 


- 'f 


x(x l — x 4 ) dx = ir/12, y £ — M y JV — 5/8. 
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12. Hallar el centro geométrico (0, y) del sólido generado en la rotación del área del Problema 4 alrededor del eje y . 
Aplicando el método del anillo al rectángulo genérico del Problema 4, 


V = 2v f x(x — x*) dx — t/ 6, 

o 

Mxa = x + x 1 ) • x(x — x # ) dx = ir/12, de donde 

o 

13. Hallar el centro geométrico del área de un semicírculo de radio r. 

Tomando el semicírculo como en la figura, x = 0. 

El área del semicírculo es inr 2 ; el sólido generado en la rotación alrede¬ 
dor del eje x es una esfera de volumen 4 /^*» y el centro geométrico (0, y) 
del área describe una circunferencia de radio y . Aplicando el teorema de 
Pappus, Jjir* ■ 2 ji y — e y — 4rl3n. El centro geométrico es, pues, el 

punto (0, 4r/3n). 


V — M Z JV = 1/2 



14. Hallar el volumen del toro generado en la rotación del círculo x* 4- y* — 4 alrededor de la recta x = 3. (Fig. 37-10). 
El centro geométrico del círculo describe una circunferencia de radio 3. 

Por tanto, V = 4ji(6ti) = 247** unidades de volumen. 




15. Hallar el volumen generado en la rotación del rectángulo de la Fig. 37-11 alrededor de (1) la recta x = 9, (2) la recta 
y — —5 y (3) la recta y = — x . 

(1) El centro (4, 3) del rectángulo describe una circunferencia de radio 5. Luego, V = 8(1 Oti) = 80tt unidades de vo¬ 
lumen. 

(2) El centro describe una circunferencia de radio 8. Luego, V = 8(16n) = 128 tt unidades de volumen. 

(3) El centro describe una circunferencia de radio (4 + 3 )/\ >r 2. Luego, V = 56\ r 2n unidades de volumen. 


Problemas propuestos 

Calcular el centroide de las áreas dadas en los problemas 16-26. 


16. 

y = 

■**, y = 

9 

Sol. (0,27/5) 

17. 

y = 

4x — jc* 

. y = o 

Sol . (2, 8/5) 

18. 

y = 

4x — x\ 

> y = x 

Sol. (3/2, 12/5) 

19. 

3/ 

= 4(3 — 

X), X = 0 

Sol . (6/5,0) 

20. 

X a = 

= 8>, y - 

= 0, x = 4 

Sol. (3, 3/5) 

21. 

y = 

* 

11 

x 8 

Sol . (12/5, 192/35) 
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22. jc* — 8y + 4 = 0, jc* = 4 y f primer cuadrante. Sol. (3/4, 2/5) 

23. Area del primer cuadrante de jc* + y 2 = a 2 . Sol. (4íj/3tt, 4cj/3jt) 

24. Area del primer cuadrante de 9x 2 + I6y 2 = 144. Sol. (16/3?r, 4 ¡n) 

25. Lazo derecho de y* = jc*(1 — jc*). Sol. (32/15?r, 0) 

26. Primer arco de jc — 0 — sen 0, y = 1 — eos 0. 5o/. (jc, 5/6) 

27. Demostrar que la distancia del centro geométrico de un triángulo a la base es 1/3 de la altura. 


Hallar el centro geométrico del sólido generado 
los ejes indicados en los Problemas 28-38. 

28. y = jc*, y = 9, jc = 0; eje y 

29. y — jc*, y = 9, jc = 0; eje jc 

30. y = 4jc — jc*, y = x; eje jc 

31. y — 4jc — jc*, y = jc; eje y 

32. jc* — y 2 = 16, y = 0, jc = 8; eje jc 

33. jc* —.y® = 16, .y = 0, jc = 8; eje y 

34. (jc — 2)y 9 = 4, ^ = 0, jc = 3, jc = 5; eje jc 

35. jc*.y = 16(4 — y) 9 x = 0, y — 0, jc = 4; eje y 


en la rotación de las áreas planas dadas alrededor de 

Sol. y = 6 

Sol . x = 5/4 

5o/. £ = 27/16 

Sol. y = 27/10 

Sol . x = 27/4 

5o/. $ - 3 V"3/2 

Sol . x = (2 + 2 In 3)/(ln 3) 

5o/. y = 1/(1 n 2) 


36. Area del primer cuadrante limitada por .y* = 12jc y la ordenada en jc = 3; eje jc Sol. £ = 2 


37. Area del Problema 36; eje y 


Sol. y = 5/2 


38. Area del Problema 36; directriz. 


Sol. y = 75/32 


39. Demostrar el teorema de Pappus de este capítulo. 


40. Aplicando el teorema de Pappus, hallar: 

(a) el volumen de un cono recto circular de altura a y radio de la base b. 

( b ) el volumen del sólido obtenido al girar la elipse 4(x — 6)“ + 9 (y — 5)* = 36 alrededor del eje jc. 
Sol. (a) \nab 2 u.v. (b) 60ti* u.v. 


41. Dada el área A , limitada por y = —jc* — 3jc + 6 y jc + y — 3 = 0, 
hallar (o) su centro geométrico, (b) el volumen generado en la rotación 
de A alrededor de la recta dada. 

Sol. (a) (-1, 28/5), (6) 2r 3 J • A = n cen. vol. 

42. Dado el volumen generado en la rotación del área A (rayada en la 
Fig. 37-12) alrededor de la recta L t obtener: 


a£ + y — 6 


= ~f== f (Vc-V, 
Vo* + l J r 


yja 2 +1 


(aM, + Af« - 6A) 


43. Aplicando la fórmula del Problema 42, obtener el volumen generado 
en la rotación del área alrededor de la recta. 

(a) y = —x 2 — 3;c + 6, jc + .y — 3 = 0 

(b) y = 2jc®, 2jc — y + 4 = 0 

Sol. (a) Ver Problema 41, (ó) 162^*5^/25 un. vol. 



Fig. 37-12 
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Momentos de Inercia 

Areas planas y sólidos de revolución 


EL MOMENTO DE INERCIA h DE UN AREA PLANA A con respecto a una recta L situada en su 
plano se halla de la forma siguiente: 


O) 

( 2 ) 

( 3 ) 


Se dibuja el área, trazando una franja representativa paralela a la recta y su rectángulo ge¬ 
nérico correspondiente. 

Se calcula el producto del área del rectángulo por el cuadrado de la distancia de su centro 
geométrico a la recta, y se escribe la suma correspondiente a todos los rectángulos. 

Se aplica la regla de Barrow o teorema fundamental del cálculo integral suponiendo que el 
número de rectángulos crece indefinidamente. ^y er p ro bi emas j _4 ) 


EL MOMENTO DE INERCIA It DE UN SOLIDO de volumen K, generado en la rotación de un área 
plana alrededor de una recta L de su plano con respecto a esta recta (eje del sólido), se halla de la 
forma siguiente: 


O) 

( 2 ) 

( 3 ) 


Se dibuja el área, trazando una franja representativa paralela al eje y su rectángulo genérico 
correspondiente. 

Se calcula el producto del volumen generado en la rotación del rectángulo alrededor del eje 
(anillo) por el cuadrado de la distancia del centro geométrico del rectángulo a dicho eje, y se 
escribe la suma correspondiente a todos los rectángulos. 

Se aplica la regla de Barrow o teorema fundamental de cálculo integral suponiendo que el 
número de rectángulos crece indefinidamente. ^y er p ro b] emas 5 _g) 


RADIO DE GIRO. El número positivo R definido por la relación II = AR 2 en el caso de un área plana A , 
y por It — VR 2 en el caso de un sólido de revolución, recibe el nombre de radio de giro del área 
o volumen, respectivamente, con respecto a L. 


TEOREMA DE STEINER. El momento de inercia de un área, arco, o volumen, con respecto a un eje 
cualquiera es igual al momento de inercia con respecto a un eje paralelo a é) que pase por el centro 
geométrico más el producto del área, longitud del arco, o volumen, por el cuadrado de la distan- 
cia entre dichos ejes. (Ver Problemas 9 _ 10 .) 


Problemas resueltos 

1. Hallar el momento de inercia de un área rectangular A de dimensiones ay b 
con respecto a un lado. 

Consideremos el área como se representa en la figura, y supongamos que 
el lado en cuestión es el eje y. 

El área del rectángulo genérico es = b • Ax, y su centro geométrico está 
situado en ( x , £¿). Por tanto, su movimiento vale x 2 b Ax. En consecuencia, 

i, = = f = i..- 

Asi, pues, el momento de inercia de un área rectangular con respecto a 
uno de sus lados es igual a i del producto del área por el cuadrado de la lon¬ 
gitud del otro lado. 



Fig. 38-1 
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2 . 


Hallar el momento de inercia, con respecto al eje y , del área plana limitada por la parábola y = 9 — x* y el eje x. 

Primera solución. Para el rectángulo genérico de la Fig. 38-2, tenemos, A = y * Ax, y el centro geométrico está 
en (*, i y). Luego, 

324 


h 


= J" x ! ydx - 2 J (Vx"--x')dx 




Segunda solución. El área del rectángulo genérico de la Fig. 38-3 es x • Ay, siendo x la dimensión perpendicular 
al eje y. Por tanto (ver Problema 1), el momento elemental vale \{x Ay)x % . Así pues, teniendo en cuenta la simetría 
de la figura, 

324 


= 2 


tx 


dy = | J (9 - y) 3 ' 1 dy = 


Luego A = 2 



2 


x 


V9 —y dy = 36, I y = 324/5 = AR 2 y el radio de giro es R — 3/V5. 


3. Hallar el momento de inercia, con respecto al eje y , del área limitada por la parábola x* — 4y y la recta y = x (ver 
Fig. 38-4). 

Considerando el rectángulo genérico de la Fig. 38-4, de área (a: — ¡x 2 ) Ax y cuyo centro geométrico está en 
[*, iix + i* 2 )], tendremos, 


A J" (x-íx 2 )dx - | e /, = j* x 2 (x — \x 2 )dx = ~ ~A 




4. Hallar el momento de inercia, con respecto a cada uno de los ejes coordenados, del área limitada por la curva y = sen x 
desde x = 0 hasta x = n. (Ver Fig. 38-5.) 


f" 

A = I sen x 
^ o 

- = J »’-|*n** = |J o 


dx = 

sen 3 x dx — 


eos x 


= 2 


Jo 


— eos X + — eos 3 X 
o 


X 


x 2 sen x dx = 


2 eos x + 2x sen x — x 2 eos r 


= (“ 2 ~ 4) = |U 2 -4)A 



CAP. 38] 


MOMENTOS DE INERCIA 


191 


5. 


Hallar el momento de inercia de un cilindro circular recto de altura b y radio de la base a. (Ver Fig. 38-6.) 

Consideremos que el cilindro se genera en la rotación, alrededor del eje y t de un rectángulo de dimensiones ay b t 
como se representa en la figura. El centro geométrico del rectángulo genérico es (jc, £6), y el volumen del anillo gene¬ 
rado en dicha rotación alrededor del eje y es, AV ~ 2Jibx • Ax. Por tanto, como V = nba\ 


h 



bx dx 


irba* 


^irba 2 *a 2 — 


Así, pues, el momento de inercia de un cilindro circular recto con respecto a su eje es igual a la mitad de su volu¬ 
men multiplicado por el cuadrado de su radio. 



Fig. 38-6 


Fig. 38-7 


Fig. 38-8 


6. Hallar el momento de inercia con respecto a su eje, del sólido generado al girar en la rotación alrededor del eje jc, de 
área del primer cuadrante limitada por la parábola y 2 = 8jc, el eje x y la recta x = 2. 

Primera solución . El centro geométrico del rectángulo genérico (Fig. 38-7) es [J(jc + 2), y] f y el volumen generado 
en la rotación del rectángulo alrededor del eje x es 2ny(2 — jc) Ay = 2.-ry(2 — y 2 / 8) Ay. Por tanto, 

X * C* 256 16 

y(2 — J/V8) dy = 16 b- e I. = 2fJ y' ’ 2/(2 - j/78) dy = -j-B = yV 

v *0 

Segunda solución. El volumen generado (Fig. 38-8) en la rotación del rectángulo genérico con respecto al eje x 
es ny 2 Ax , y teniendo en cuenta el resultado del Problema 5, su momento de inercia con respecto al eje x vale 
iy 2 (ny 2 Ax) = \ny* Ax. Por tanto. 


e 







— 16jt 


256 

~S~ V “ 



7. Hallar el momento de inercia, con respecto a su eje, del sólido generado en la rotación del área del Problema 6 con 
respecto al eje y (Fig. 38-8). 

El volumen generado en la rotación del rectángulo genérico con respecto al eje y es 2nxy Ax. Por consiguiente, 


e 



8. Hallar el momento de inercia, con respecto a su eje, del volumen de la esfera generada por un círculo de radio r alrededor 
de un diámetro fijo. 

Tomemos el círculo con el diámetro fijo según el eje jc, como se representa en la figura. Aplicando el método del 
anillo, 
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c 


U 



2x* y dy = 4irr 3 


2 ,r 

*^0 s * r __ 

y 2 * xy dy = 4f J ^- l/ ! 


di/ 


Haciendo / = r sen z, tendremos — y 2 = r eos z, dy = r eos i dz. 

Para pasar de los límites de integración de y a los correspondientes 
de z, tendremos: para y 0, 0 = r sen z, 0 = sen z, luego, z = 0; para 
y — r, r = r sen z, 1 — sen z, luego, z = \n . Por tanto: 



Fig.38-9 


U 


4 rr 5 



sen 3 z eos 2 z dz 



eos 2 z) eos 2 z sen z dz 




•irW 


9. Hallar el momento de inercia del área de un círculo de radio r con res¬ 
pecto a una recta situada a s unidades de su centro. 

Tomando el centro del círculo como origen, calculemos en primer 
lugar el momento de inercia del círculo con respecto al diámetro paralelo 
a la recta dada: 


/* = 4 f y* • x dy 
De donde h = 


= 4 y 2y Jr 2 — y 2 dy = £rV 
a 

I x + A • s l ” (£r 2 -f s 2 )A 


|r 2 A 



Fig. 38-10 


10. £1 momento, de Inercia con roapoúto A fiu Aj4, díl 231Í4Q gonaratio en m ruuuon ac uu meo ut¡ m curra r ~ sin Jrr 
alrededor del eje x es /* = n 2 ¡\§ — 3 y/8. Hallar el momento de inercia del sólido con respecto a la recta y = 2. 


1,-2 = /* + 2* y - ay/b y 4y - 35y/8 


Problemas propuestos 


11. Hallar el momento de inercia del área plana dada con respecto a la recta indicada: 
(a) y = 4 — x 2 , x = 0, y — 0; eje x , eje y Sol. 128/1/35, 4A/5 

(¿Ó y — 8 jc 3 , y = 0, x — 1; eje jc, eje y SV?/. 128/4/15, 2A/3 


(c) x 2 + y 2 = a 2 ; un diámetro 
(¿) y* = 4*, * = 1; eje *, eje y 
(e) 4 jc 2 + 9y 2 = 36; eje x , eje y 


So/. o 2 A/4 
5o/. 4A/5, 3/4/7 
5o/. A, 9/4/4 


12. Teniendo en cuenta los resultados del Problema 11 y el teorema de Steiner, obtener el momento de inercia del área 
dada con respecto a la recta que se indica. 

(o) y = 4 — x 2 ; y ~ 0; x — 4 ( b ) x 2 + y 2 = a 2 ; una tangente (c) y 2 = 4x, x = 1; x — 1 

SoL (a) 84A/5 (¿>) 5o 2 A/4 (c) 10A/7 


13. Hallar el momento de inercia, con respecto a su eje, del sólido generado en la rotación del área plana dada alrededor 
de la recta que se indica: 


(a) y = 4x — x 2 , y = 0; eje x t eje y 

(b) y 2 — 8jc, jc = 2; eje x y eje y 

Sol. (a) 128*721,32*75 (ó) 16K/3, 20P/9 


(c) 4* 2 + 9 y 2 = 36; eje x, eje y 

(d) x 2 + y* = a 2 \ y = b, b > a 

(c) 8K/5, 18y/5 (d) (b 2 + ia 2 )V 


14. Aplicando el teorema de Steiner, obtener el momento de inercia de (a) una esfera de radio r con respecto a una tan¬ 
gente a ella, ( b ) un cilindro circular recto con respecto a una de sus generatrices. 

Sol (a) 7r 2 y/5, (ó) 3r a y/2. 

15. Demostrar que el momento de inercia de un área plana con respecto a una recta L perpendicular a su plano (o con 
respecto al pie de esta perpendicular) es igual a la suma de los momentos de inercia con respecto a dos rectas cuales¬ 
quiera perpendiculares entre sí, situadas en el plano y que pasen por el pie de L . 

16. Hallar el momento de inercia polar í a (momento de inercia con respecto al origen) del: (a) triángulo limitado por 
y — 2jc, y = 0, x — 4, (6) círculo de radio r con su centro en el origen, (c) círculo x 2 — 2 rx + y 2 — 0, (d) área limi¬ 
tada por la recta y = x y la parábola y 2 = 2x. 


Sol. (a) I Q = h + /, = 56/4/3, (b) \r 2 A y (c) 3r 2 A¡2 f (d) 72A/35. 



Capítulo 39 


Presión de los fluidos 


PRESION = fuerza por unidad de superficie 


fuerza que actúa perpendicularmente a una superficie 
área sobre la que se distribuye la fuerza 


La presión p ejercida sobre una superficie horizontal de área A debida al peso de una columna 
de fluido de altura h tsp = yh , siendo y el peso específico del fluido o peso por unidad de volumen. 
La fuerza ejercida sobre esta superficie es: presión x área de la superficie = yhA. 

La presión ejercida por un fluido en un punto cualquiera de su interior es igual en todas las di¬ 
recciones. 


FUERZA SOBRE UNA SUPERFICIE PLANA SUMERGIDA 
EN UN FLUIDO. La Fig. 39-1 representa una superficie 
plana sumergida verticalmente en un líquido de peso espe¬ 
cífico y . Tomemos los ejes coordenados de forma que la su¬ 
perficie esté en el plano xy , con el eje x en la superficie libre 
del líquido y el sentido positivo del eje y hacia arriba. Divi¬ 
damos el área en franjas (siempre paralelas a la superficie 
libre del líquido) y aproximemos cada una de ellas a un rec¬ 
tángulo (como se hizo en el Capítulo 34). 

Si llamamos A a la profundidad del lado superior del 
rectángulo genérico de la figura, la fuerza ejercida sobre este 
rectángulo, de altura A k y y base x k =g(y k ) es y-y' k • g(y k ) *A k y, 
siendo y k un valor de y comprendido entre h y h + A k y. 
La fuerza total sobre la superficie plana es, según el teorema 
de Bliss, 



Fig. 39-1 


F 


lim ¿ 

n -*■ +* ,k = l 


Y ' V' k ’0(Vk) &kV 



Y f yxdy 


La fuerza ejercida sobre una superficie plana sumergida verticalmente en un líquido es igual 
al producto del peso específico del líquido por el área sumergida y por la distancia a la superficie 
libre del líquido del centro geométrico del área sumergida. Esto, más que una fórmula, es un enun¬ 
ciado que se deberá utilizar en el planteamiento de la integral correspondiente en cada caso. 


i. 


2. 


Problemas resueltos 

Superficie líbre del agua 

Hallar la fuerza ejercida sobre una de las caras de un rectángulo sumer¬ 
gido en agua, como indica la Fig. 39-2. El peso específico del agua es 0.5 m 2 m 

1 000 kilopondios por metro cúbico. - 

El área sumergida es 0,5 x 2 = 1 m a , y su centro geométrico está Fig. 39-2 

0,25 m por debajo de la superficie libre. Por tanto. 


F = peso específico x área x profundidad del centroide 
= 1 000 kp/m 3 xlm‘x 0,25 m = 250 kp 

Hallar la fuerza ejercida sobre una de las caras del rectángulo sumergido 
en agua que indica la Fig. 39-3. 

El área sumergida es de 9 m a , y su centro geométrico está 0,5 m por 
debajo de la superficie libre. 


Superficie libre del agua 



0,2 

m 



0,5 m 



- 

L 0,6 m 



1,5 m 



F = 1 000 kp/m* x 9 m* x 0,5 m — 4 500 kp 


Fig. 39-3 
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3. 


Hallar la fuerza ejercida sobre una de las caras del triángulo representado en la Fig. 39-4, siendo la unidad de longi¬ 
tud el metro, y el peso específico del líquido 800 kilopondios por metro cúbico. 

Primera solución . El área sumergida está limitada por las rectas x = 0, y — 2 y 3x 4- 2y — 10. La fuerza ejer- 

/ 10 — 2 y\ 

cida sobre el rectángulo genérico de área x 9 Ay y profundidad y es y • y • x • Ay = yy I - I Ay. Por tanto. 


F = 


y 



10 — 2 y 
3 



9y = 7 200 kp 


Segunda solución . El área sumergida es 3 m # y su centro geométrico está 2 -f $(3) = 3m por debajo de la super¬ 
ficie libre del líquido. Por tanto, F — 800 x 3 x 3 = 7 200 kp. 




Fig. 39-4 Fig. 39-5 


4. Una superficie triangular, de lados 5, 5, y 8 metros, está sumergida verticalmente en agua con su lado mayor horizon¬ 
tal, como represonta la Fig. 39-5, situado 3 metros por debajo de la superficie libre. Hallar la fuerza ejercida sobre 
una de las caras de la superficie. 

Primera solución. Eligiendo los ejes que se indican en la figura, se observa que la fuerza pedida es el doble de la 
ejercida sobre el área limitada por las rectas y = 3, x = 0 y 3x + 4y = 24. El área del triángulo genérico es x * Ay, 
y la profundidad de su centro geométrico es y. Por consiguiente, AF = yyx • Ay = xv(8 — 4y/3) Ay, y 

F = 2y J *><8 — *fo>)dy = 4«y = 48000kp 

Segunda solución . El área sumergida vale 12 m\ y su centro geométrico está 3 + |(3) -4m por debajo de la 
superficie libre. Por tanto, F = 1 000(12) (4) = 4 800 kp. 


5. Hallar la fuerza ejercida sobre el fondo de un recipiente de forma 
semicircular de 2 metros de radio cuando está lleno de un líquido 
de peso específico 900 kilopondios por metro cúbico. 

Eligiendo los ejes coordenados que se indican en la Fig. 39-6, 
la fuerza ejercida sobre el rectángulo genérico es yyx * Ay 
= yyV 4 — y * * Ay. Por tanto, 

F=2y T* yVi—y'dy = ^y = 4 800kp 
Jo 3 



Fig. 39-6 


6. Una superficie plana, cuya forma es la de un segmento parabólico 
de 12 metros de base y 4 metros de altura, está sumergida en el 
agua de manera que su base se encuentra en la superficie libre del 
líquido. Hallar la fuerza ejercida sobre una de las caras de la su¬ 
perficie. 

Elegido un sistema de coordenadas como indica la Fig. 39-7, 
la ecuación de la parábola es x * ~ 9 y. El área del rectángulo ge¬ 
nérico es 2x • Ay, y la profundidad de su centro geométrico es 4— y . 
Por tanto, 



O 


AF = 2y(4 — y)x • Ay = 2y(4 — y) * 3 '/y Ay 

yF = 6y f (4 — y)\fy dy = y = 51 000 kp 
Jo 3 


Fig. 39-7 
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7. Hallar la fuerza ejercida sobre la superficie de Proble¬ 
ma 6, cuando esta se encuentra parcialmente sumergida 
en un líquido de peso específico 800 kilopondios por 
metro cúbico, de manera que su eje es paralelo a la super¬ 
ficie libre y situado 3 metros por debajo de ella. 

Eligiendo los ejes coordenados que se indican en 
la Fig. 39-8, la ecuación de la parábola es y 2 = 9*. 

El área del rectángulo genérico es (4 — x)áy , la 
profundidad de su centro geométrico es 3 — y , y la 
fuerza ejercida sobre él vale 

AF = y(3 — >0(4 — x)Ay = y(3 — >>)(4 — y‘/9)Ay 


Por tanto, F = y 


3 

(3 -y) 


-6 



dy 



101 000 kp 



Problemas propuestos 

8. Una superficie rectangular de 6 x 8 metros está sumergida verticalmente en un líquido de peso específico y (kilopondios 
por metro cúbico). Hallar la fuerza ejercida sobre una de las caras: 

(a) Si el lado más pequeño está situado en la superficie libre. 

(ó) Si el lado más pequeño es el más próximo a la superficie libre y está situado 2 metros por debajo de ella. 

(c) Si el lado mayor está situado en la superficie libre. 

(d) Si la superficie se mantiene, por medio de una cuerda atada a un vértice, 2 metros por debqo de la superficie libre. 
Sol . (a) 192 y kp, (6) 288y kp, (c) 144y kp, {d) 336y kp. 

9. Suponiendo el eje * horizontal y el eje y vertical, con el sentido positivo hacia abeqo, hallar la fuerza ejercida sobre 
una cara de cada una de las superficies siguientes, suponiendo que las dimensiones se expresan en metros y que el peso 
específico del fluido es y (kilopondios por metro cúbico), 

(a) y = x* y y = 4; superficie del fluido en y = 0. Sol . 128y/5 kp 

(ó) y — x 2 y y = 4; superficie del fluido en y = —2. SoL 704y/15 kp 

(c) y = 4 — jc 2 , y = 0; superficie del fluido en y — 0. SoL 256y/15 kp 

(d) y — 4 — x 2 y y = 0; superficie del fluido en y — —3. Sol. 736y/15 kp 

O e ) y — 4 — x 2 , y — 2; superficie del fluido en y — —1. SoL 152\/2y/15 kp 

10. Un recipiente de sección trapezoidal, tiene 2 metros de base inferior, 4 metros de base superior y 3 metros de altura. 
Hallar la fuerza ejercida sobre el fondo (a) cuando está lleno de agua, (6) cuando contiene 2 metros de agua. 

Sol. (a) I 200 kp, (ó) 4 900 kp. 

11. Una superficie plana circular de 2 metros de radio está sumergida verticalmente en un líquido (y kilopondios por metro 
cúbico) de forma que su centro queda 4 metros por debajo de la superficie libre. Hallar La fuerza ejercida sobre la mitad 
inferior y sobre la mitad superior de la superficie en cuestión. SoL (8w + 16/3)y kp, (8ré — 16/3)y kp. 

12. Un depósito cilindrico apoyado sobre una de sus generatrices, de 6 metros de radio, contiene un aceite de peso espe¬ 

cífico y (kilopondios por metro cúbico) con una profundidad de 9 metros. Hallar la fuerza ejercida sobre cada una de 
las bases. Sol . (72n + 81 \/3)y kp. 

13. Se llama centro de presión de una superficie (Fig. 39-1) sumergida en un fluido, a un punto ($, y), en el que se debe 
aplicar una fuerza Fpara que produzca el mismo momento, con respecto a un eje cualquiera horizontal (vertical), que 
las fuerzas aplicadas sobre ella. 

(¿?) Demostrar que F& = iy J yx x dy y Fy - y J y*x dy 

(ó) Demostrar que la profundidad del centro de presión es igual al momento de inercia de la superficie dividido por el 
momento del área de la misma, ambos con respecto a una recta situada en la superficie libre del líquido. 

14. Teniendo en cuenta el apartado (ó) del Problema 13, hallar la profundidad del centro de presión con respecto a la super¬ 
ficie libre del líquido en el (a) Problema 5, (6) Problema 6, (c) Problema 7, (d) Problema 9(a), (e) Problema 9(6). 

SoL (a) 3n/S t (6) 16/7, (c) 126/25, (d) 20/7, (e) 358/77. 



Capítulo 40 


Trabajo mecánico 

FUERZA CONSTANTE. El trabajo W realizado por una fuerza constante F a lo largo de un espacio s t 
en línea recta, es F • s unidades. 

FUERZA VARIABLE. Consideremos una fuerza que varíe constantemente a lo largo de un espacio 
rectilíneo. Llamando x a la distancia del punto de aplicación de la fuerza a un punto fijo de la recta, 
la fuerza vendrá dada por una función, F(x)> de x . 



- 

• - > 

O * 


6 


Fig. 40-1 

Para hallar el trabajo realizado cuando el punto de aplicación se desplaza desde x = a hasta 
x = b, 

(a) Se divide el intervalo a < x < b en n subintervalos de longitud A k x y sea x k un punto cual¬ 
quiera del k-é simo subintervalo. 

(i b ) Se supone que durante el desplazamiento a lo largo del /c-ésimo subintervalo la fuerza es 

constante e igual a F(x k ); el trabajo realizado es igual a F(x k )A k x, y el trabajo total debido al 
conjunto de las n fuerzas, vendrá dado por 

n 

2 F{x k ) fax. 

Je — 1 

(c) Se aplica la regla de Barrow o teorema fundamental del cálculo integral suponiendo que el 
número de subintervalos crece indefinidamente de manera que A k x-+0] en estas condi¬ 
ciones tendremos 

W - lim 2 ^(*0 &kX = r F(x) dx 

Je — 1 a 


Problemas resueltos 

1. Entre ciertos límites, la fuerza necesaria para estirar (comprimir) un resorte es proporcional al alargamiento (acorta¬ 
miento), en donde la constante de proporcionalidad se denomina constante de rigidez del resorte. Suponiendo que para 
producir en un resorte, cuya longitud natural es de 10 centímetros, un alargamiento de 2,5 milímetros se necesita aplicar 
una fuerza de 25 kilopondios, calcular el trabajo realizado para alargarlo desde 11 a 22 centímetros. 

Sea x el alargamiento: en estas condiciones, F(x) = kx. 

Para x = FOc) = 25; luego 25 = J k t k = 100, y F(x) = 100*. 

El trabajo correspondiente a un alargamiento Ax es 100* • Ax, y el trabajo pedido será 

lOOxdx = 150kp cm 

2. La constante de rigidez de un resorte vale 400000 kilopondios por metro. Hallar el trabajo necesario para compri¬ 
mirlo 1 centímetro. 

Sea * el desplazamiento, en metros, del extremo libre del muelle. En estas condiciones, F(x) = 400 000* y el trabajo 
correspondiente al desplazamiento Ax vale 400 000* • Ax. Por consiguiente, 

r i/ioo 

1P=J 400 000* dx = 20 kpm 
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3* De un tambor cilindrico se han desenrollado 50 metros de un cable que pesa 3 kilopondios por metro. Hallar el trabajo 
realizado por la fuerza de la gravedad para desenrollar 250 metros más. 

Sea x = longitud desenrollada en un instante dado. Entonces, F(jc) = 3x y 

r 300 

W — 3jc dx — 131 250 kpm 
J 50 


4. Un cable de 100 metros y 5 kilopondios por metro de peso, está unido a un cuerpo de 500 kilopondios. Hallar el trabajo 
realizado al enrollar 80 metros de cable sobre un tambor. 

Sea x la longitud de cable que se ha enrollado en el tambor. 

El peso total (cable y cuerpo) es 500 4- 5(100 — *) = 1 000 — 5 jc, y el trabajo realizado para elevar el cuerpo una 
distancia Ax es (1 000 — 5x) Ax. Por tanto, el trabajo pedido será: 

r 80 

w= (1 000 — 5x)dx - 64 000kpm 
J o 


5. Un depósito cilindrico circular, de 2 metros de radio y 8 metros de altura, está lleno de agua. Hallar el trabajo realizado 
al bombear todo el agua hasta la base superior del depósito. El peso específico y del agua igual a 1 000 kilopondios 
por metro cúbico. 



Primera solución . Supongamos (Fig. 40-2) que el agua es impulsada por medio de un pistón que empuja al agua 
desde el fondo del depósito. En la figura, se representa al pistón situado a una distancia y metros del fondo. La fuerza 
necesaria para elevar el agua es igual al peso del agua que gravita sobre el pistón, es decir, F(y) — nr % y( 8 — y) = 4ny($ —y) 
con lo que el trabajo correspondiente a un desplazamiento Ay del pistón será 4ny(8 — y) • Ay, El trabajo necesario para 
vaciar el depósito es, en consecuencia, 

W = 4ny \ 8 (8 —y) dy = 128 ny = 128:*(1 000) = 128 000jt kpm 
J o 

Segunda solución . Imaginamos (Fig. 40-3) que el agua del depósito se divide en n discos de espesor Ay; para vaciar 
el depósito, habrá que elevar cada uno de estos discos hasta la base superior. El trabajo necesario para elevar el disco 
genérico de la figura, situado a una distancia y de la superficie libre y cuyo peso es de 4 jt y • Ay , es igual a 4 nyy • Ay . 
Teniendo en cuenta el teorema fundamental, cuando el número de discos crece indefinidamente, 

W — 4ny \ 8 y dy = \28ny = 128 OOOrc kpm 
J o 


6. 


La dilatación del gas contenido en un depósito cilindrico desplaza un émbolo de forma que el volumen del gas aumenta 
de 15 a 25 centímetros cúbicos. Suponiendo que la relación entre la presión (p kilopondios por centímetro cuadrado) 
y el volumen (v centímetros cúbicos) viene dada por py lA = 60, hallar el trabajo realizado en la expansión. 

Sea A el área de la sección del cilindro; en estas condiciones, la fuerza ejercida por el gas es pA . Un aumento de 
volumen Ay supone una elevación del pistón de Av/A, y el trabajo correspondiente a este desplazamiento es 



60 


, 1,4 


A y Luego, 


W = 


60 


f 26 dy 
J 15 ^ 


60 

0,4 



— 150 ( 2 ^ 


_L) 

15 o ’ 4 / 


= 9,39 kp * cm 
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7. Un depósito cónico (Fig. 40-4) cuya base tiene un diámetro 
de 4 metros y cuya altura mide 5 metros, contiene un líquido de 
peso específico y kilopondios por metro cúbico. Sabiendo que 
la profundidad del líquido del depósito es de 3 metros, hallar el 
trabajo necesario para bombear todo el líquido hasta una altura 
de 1 metro por encima de la parte superior del depósito. 

Consideremos un disco genérico cuyo radio sea x, de es¬ 
pesor Ay y distante del fondo del depósito y. El peso de este 
disco será nyx 2 ■ Ay , y el trabajo necesario para elevarlo hasta 
la altura indicada será nyx 2 {b — y) Ay, 

De los triángulos semejantes, x/y = 2/5 ó x = 2 /5y> 
Luego 

4 r 3 

W = -~r n y >'*(6 — y) dy = 5,4 ny kpm 
25 Jo 


V 


Desasüc 



Fig. 40-4 


Problemas propuestos 

8. Sabiendo que para producir un alargamiento de 1 centímetro en un resorte de 12 centímetros de longitud natural hay 

que aplicar una fuerza de 80 kilopondios, calcular el trabajo necesario para alargarlo (a) desde 12 a 15 centímetros, 
(ó) desde 15 a 16 centímetros. Sol. (o) 360 kp cm, (b) 280 kp. cm. 

9. Dos partículas se repelen mutuamente con una fuerza inversamente proporcional a la distancia que las separa. Supo¬ 
niendo que una de ellas permanece fija en un punto del eje x a 2 unidades a la derecha del origen, hallar el trabajo 
necesario para desplazar a la otra desde un punto situado 3 unidades a la izquierda del origen hasta el origen. 

Sol, 3A/10. 

10. La fuerza con que la tierra atrae a un cuerpo de peso y kilopondios situado a una distancia s kilómetros de su centro 
es igual a F -- (4 000) 2 y/2,2s 2 . Suponiendo que el radio de la tierra es de 6 400 kilómetros, hallar el trabajo realizado 
contra la fuerza de la gravedad para mover un cuerpo de 1 kilopondio desde la superficie de la tierra hasta un 
punto situado a 1 000 kilómetros de dicha superficie. Sol . 15,4 x 10 3 kpm. 

11. Hallar el trabajosa 1 izad o contra la fuerza de la gravedad para elevar un cohete de 8 toneladas métricas de peso hasta 
una altura de 200 kilómetros sobre la superficie terrestre. Sol . 34,5 x 10 6 kpm. 

12. Hallar el trabajo realizado en una mina al elevar 500 kilopondios de cal una altura de 500 metros por medio de un cable 
que pesa 3 kilopondios por metro. Sol, 6,25 x 10 5 kpm. 

13. Un depósito tiene una base cuadrada de 3 metros de lado y una altura de 2 metros. Hallar el trabajo realizado para 
vaciarlo por su parte superior (íj) si está totalmente lleno de agua, (¿) si el agua ocupa las 3/4 partes del depósito. 
Sol, (a) 18 000 kpm, (b) 16 875 kpm. 

14. Un depósito semiesférico de 1 metro de radio está totalmente lleno de agua. Hallar (a) el trabajo necesario para bombear 
el agua por la parte superior del depósito, (b) para vaciarlo a través de un tubo situado a una altura de 60 centímetros 
con respecto a dicha parte superior. Sol. (a) 786 kpm, (6) 2 040 kpm. 

15. Hallar el trabajo necesario para llenar un depósito cilindrico de 3 metros de radio y 10 metros de altura de un líquido 

de peso específico y kilopondios por metro cúbico a través de un orificio practicado en su fondo. Idem, suponiendo que 
el depósito está horizontal. Sol . 450.^7 kpm, 210ny kpm. 

16. Demostrar que el trabajo necesario para bombear el agua de un depósito a través de su parte superior es igual al nece¬ 
sario para elevar su contenido desde el centro geométrico del líquido hasta el orificio de salida. 

17. Un peso de 100 kilopondios se arrastra hacia arriba por un plano inclinado de 20 metros de longitud que forma un 
ángulo de 30° con la horizontal. Sabiendo que la fuerza de rozamiento que se opone al movimiento es ¡i N t siendo 

— 1/a/ 3 el coeficiente de rozamiento yJV= 100 eos 30° la fuerza normal entre el peso y la raippa, hallar el trabajo 
realizado, Sol. 2 000 kpm. 

18. Resolver el Problema* 17 suponiendo que el ángulo de inclinación de la rampa es de 45° y que el coeficiente de roza¬ 
miento vale = l/V2. Sol. 1 000(1 + \/2) kpm. 

19. Un cilindro contiene un volumen de aire sobre el que se apoya un émbolo. Sabiendo que cuando la presión es de 20 kilo¬ 
pondios por metro cuadrado el volumen és de 100 metros cúbicos, hallar el trabajo realizado por el émbolo para com¬ 
primir el aire hasta 2 metros cúbicos (a) suponiendo pv = constante, ( b ) suponiendo pv 1 - 4 = constante. 

Sol . (a) 7 824 kpm, (b) 18 910 kpm. 





Capítulo 41 


Longitud de un arco 


LA LONGITUD DE UN ARCO AB de una curva es, 
por definición, el límite de la suma de las longitudes 
de las distintas cuerdas AP lt PiP 2 > .. P n -iB t que 
unen los distintos puntos del arco, cuando el nú¬ 
mero de estos crece indefinidamente, de manera 
que la longitud de cada una de las cuerdas tiende 
a cero. 

Sean A(a , c) y B(b , d) dos puntos de una curva 
y = f( x ), con f(x) y su derivada, /'(*), continua en 
el intervalo a < x < b; en estas condiciones, la lon¬ 
gitud del arco AB viene dada por 




0 


x 


Fig.41-1 


Análogamente, si A(a, c ) y B(b, d) son dos puntos de la curva x = g(y), siendo g(y) y su deri¬ 
vada con respecto a y continua en el intervalo c < y < d, la longitud del arco AB viene dada por 



Si A(u = Mj) y B(u = w 2 ) son dos puntos de una curva definida por las ecuaciones paramétricas 
x =/(w), y y — g(w) que cumplen las condiciones de continuidad, la longitud del arco AB viene 
dada por _ 

. = r * = r ílfXJn 

J *» du 


AB 



\du 


du 


\ 


(Véase la deducción en el Problema 1.) 


Problemas resueltos 


i. 


Deducir la fórmula de la longitud de un arco 

* = £ >/*”(*)’* 

Dividamos el intervalo a < x < b en subintervalos me¬ 
diante los puntos = a, fi, í 2 » • • *» “ b f y levantemos 

en ellos rectas perpendiculares; sobre la curva se determi¬ 
nan los puntos P 0 = A , P lf P 2t ..., Pn- i, Pn = B como indica 
la Fig. 41-2. En una cuerda representativa se verifica, 

ív.p. = V(a„x ) 2 + (Ak¡/) 2 = -\j i +(f^) * 


Según el teorema del valor medio (Capítulo 21) existirá al 
menos un punto, jc = x ky sobre el arco P k en la que la pen¬ 


diente de la tangente,/'(**)» es igual a la pendiente. 


A k y 


de la 


cuerda P k ^ x P k . Así, pues, 



Fig.41-2 
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/Vii\ = Vi + {/ 7 (Zk)} 2 
y, aplicando el teorema fundamental, 

AB = lim 2 Vi + {/'(*n)} s A*r 

71 -* +ao k=l 


í' V i+ (£)' * 


2. Hallar la longitud del arco de la curva y = x 3 /* desde x = 0 e x = 5. 

*V - l x ut v 
dx~ 2 y 


- J‘aR - f^ dx - é( I+ 5')”I-“—*- 


» Hallar la longi 


longitud del arco de la curva x = 3^* /a — 1 desde y — 0 a y = 4. 

— = tv"’ y 

dy 2 V y 


= / V 1 + (i9' = /, V 1 + T W dy = 243 (82v/ “ " 1} m,idades 


v\ 

Hallar la longitud del arco de 24xy = x 4 + 48 desde x = 2 a x = 4. 


dy _ x*~ 16 
dx 8x* 


y i + 


(Íí)' = ¿( JSl ? 1§ )* Dedonde ' = (* , + 7*) d * = T unidades 


5- Hallar la longitud del arco de la catenaria y — + e~ 9ia ) desde x = 0ax = o. 

- e-*'“) y 1 + = 1 + ¿(e*"* - 2 + e" ,Jr/ ”) = ¿(e*'* + «-*")*. Por tanto, 

a = \ ^ (e*'"+ e - *'*) dx = e - *^ = ^a unidades 


'■'-6, Hallar la longitud del arco de la parábola y* — 12x limitado por la ordenada correspondiente a x = 3. 
La longitud pedida es el doble de la que hay desde el punto (0,0) al punto (3, 6). 

36 + i/* 


dx y 
d¿= 6 y 


1 + 


/ dx V _ 

\dy ) 


36 


. Por tanto, 


= 2 (i) J V36+7*d» = |[|t/V36 + i/* + 18 ln(i, + a/36 + 1 /*)] 

= 6{V2 + ln (1 + V2)} unidades 


7. Hallar la longitud del arco de la curva x — /*, y = /* desde / = 0 a / = 4. 


T,= 2«,f = 3<", » (S)‘ + (f)‘= «• + »<• = 4«-(l+|l-). P««n.o 

• -rv 


1 + j <* • 2t dt = ^ (37V37 - 1) unidades 


8. Hallar la longitud de un arco de la cicloide x = 0 — sen 6, y = 1 — eos 6. 
Se describe un arco cuando 0 varía desde 0 = 0 a 0 = 2rc t 

dx 

de 


= 1 — COS 6, 


dy 


= 2 


S 


tJT 


= 2(1— cosí) 

\de J \de ) 


= 4 sen* £0. Por tanto 


sen ~e de — —4 eos 0 

¿á ¿4 


8 


8 unidades 
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Problemas propuestos 


Hallar, en los problemas 9-20, la longitud de la curva entera ó del arco indicado. 

9. y* ■* 8** desde x = 1 a x = 8. Sol. (104VT3 —125)/27 unidades. 


10. 6 xy = jc 4 4- 3 desde x = 1 a x = 2. 

11 . y = ln x desde x = 1 a x — 2\/í 

12. 27y 1 = 4(x—2) 8 desde (2,0) a (ll,6\/3). 

13. y — ln (e* — 1 )/(e* 4- 1) desde jc = 2 a x — 4. 

14. y = ln (1 — jc*) desde x = 1/4 a x = 3/4. 

15. y = ¿jc* — J ln jc desde x = 1 a jc = e. 

16. y = ln eos jc desde jc = ti/6 a jc = ¿ti. 

17. jc = a eos 0, y — a sen 0. 

18. x — e* eos /, y = e* sen / desde t = 0 a t = 4. 

19. jc = ln V1 4- /*, y = are tag / desde t — 0 a / = 1. 

20 . jc = 2 eos 9 4- eos 26 4- 1, y = 2 sen 0 4- sen 20. 

21. La posición de un punto en el instante t viene dada po 
punto desde t = 0 hasta / = 4. Sol. 20 unidades. 

22. Sea P(jc, y) un punto fijo y Q(jc 4- Ax, y 4- Ay) un pui 
Demostrar que 


Sol . 17/12 unidades. 

Sol. 3 — \fl 4- ln ¿(2 4- '\/l) unidades. 

Sol . 14 unidades. 

Sol. ln (e* 4-1) — 2 unidades. 

Sol. ln21/5 —1/2 unidades. 

Sol. ¿e 1 — i unidades. 

So/. ln(l 4- V?)! a/T unidades. 

So/, ¿rca unidades. 

Sn/. \/2(e 4 — 1) unidades. 

Sol . ¿ti unidades. 

So/. 16 unidades. 

jc = y = ¿(6/ 4- 9) s/1 . Hallar el espacio recorrido por el 
to variable de la curva y = /( jc) (ver Fig. 17-1, Capítulo 17). 


.. arco PQ 
lim --=— 

q^p cuerda PQ 


Iim 

q-*p 


As 

+ (Ay)' 


ds/dx 

vT TWOUt* 


23. (a) Demostrar que la longitud del arco en el primer cuadrante de jc = a eos 1 0, y = a sen 1 6 es 3a/2. 

fí dx 

(b) Demostrar que la longitud del arco en el primer cuadrante de jc 1 / 1 4- y %l% — a %{% es igual a cP* J “¿¡/T en I a Q w 

el integrando se hace infinito para el limite inferior de integración. En el Capítulo 46 se estudian las integrales defi¬ 
nidas de este tipo. 


24. Un perro situado en el punto A( 1, 0), ve a su dueño en el origen 0(0, 0) que pasea a lo largo del eje y y echa a correr 
hacia él. Hallar la trayectoria que recorre el perro suponiendo que se dirige constantemente hacia su dueño y que, ambos, 
se mueven a una velocidad constante, siendo p la del dueño y q > p la del perro. El problema se resuelve, por ejemplo, 
aplicando la teoría expuesta en el Capítulo 70. Sin embargo, aquí se trata de demostrar que la ecuación y =/( jc) de la 
trayectoria se puede hallar integrando 


y' = i(x p/ * - o?-*"*) 


Ind . Sea P(o, 6), 0 < a < 1, la posición del perro y sea Q la intersección del eje y con la tangente a y ~f{x) en P. Hay 
que hallar el tiempo que tarda el perro en alcanzar el punto P y demostrar que, en ese momento, el dueño está en Q. 
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Area de la superficie de revolución 

EL AREA DE LA SUPERFICIE generada en la rotación 
del arco AB de una curva continua alrededor de una 
recta situada en su plano es, por definición, el límite 
de la suma de las áreas generadas por las n cuerdas, 

AP lt PiP 2 , . . Pn-iB , en la rotación en torno a dicha 
recta, cuando el número de cuerdas crece indefinida¬ 
mente de manera que la longitud de cada una de las 
cuerdas tiende a cero. 

Si A(a, c ) y B(b, d) son dos puntos de la curva 
y = f(x\ siendo f{x) y /'(*) continuas y, además, f(x) 
no cambia de signo en el intervalo a < x < ó, el área 
de la superficie generada en la rotación del arco AB 
alrededor del eje x viene dada por 

Sl = 2 n S AB yd8 = 2 w f a y -yj 1+ (al ) dx 

Cuando, además, f\x) ^ 0 en el citado intervalo, se tiene 



Si A(a y c ) y B(b , d) son dos puntos de la curva x = g{y)> siendo g(y) y su derivada con respecto 
a y dos funciones que satisfacen las condiciones de continuidad, el área de la superficie generada 
en la rotación del arco AB con respecto al eje x viene dada por 



Si A(u = Wj) y B{u = u 2 ) son dos puntos de la curva definida por las ecuaciones paramétricas 
x = /(w), y = g(w), funciones que satisfacen las ecuaciones de continuidad, el área de la superficie 
generada en la rotación del arco AB alrededor del eje x , viene dada por 



y el área generada en la rotación del arco AB alrededor del eje y viene dada por 




Fig. 42-1 


Problemas resueltos 


1. Hallar el área de la superficie de revolución generada en la rotación alrededor del 
eje x , del arco de parábola y 1 = 1 2jc desde x =■ 0 hasta x = 3. 


(o) Aplicando la fórmula S x 


~ *yj 1 + (dí 

i + ( fíifY _ »* + 
\dxj y ■ 


dx . 


36 



202 


Fig. 42-2 
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J ' s + 36 C* i - r- 

y - dx = 2ir I vl2x + 36dx = 24(2y 2 — l)ir unidades de superficie 

. v J . 

(¿,) ' Aplicando la fórmula 5, - 2,f y yj 1 + (g) dy. g = f, 1+ (g) = y 

y ^ dy = ^ (36 4- y 8 ) 8/8 J — 24(2\/2 — l)ir unidades de superficie 


Sz = 2 ir 


2. Hallar el área de la superficie de revolución generada en la rotación alrededor 
del eje y t del arco de la curva x = y 9 desde y = 0 hasta y — 1. 


S v = 2 irj xyj 1 d V = 2 y Vi + 9y 4 dy 

= ^ (1 + 9y*) V8 J = ^ (loVS — 1) unidades de superficie 



3. Hallar el área de la superficie de revolución generada en la rotación, alrededor del eje x, del arco de curva y x + 4x = 2 ln y 
desde y — 1 hasta y — 3. 


S x — 2 TT 


f ^ + (^y) ^ = ^S y * dy — ir ^ (1 + y 8 ) dy = ^ir unidades de superficie 


4. Hallar el área de la superficie de revolución generada en la rotación alrededor del 
eje x de un lazo de la curva $a*y* = a % x % — x 4 . 


dy = a*x — 2x 3 
dx 8 a*y 


(a 8 - 2x 8 ) 8 = (3a 8 - 2x 8 ) 8 
8a 8 (a 8 — x 8 ) 8a 8 (a 8 — x 8 ) 

3a 8 - 2x 8 


* >♦(*)-' 

= (3a 8 — 2x 8 )x dx = ¿ 1 ra 8 unidades de superficie. 


dx 



5. Hallar el área de la superficie de revolución generada en la rotación alrededor del eje x de la elipse 
x 2 v* 

16 +T= L 


s z = 2vf vyj~i + (^J dx = 2 Trf » ^ 16 4 * + X * <** = §* J V64 - 3x* dx 

= —^-TV64 — 3x* + 32 are sen = 8 b- (l + ir') unidades de superficie. 

2yíjL 2 8 J_ 4 \ 9 / 


6. Hallar el área de la superficie de revolución generada en la rotación, alrededor del eje x de la hipocicloide x — a eos 9 0, 
y = a sen* 0. 


La superficie pedida se genera en la rotación del arco desde 0 = 0 hasta 6 — n. 

» (*)■+&)■-- 


dx dv 

— = —3a eos 8 6 sen e, ~r- = 3a sen 8 e eos 0, 
a$ ae 


S x = 2*2 ttJ* = 2#2ir X ( a sen3 ^) 3a cos * sen 9 d$ ~ 


eos 5 0 sen 2 $. 

12 aV 


un.sup. 


Mtfa. Sería lógico escribir 2n \ (a sen 3 0)3a cos 6 sen 0 d0, pero este valor es igual a cero. Debe recordarse 

J o 

que si bien un área, un volumen, etc., se pueden expresar por medio de una integral definida, no toda integral definida 
representa siempre un área, etc. 
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7. Hallar el área de la superficie de revolución generada en la rotación, alrededor 
de! eje x, de la cardioide x ~ 2 eos 0 — eos 20, y = 2 sen 6 — sen 26 T 

La superficie pedida se genera en la rotación del arco desde 6 = 0 a 0 — n. 

dx/de = — 2 sen 0 + 2 sen 20, dy/de = 2 eos 0 — 2 eos 20, y 
(dxfde) 2 + (dy/def = 8(1 - sen $ sen 20 - eos 0 eos 20) = 8(1-eos 0). 



Sx = 2r | (2 sen 0 — sen 20) • 2^/2 \/1 -^cos 0 d$ 

J o 

= 8\/2r f sen tf(l — eos e) 3 ' 2 de - ir (1 - eos 8 ) S/J _ 12^ unidades de superficie. 

«A 5 o 


8. Demostrar: S r 


= 2,r / y \f 


1 + 1 ¥) dx. 

dx 


Supongamos dividido el arco en n cuerdas, como se observa en la Fig. 42-1. En la rotación de la cuerda 
alrededor del eje x se genera un tronco de cono cuyos radios de las bases son y*_i e respectivamente, de altura 

/V.P. = V(W + (A.J 7? = yj 1 + (f^)" A ** = Vi +' {f'(xk)V AkX 

(ver Problema 1, Capítulo 41) y cuya área lateral (circunferencia de la sección media x altura) es 

S. = 2ir ( Vt " 2 +V " ) Vi+ {/'(*>)}* 

Como f(x) es continua, existirá al menos un punto, x' t , del arco P t ~iP k tal que 
/(*;) = ^(¡/*-1 + y*) = ^{/(í k -,) + /(i,)} 

Luego 

y, por el teorema de Bliss, 


S„ = 2 ir /(*') Vi + {/'(*■.)}* AkX 


S x = lim 2 Sk = lim 2 2ir /(*i) Vi + {/'(*>■)}* AkX 

n + X k = i n -» + oo k -1 

= 2*^ /(s) V1 + d* = íirj' 5/-J 1 + dx 

o a T 


Problemas propuestos 


Hallar en los problemas 9-18, el área de la superficie generada en la rotación del arco dado alrede¬ 
dor del eje que se indica. 


9. y = mx desde x = 0 a x = 2; eje x. 

10, y — i* 3 desde x — 0 a x = 3; eje x. 

11 , y = ^x 3 desde x = 0 a x = 3; eje y. 

12 , 8y 2 = x 3 (l — x 3 ), un lazo; eje x. 

13, y = x 3 /6 + l/2x desde x = 1 a x — 2; eje y. 

14, y — ln x desde x = 1 a x = 7; eje y 

15, 9y 3 = x(3 — x) 2 un lazo; eje y . 

16, y = a cosh x/a desde x = —a a x = a; eje x. 

17, Un arco de x — a(0 — sen 0), y = a(\ — eos 6); eje x. 

18, x = e 1 eos /, y — e* sen / desde / = 0 a / = eje x. 


So/. Amn\/ 1 + «i* unidades de superficie 
Sol. n^'s/Sl — l)/9 unidades de superficie. 

Sol. Í7i[9\ r S2 + ln(9 + V&2)] unidades de superficie. 
Sol. in unidades de superficie. 

SoL (15/4 + ln 7)n unidades de superficie. 

Sol. [ZA's/l + ln (3 + 2unidades de superficie. 
Sol. 28tt\/ 3/5 unidades de superficie. 

Sol. ina*(e* — e~ 2 + 4) unidades de superficie. 

Sol. 64na l ¡3 unidades de superficie. 

Sol. 2ft\/2(2e n + l)/5 unidades de superficie. 


19, Hallar la superficie de la zona determinada en una esfera de radio r por dos planos paralelos cada uno de ellos distante 
del centro £a. Sol. 2íi ar. 

20. Hallar la superficie de esfera de radio r cortada por un cono circular de ángulo 2a con el vértice en el centro de la esfera. 
Sol. 2nr*(l — eos a) unidades de superficie. 



Capítulo 43 


Centro geométrico y momento de inercia 

Arcos y superficies de revolución 

CENTRO GEOMETRICO DE UN ARCO. Las coordenadas (x, y) del centro geométrico de un arco AB 
de una curva plana, de ecuación F(x, y) — 0 o x = f{u), y = g(u), satisface las relaciones 


X' s = 


f * 

ViB 


y [ ds — ) yds 

J in •'« 


(Ver Problemas 1-2) 


SEGUNDO TEOREMA DE PAPPUS. El área de una superficie generada en la rotación de un arco 
de curva alrededor de un eje situado en su mismo plano y que no corta el arco es igual al producto 
de la longitud de dicho arco por la longitud de la trayectoria descrita por el centro geométrico 
del mismo. (Ver Problemas 3) 


MOMENTOS DE INERCIA DE UN ARCO. Los momentos de inercia de un arco AB correspondiente 
a una curva dada con respecto a los ejes coordenados vienen dados por 

I x = f y 2 ds e I v = J" x 2 ds 

AB AB (Ver Problemas 4-5) 

CENTRO GEOMETRICO DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION. La coordenada x del centro 
geométrico de una superficie generada en la rotación de un arco AB de una curva alrededor del 
eje x satisface la relación 

X'S x = 2 tt I x'yds 

AB 

MOMENTO DE INERCIA DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION. El momento de inercia, con 
respecto al eje de giro de la superficie generada en la rotación de un arco AB de una curva alre¬ 
dedor del eje x viene dado por 


Ix = 2tt 


i y 2, y 

•Sao 


Problemas resueltos 


1. Hallar el centro geométrico del arco del primer cuadrante de la circunferencia 
x* + y* = 25. 


dy _ x 
dx y y 

1+ ( 

II 

^ 

•el tí 

1+Z = 2. 

y 1 v 

Como 

e 

* = 2*’ 

i* 9 = { M 

h 

(i)* 

= r 5 dx 

= 25 

o y — 10/tr 


Por simetría, x = y, con lo que las coordenadas del centro geométrico son 
(10 ¡n, 10 /7t). 

2. Determinar el centro geométrico de un arco circular de radio r y ángulo en el cen¬ 
tro 20. 

Tomando el arco, como se representa en la Fig. 43-2, de forma que x coincida 
con la abscisa del centro geométrico de su mitad superior e y ~ 0, tendremos; 


dx __ _y_ 
dy x 

r6 • £ = 


/d» V = 

\dy ) 


. Para la mitad superior del arco, s — r6 f 


r«ns r / vi 

= f x v 1+ (¿) dy = r I dv = ^ 


y x = (r sen 6)¡6. Por unto, el centro geométrico está sobre la bisectriz a una dis¬ 
tancia (r sen 6)16 del centro de la circunferencia. 


Oí 6 

Fig. 43-1 



Fig. 43-2 
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3. Hallar el área de la superficie generada en la rotación del rectángulo de dimensiones 
a por h alrededor del eje situado a c unidades (c > a, t>) del centro geométrico. 

El perímetro del rectángulo es 2(a 4 1 b) y su centro geométrico describe una 
circunferencia de radio c. Por tanto. 


S = 2 (a 4- b) ■ 2nc — 4n(a f b)c unidades de superficie 


4. Hallar el momento de inercia de un arco de circunferencia con respecto a un diá¬ 
metro fijo. 

Tomando la circunferencia, como se representa en la Fig. 43-4, con el diámetro 
fijo sobre el eje x , el momento pedido será 4 veces el del arco del primer cuadrante. 




Fig. 43-3 



Fig. 43-4 


5. Hallar el momento de inercia, con respecto aleje x, del arco de hipocicloide 
x = a sen 3 6, y = a eos 3 6. 

El momento pedido es cuatro veces el del arco del primer cuadrante. 


dx 

—r- — 3a sen 2 8 eos 8 , — 7 - — — 3a eos 2 8 sen 8, y 
d8 d8 

TT/2 


3a sen 8 eos 8 d8 ~ 6a 


dy _ _ 

d8 

8 ~ 4 d.8 = 4 

r r 7 " 2 

/* = 4 I y 1 ds = 12a 3 I eos 6 8 sen 8 eos 8 d8 — Ja 3 = ¿a s 

^ o 

Problemas propuestos 



Fig. 43-5 


6. Determinar el centro geométrico de 

(a) el arco del primer cuadrante de x 2/a 4- y 2/3 = a 2,a , Aplicar s — 3a/2. 

( b ) el arco del primer cuadrante del lazo de 9 y 2 ~ x(3 —x) 2 . Aplicar s = 2\^T. 

(c) el primer arco de x = a(6 — sen 0), y = a(l — eos 0). 

(d) el arco del primer cuadrante de x — a eos 3 6, y = a sen 3 6 . 


Sol . (2a/5, 2 a/5) 
Sol. (7/5, VJ/4) 
Sol. (na, 4a/3) 
Sol. Ver (o). 


7. Hallar el momento de inercia del arco dado con respecto al eje indicado: 

(a) un lazo 9y 2 = x(3 — x) 2 ; eje x, eje y. Aplicar s = 4VX 

(b) y = a cosh x/a desde x = 0 a x = a; eje x. 

8 . Determinar el centro geométrico de la superficie de una semiesfera. 

9. Determinar el centro geométrico de la superficie generada al girar: 

(а) 4y 4- 3x = 8 desde x^Oa x = 2 alrededor del eje x. 

(б) un arco de x = a(6 — sen 6), y = a(l — eos 0) alrededor del eje y. 


Sol l x - 85/35, /, = 995/95 
SoL ( a 8 4- Í5 2 >5 

Sol. y — ir 


Sol. x = 4/5 
SoL y — 4a¡y 


10. Aplicar el segundo teorema del Pappus para determinar: 

(a) el centro geométrico del arco del primer cuadrante de una circunferencia de radio r. SoL (2r¡n> 2r¡n) 

(ó) el área de la.superficie generada en Ja rotación de un triángulo equilátero de lado a alrededor de un eje situado a 
c unidades de su centro geométrico. SoL 6nac unidades de superficie. 


11. Hallar el momento de inercia con respecto al eje de rotación de: 

(a) la superficie esférica de radio r. Sol. §Sr 2 

(b) la superficie lateral de un cono generado al girar la recta y = 2x desde x = 0 a x = 2 alrededor del eje x. SoL 85. 


12. Deducir las fórmulas de este capítulo. 




Capítulo 44 


Area plana y centro geométrico de un área 

Coordenadas polares 


EL AREA PLANA limitada por la curva q = f(6 ) y los radios vectores 0 = 0 1 y 0 =-- 0 2 viene dada por 


A 



p z dQ 


Al manejar las coordenadas polares se debe tener sumo cuidado en la determinación correcta 
de los límites de integración. Conviene aprovechar todo tipo de simetría para tomar estos límites 
tan próximos como sea posible. 

(Ver Problemas 1-7.) 


CENTRO GEOMETRICO DE UN AREA PLANA. Las 
coordenadas (x , y) del centro geométrico de un área 
plana limitada por la curva g = /(0) y los radios vec¬ 
tores 0 = flj y 0 = 0 2 vienen dadas por 




Fig. 44-1 

(Ver Problemas 8-10) 


Problemas resueltos 


1. Demostrar que A 


2. 


= 1 f* 

2 J #1 


e ! de. 


Dividamos el ángulo BOC de la figura superior en n partes mediante los radios OP 0 = OB t OP u OP it .... OP„- lt 
OP R = OC. La figura muestra una franja representativa, Pk-iOPk, de ángulo en el centro d*0, así como su sector 
genérico, Rk -i OR ki de radio g k , ángulo en el centro A k 6 y (ver Problema 15 (r), Capítulo 34) área i(?**d*0 = £{/(0 4 )}M*0. 
En estas condiciones, teniendo en cuenta el teorema fundamental, 

A = lim 2 J (/(«*)}' A k « = \ f *{/(•)}* d* - l(‘p tde 

n-»+oo|t = l6 6 %/Q x ¿ a/0 í 

Hallar el área limitada por la curva g 8 = a 2 eos 20. 

En la Fig. 44-2 se puede observar que el área pedida consta de cuatro partes iguales, cada una de las cuales es ba¬ 
rrida por el radio vector al variar el ángulo 0 desde 0 = 0 hasta 0 = Jtt. Por tanto, 

,U74 _U7 4 -1*74 


A = 4 


ü 


de — 2 a 


X 


eos 2e de 


á 1 sen 2 6 

-o 


— a 2 unidades de superficie 
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Como cada una de las partes está situada en un cuadrante, pare¬ 
cería lógico escribir: 


, 2 ir 


T 


es 



Fig. 44-2 


ir V ^ 

decir,* 2*^J" = eos 2 e de — 0 

La razón de este resultado incorrecto estriba en lo siguiente: 

\$ 9 p ' de = I.Í p ' de + \S W p ' de + = i 0, -t°‘ + i aI 

En los intervalos [0 ,ti/ 4] y [3 ti/4, ti], g es real; así pues, la primera y tercera de las integrales proporcionan las áreas 
barridas al variar 6 entre dichos intervalos. En el intervalo [ti/ 4, 377/4], g* < 0 y g es imaginario. Por tanto, aunque 

- x.Sir/4 

- I a 2 eos 26 dQ es una integral perfectamente válida, aquí no se puede interpretar como un área. 

2 


ir/4 


3. Hallar el área limitada por los tres lazos de la curva g — a eos 36. 

El área pedida es igual a 6 veces el área rayada en la Fig. 44-3, es decir, el área barrida al variar el ángulo 6 desde 
0 hasta tt/ 6. Por tanto, 

1 r®. ir nt>6 r »/• 

A = 6 * — g 2 dQ = 6 * -- a 2 eos* 36 dd = 3a a (i + i eos 6 Q) dd = \na 2 unidades de superficie. 

2 J e l 2Jo J 0 




Fig. 44-3 


Fig.44-4 



4. Hallar el área limitada por la curva g = 2 + eos 0 (Fig. 44-4). 

El área buscada es el doble del área barrida al variar 6 desde 0 hasta n, 

A = 2 • ^ (2 + eos 0) 2 de '= (4 + 4 eos e + eos* 0) de 

r i i t 

= 4* + 4 sen $ + —0 H— sen20 = 9ir/2 unidades de superficie 

L 2 4 J 0 

5. Hallar el área interior a la cardioide g = 1 + eos 6 y exterior al círculo g = 1. 

En la Fig. 44,5, área ABC — área OBC — área OAC es igual a la mitad del área que se pide. Por tanto. 


A = 2*2 J (l+cos0)*d0 — 2 *2 J = J (2 eos 0 + eos* 0 ) de = 2 + £rr 

6. Hallar el área de cada uno de los lazos de g — J + eos 6. 

Lazo mayor . El área pedida es igual al doble de la barrida al variar el ángulo 6 
desde 0 hasta 2 tt/ 3. Por consiguiente, 


.ir/* 


ir/* 


un.sup. 


- /*air/s 

A = 2*2 J (£ + cosí)* de = J + eos e + eos* 8 ) di 

3\/3 


,air/3 


= ~ + ~~~ unidades de superficie 

¿á o 



Fig.44-6 
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Lazo menor. El área pedida es igual al doble de la barrida al variar 0 desde 2#/3 hasta n. Por tanto. 


A 




+ eos 0) 2 dd 


n 

T 


3\/3 

8 


unidades de superficie. 


7. Hallar el área común del círculo q = 3 eos 0 y la cardioide q — 1 + eos 0. 

EL área OAB consta de dos partes: una barrida por el radio vector 
q = 1 + eos 0 al variar 0 desde 0 hasta #/3, y la otra barrida por 
q — 3 eos 0 al variar 0 desde #/3 hasta n¡ 2. 

1 r ”/ 3 Ir n i 2 

A = 2*4 (1+cos0) 2 ¿0 + 2*-- 9 eos 2 6d6 

2 J o 2 J n/a 

= 5#/4 unidades de superficie 



1 f a « 1 r*i 

8. Deducir las fórmulas A£ = Q z eos 0 d6. Ay = — p 8 sen 0 dd, siendo (£, y) las coordenadas del centro geo- 

3 J 0! 3 J 

métrico del área plana J90C de la Fig. 44-1. 

Consideremos el sector genérico JR/c-i OR k y supongamos, para mayor sencillez, que 07* es la bisectriz del ángulo 
P* -j OP*. Para hallar el centro geométrico de este sector, supongamos se trata de un triángulo, con lo cual, dicho centro 
geométrico estará situado sobre 07* a una distancia $g* desde 0. Por tanto, aproximadamente, podremos escribir, 

X, = te* eos e k = §/(0*) eos e t y y „ = <r/(0 t ) sen 0» 

Ahora bien, el momento del sector con respecto al eje es 


x t 'igiá t e = Se» eos 0 t • ¿el A t 6 = eos 0» A k d 


y, por el teorema fundamental, 
Ax = 


W 1 1 jí ^ 

lim V — {/(0*)} 8 eos 0* A k B = — | * e* eos 0 d$ 
«—+ °° “í 3 3 J 


Se deja como ejercicio para el alumno el cálculo de Ay. 

Nota . En el Problema 8, Capítulo 37, vimos que el centro geométrico del sector /?*-, OR k está situado sobre 07* 
2Q k sen i J*0 


a una distancia 


3 * ¿J*0 


desde O. El alumno puede deducir las fórmulas a partir de esta relación. 


9. Determinar el centro geométrico del área del lazo del primer cuadrante de la curva q = sen 20. 
i r n / a ir 1 1«/ 2 n 

A - TÍ. - T 

ti i p n ¡ 2 ir n / 2 

x = — Q*cos6d6 — — sen 3 20 eos 6d8 
8 3 J o 3 J o 


-u 


O r n ¡2 C r njt 

1 sen 3 0 eos 4 0 dd = ~ (1—eos 2 0) 

3 J o 


eos* 0 sen 


16 

W 



y x = 


105# 


Por simetría, y = 128/105#. Las coordenadas del centroide son (128/105#, 128/105#). 


10. Determinar el centro geométrico del área del primer cuadrante limitada por la parábola q = 


1 + eos 0 


de la Fig. 44-9. 


í rn/2 36 O r m 

A = T¡ 0 (l+cos0)« rfe= 2 Jo "**** 

9 r rt/2 r iji/2 

~ T J ^ + tafi * ^ SCCÍ 4® “ 9 I ta 6 4^ + i tag* J0| = 12 
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\2x 


-TÍ 


*'* 216 eos 0 


dñ = 


-J 


™ 2eos 8 JO —.1 


eos 1 


0 (1 4- eos©) 3 

= 9 J (2sec'¿6 — sec* ¿0) d8 «• líj^tagje — ¿ tag* ¿sj 
= 72/5, y x = 6/5. 

1 216 sen 0 Jfl „ . nlA 

12y 3 J, (1 + eos 0)> 27, 6 V 9/4 ' 

El centro geométrico es (6/5,9/4). 



Fig. 44*9 


Problemas propuestos 


11. Hallar el área limitada por cada una de las curvas siguientes: 


(а) q z — 1 + eos 20 

(б) e* = a 2 sen 0(1 — eos 6) 
(c) e = 4 eos 0 

(¿) e = a eos 20 
(e) q — 4 sen 2 0 
(/) 0 =4(1—sen 0) 


5o/. ti un. sup. 
Sol. a 2 un. sup. 
Sol. 4ti un. sup. 
Sol. Jtui 2 un. sup 
5o/. 6 ti un. sup. 
Sol. 24n un. sup. 


12. Hallar el área 

(a) interior a g — eos 0 y exterior a p=l — eos 0 

(b) interior q = sen 0 y exterior a q — 1 — eos 0. 

(c) entre óvalos interno y externo de q 2 = a 2 (l + sen 0). 
{d) entre los lazos de q = 2 — 4 sen 0. 


5o/. (VT —7i/3)un.sup. 
Sol. (1 — n¡4) un. sup. 
Sol. 4a 2 un. sup. 

Sol. 4(n + 3\/3) un. sup. 


13. (o) Dada la espiral de Arquímedes, q = o0, demostrar que el área adicional barrida en la enésima revolución, n > 2, 
es (n — 1) veces la añadida en la segunda revolución. 

(¿>) Dada la espiral equiangular q = ae d > demostrar que el área adicional barrida en la enésima revolución, n > 2, es 
e in veces la añadida en el barrido anterior. 


14. determinar el centro geométrico de las siguientes áreas: 

(a) Mitad derecha de q ~ o(l — sen 0). 

( b ) Area del primer cuadrante de q = 4 sen 2 0. 

(c) Mitad superior de q = 2 + eos 0. 

0 i ) Area del primer cuadrante de q — 1 + eos 0. 

(e) Area del primer cuadrante del Problema 5. 


Sol. (16o/9ti, —5o/6) 

Sol. (128/6371, 2048/31571) 
Sol . (17/18, 80/27tt) 


c . / 16 + 5 tt 10 \ 

( 16 + 6te * 8 + 3?r / 

Sol. ( 32 + 1S ” , 22 ) 

\ 48 + (¡n 24+ 3n) 


15. Aplicar el primer teorema de Pappus para obtener el volumen generado en la rotación de 
(o) Q = a( 1 — sen 0) alrededor del eje y . Sol . 87ta 3 /3 un, vol. 

») q — 2 + eos 0 alrededor del eje polar. Sol. 40ti/ 3 un. vol. 
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Longitud y centro geométrico de un arco. Area de una 

superficie de revolución 

Coordenadas polares 


LA LONGITUD DE UN ARCO de la curva q = f(0) desde 6 = 0 X a 6 = 0 2 viene dada por 

'* - f 


s — 


1 le 

\o \ 2 

0' + (-c 

1) 


de 


(Ver Problemas 1-4.) 


CENTRO GEOMETRICO DE UN ARCO. Las coordenadas (x, y) del centro geométrico de un arco 
de la curva g = /(0) desde 0 = 0 1 a 6 = 0 2 satisface las relaciones 


x * s = x 


y m s = y 


P». 


ds — 

Q eos 0 ds — 

J o t J 

0* j 

ro 2 

'0, í 

ds = 

p sen 0 ¿/y =-- 

Jo, J 

e. J 


x ds 


(Ver Problemas 5-6.) 

EL AREA DE LA SUPERFICIE generada en la rotación del arco de la curva g = /(0) desde 0 = d x 
a 6 = 0 2 alrededor de 

f«* re* 

el eje polar es S x = 2n \ y ds = 2n p sen 0 ds 

j «, J «x 

P P 0. 

el eje transverso es 5 y = 2n J x ¿y = 2rt J g eos 0 


ds 


Los límites de integración se tomarán tan próximos como sea posible. 

Problemas resueltos 

1. Hallar la longitud de la espiral q = e*® desde 8 = 0 a d = 2n. 

dg/dO = 2e*® y g 1 + = 5e* 8 . 

í = Ve‘ + (doA/0)*dfl = V5 J**** 0 ^ = tvT(e“ — I)unidades 

2. Hallar la longitud de la cardioide g = a(\ — eos 0). 

La cardioide se describe cuando 0 varía desde 0 a 2n. 

g 2 + ( dgfdd) 2 = a\ 1 — eos 0)* + (a sen 0) 2 = 4a 2 sen 2 J0 

s — [ vV + (dg/dO) 2 dO = 2a [ sen ¿0 d0 = 8a unidades 
Jo Jo 

En esta solución no se ha podido aplicar el criterio de tomar los límites de 
integración suficientemente próximos, porque la longitud a calcular es el doble 
de la descrita al variar el ángulo 0 desde 0 hasta n r Sin embargo, el Problema 3 
es un ejemplo de cómo se aplica dicho criterio. 


(Ver Problemas 7-10.) 
y 

A 

X 


07 
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3. Hallar la longitud de la cardioide q = a( 1 — sen 0). 

q 1 + - a 2 ( 1 — sen 0)* + (— a eos 6) 1 = 2a 2 (sen iB — eos ¿0)* 

Según el problema 2, tendremos 

s = \ vV + idojdÚ) 1 dB = \/2 a \ (sen ¿0 — eos ¿0) dd 
Jo ' Jo 

— 2 y/2 a (— eos ¿0 — sen ¿0)j = 4 A fia unidades 



Fig. 45-3 


Como podemos observar, las cardioides de los dos problemas solo difieren en sus posiciones en el plano; en estas 
condiciones, sus longitudes deberían coincidir. Para explicar la diferencia de resultados hemos de acudir a los dos inte- 
grandos, sen £0 y sen ¿0 — eos ¿0. El primero es siempre positivo, mientras que el segundo es negativo, al variar el 
ángulo 0 desde 0 hasta $n, y positivo en los demás casos. Por simetría, la longitud pedida será igual al doble de la des¬ 
crita al variar 0 desde tt/ 2 hasta 3 tt/ 2. Por consiguiente, 


j— r 3*/* y _ 1 **/* 

= 2y2 a (sen ¿0 — eos ¿0) dB = 4y/2 a (— eos ¿0 — sen ¿ 0) I = &a uni 
J nlt Jji/i 




4. Hallar la longitud de la curva q = a eos 4 ¿0. 

La longitud pedida es el doble de la descrita cuando 0 varía desde 0 a 2». 
dqjdB = —a eos 3 ¿0 sen ¿0 y q* + {dqjdB) 2 — a 3 eos 4 ¿0. 


unidades 


s m 2 • a J eos 3 iB dB m Sfl IB — 1 sen a Iflj 
= 16n/3 unidades. 



>. Hallar el centro geométrico del arco de la cardioide q = a(l — eos 0). (Ver Problema 2.) 

Por simetría, y = 0, y la abscisa del centro geométrico de todo el arco será igual a la del centro geométrico de la 
mitad superior. La mitad de la longitud del cardioide es, según el Problema 2, igual a 4o. Por tanto, 

4a • £ — J q eos 0 vV + ( dqjdB) 2 dB — 2 a % J (1 — eos 0) eos 0 sen $0 dB 

= 4a 2 J (— 2 eos 4 ¿0 + 3 cos a £0 — 1) sen ¿0 dB = 4a 2 eos* ¿0 — 2 eos* $0 + 2 eos 
= —1 6a 2 /5, y x — —4o/5. Las coordenadas del centroide son (—4o/5,0). 

jtf. Hallar el centro geométrico del arco de circunferencia e = 2sen0 + 4cos0 desde 
0 = O a 0 = ¿ti. 


dq/dB — 2 eos 0 — 4 sen By q 2 + {dqjdB) 2 = 20. Como el jadió es %/$, s = y/5 n. 

n/t 

O 


y/5 n * x = í q eos 0 Ve* + (dq/dB) 2 dB 
J o 

r n/t 

= 4 v 5 (sen 0 eos 0 + 2 eos* 0) dB 
J o 

= 4VT sen* 0 + 0 + i sen 2©| 

- 2VT(» + 1). y * 



__ rr «/a 

VTtt • y = J Q se* 1 0 V e* + (dqjdB) 2 dB = 4 J (sen* 0 + 2 sen 0 eos 0) 

= 4yT j^0 — i sen 20 + sen*0J’' , ’ = 4yT (i* + 1), e $ = ” + 4 . 


7. Hallar el área de la superficie generada en la rotación de la mitad superior de la cardioide q = a(l — eos 0) alrededor 
del eje polar. 
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Del Problema 2, g* + Mg /dO)* =* 4a® sen® \B. 

S = 2ji f g sen 0V g a + (dgldB)* dB = 4a 4 íi I" (1 — eos 0) sen 6 sen £0 ¿id 

J P Jo 

— 16a*?i f sen 4 J0 eos ¿0 dB — * 2 l t a z 7i unidades de superficie. 

J o 

8. Hallar el área de la superficie generada en la rotación de la lemniscata 
9 * — a® eos 20 alrededor del eje polar. 

El área pedida es igual al doble de la generada en la rotación del arco 
del primer cuadrante. 

. i / dq \* a I a* sen 26 V a* 

« +(*7 —■“»»+(-—) --¿r 

r*/« a * r»/< 

5 — 2 • 2n \ g sen 6 — ¿id = 4a*n sen 0 dB 
Jo Q Jo 

= 2á*7t(2 — \/2) unidades de superficie 

9. Hallar el área de la superficie generada en ia rotación, alrededor del eje transverso de un lazo de la lemniscata 
g* = a* eos 26. 

El área pedida es el doble de la generada en la rotación del arco del primer cuadrante. 

f n/4 a t r n/4 

5 — 2 • 2ti J p eos 0 — dO = 4a*n J eos B dB = 2y2 <?n unidades de superficie. 



HL Aplicar el teorema de Pappus para determinar el centroide del arco de la cardioide 9 = o(l — eos 6) desde 0 = 0 a B = n. 
Si el arco gira alrededor del eje polar, 5 = 2nys, o sea, según los Problemas 2 y 7, 32 á*n/5 = 2 ny ♦ 4a e p = 4a¡5. 
Según el Problema 5, las coordenadas del centro geométrico son (—4a/5, 4a/5). 


Problemas propuestos 


11. Hallar la longitud de 

(a) 9 = 6 * desde 6 = 0 a 6 = 2\/3 Sol. 56/3 unidades (d) 9 = sen*0/3 Sol. 3tt/ 2 unidades 

C b ) 9 = e $f * desde 0 = 0 a 0 — 8 Sol. V5(e* — 1 ) unidades (e) 9 = cos 4 0/4 Sol . 16/3 unidades 

(c) 9 = eos* ¿0 Sol. 4 unidades 

(/) Q = a/0 desde (g^O a (g t ,0t) Sol. Va* + Q*i — Va* + Q *a + a ln V a + e ^ unidades 

Qt(a + Va* + 9* 1 ) 

(g) g = 2a tag 0 sen 0 desde 0 = 0 a 0 = ?r/3 5b/. 2a\/3 + ln ( unidades. 

f V3 VT+VT) 

12. Hallar el centro geométrico de la mitad superior de g = 8 eos 0. 5o/. (4, 8 /»). 

13. Siendo g = a sen 0 + ó eos 0, demostrar que s = + ó*> 5* = y ^ => tms. 

14. Calcular el área de la superficie generada en la rotación de g = 4 eos 0 alrededor del eje polar. 

Sol. I 671 un. sup. 

15. Hallar el área de la superficie generada en la rotación de cada uno de los lazos de g =* sen*0/3 alrededor del eje transverso 
Sol . te/ 256un. sup.; 513*/256 un. sup. 

16. Hallar el área de la superficie generada en la rotación de cada uno de los lazos de g® = eos 20 alrededor del eje transverso. 
Sol , 2VTtf un. sup. 

17. Demostrar que cuando los dos lazos de g = cos 4 0/4 giran alrededor del eje polar, generan superficies de igual área. 

18. Determinar el centro geométrico de la superficie generada en la rotación del lazo de la derecha de 9* = a* eos 20 alrededor 
del eje polar. Sol. £ — V2¿( V2 + l)/ 6 . 

19. Hallarelárea de la superficie generada en la rotación de g = sen*0/2 alrededor de la recta g — esc 0. Sol. 8 *un. sup. 

20. Deducir las fórmulas de este capítulo. 
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Integrales impropias 

UNA INTEGRAL DEFINIDA, J Rx) dx, se denomina integral impropia si 

(a) el integrando, /(*), tiene uno o más puntos de discontinuidad en el intervalo a <£ x <> b; 

(b) por lo menos uno de los límites de integración es infinito. 

INTEGRANDO DISCONTINUO. Si f(x) es continua en el intervalo a <>x <>b 9 pero es discontinua 
en jc = b 9 

rb f*- € 

f{x) dx = lim f(x) dx siempre que exista el límite 

J a «-►0 + J a 

Si f(x) es continua en el intervalo a < x <; b, pero es discontinua en x = a 9 

í f(x) dx = lim f f(x) dx siempre que exista el límite 
Ja «-*0 + J a + c 

Si f(x) es continua para todos los valores de x del intervalo a<,x <>b excepto para x = c 9 
siendo a <c <b, 

f f(x)dx = lim H f(x) dx + lim P f(x) dx 

J a c-»0 + J a «'-►0+ Jí + c' 

siempre que existan ambos límites. (Ver Problemas 1-6.) 

LIMITES DE INTEGRACION INFINITOS. Si f(x) es continua en el intervalo a <¡ x <, u, 

r + « r* 

J\pc) dx — lim f(x) dx siempre que exista el límite 
* J a «-* + «> J a 

Si Rx) es continua en el intervalo u' < x < b, 

\ ¡a Rx)dx — lim í f(x) dx siempre que exista el límite 

J °° «'-* — 00 J 


Si Rx) es continua en el intervalo u' < x < u, 

+ oo 


f(x) dx 

siempre que existan ambos límites. 


f " Rx) dx = lim f 
J -oo «-> + 00 J 


Rx) dx + 

a u 


lim P 

'-* + 00 J u r 


Rx) dx 


(Ver Problemas 7-13.) 


Problemas resueltos 

r* dx 

1. Calcular , El integrando presenta una discontinuidad en x — 3. Consideremos 

Jo V9-X* 

r>-« dx xV~ € 

lim — - = lim are sen — I = h 

c-*«+Jo yj 9 — x 2 c-*o+ 3 Jo c-* 

T r 3 dx i 

Luego, -7===r = 

J o \/9 — x® 2 


r 3 — C i 1 

lim are sen —-— = are sen 1 = — tt 
o+ 3 z, 


214 



CAP. 46] 


INTEGRALES IMPROPIAS 


215 


r* </* 

2. Demostrar que . carece de sentido. El integrando presenta una discontinuidad en x = 2. Consideremos 
Jo 2 — x 

r*-« ¿/x 1 1*“* /I 1 \ 

lim = lim ln —-1 = lim (In-In —I 

€-► 0 + Jo 2- X e - M >+ 2- X Jo C _ M ,+ \ t 2/ 

No existe límite y la integral carece de sentido. 

Í * dx 

—Yy carece de sentido, I y 


El integrando presenta una discontinuidad en * = 1, valor comprendido entre los límites 
de integración 0 y 4. Consideremos 

dx r 4 dx 

. ™* J . <* - í)‘ + J“. J(* — !)• 

- Ita ^Vl- + Un, . .te, (i-,) + Lte, (-4 + i) 

€-►0+ X - 1 Jo C '-M>+ x - 1 Jl+€' C-M>+ \* } c'-K0 + \ 3 £7 


No existe límite. 


Si no se tiene en cuenta el punto de discontinuidad J 


* dx 
o (*-l) s 



lo cual es un absurdo. 


112 3 4 

Fig. 46-1 


r* ax 

4. Hallar a , . El integrando presenta una discontinuidad enr = 1. Consideremos 
J 0 vx — 1 

r 1-€ dx r 4 dx 3 l 1 -€ 3 l 4 

lim [ 3/ _ + Jim [ = lhn -f(*-lH + lim { ±( x -\)^\ 

«-►o + Jo \r x —1 c->-o + J i+c' 'y x — 1 c-»-o + 2 Jo c-►o + 2 Ji + c' 

= lim L ((-€)«/» - l) + lim 4- (^ - £,,/9 ) = 4 (4^ - 1) 

€-*-0 + 2 \ / C-*-0+ 2 2 

Luego, [ * = -5- (^9 — 1). 

J» V*—1 2 


5. Demostrar que J sec jc dx carece de sentido. El integrando presenta una discontinuidad en x = ¿rc. Consideremos 

|“ 1/231 ~f "11/231 — C 

lim sec x dx = lim ln (sec x + tag jc) = lim ln {sec (Jn: — c) + tag (t?r — c)} 

«-► 0 + J o C-»- 0 + Jo C-»- 0 + 

No existe límite y la integral carece de sentido. 


r */2 eos x 

6. Hallar , — dx. El integrando presenta una discontinuidad x = \n. Consideremos 

Jo Vi—sen* 

(■1/271— C COS X "11/231— € 

lim — — dx = lim —2(1—sen *) 1/a I = 2 lim {—[1 — sen (£?t — c)] + 1} 

€->- 0 + J o \f 1 sen * €-*• 0 + Jo €->- 0 + 


y/1 — sen * Jo «-►o' r 

r m eos* 

— 2(0 + 1) = 2. Luego, —— 

Jo vT 


dx = 2. 


r+°° ¿x 

7. Hallar J ^ . El límite superior de integración es infinito. Consideremos 


r« dx 1 i - !* l r + 00 dx 

lim —%T~Á = lim t are tag —* + ¿-n:. Luego, —- 

!-►+« J o x * + 4 WH -+00 2 2 J e 4 Jo *—4 


8. Hallar f e^dx. El límite inferior de integración es infinito. Consideremos 
J -oo 

lim I* e** dx = lim 4 e 21 ] =4o)— lim 4 e 2u = 4—0. Luego, I* e 1 * dx = J. 

■-♦-oo J v ■-,-* 2 J u 2 u^-oo 2 2 J —oo 
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r+°° dx 

9, Demostrar que —-= carece de sentido. El límite superior de integración es infinito. Consideremos 

Ji V x 

lim f dX — = lim 2y/x\ = lim (2 \/u — 2). El límite no existe. 

•*“►+«5 J l y X ■"►+* Jl w-^+oo 


10. Hallar 


r+°° dx 

J -eo t* + €- * 


lim [ 
*-► +® J o 


e‘dx 
t u + 1 


+ 


+® c* dx 


lim f* - 
j ,< e 


e’ dx 


+ 1 


Ambos límites de integración son infinitos. Consideremos 

— lim are tag e*\ + lim arctage'l 
K—► +CO Jo u-t—CO Jb' 

=* lim (are tag e m — \n) + lim (fcr — are tag e mf ) 

U-++0O V-+ —00 


= — \n + in — 0 =* 


r +fl0 

11. Hallar J e~* sen xdx. El límite superior de integración es infinito. Consideremos 

lim f *-*senx<¿r — lim— \e~* (sen x + eos x)\ = lim ( —Je"*(sen u + eos«)} + ¿ 

J o w-t+co Jo (*++00 

f+® 

Cuando u -► + «>, e - * -► 0 mientras que sen u y eos u varían de 1 a —1. Luego, J e- a senxdx = 


x * 

12, Hallar el área limitada por la curva y* = __ t y sus asíntotas. Ver Fig. 46-2. 

ri ^xdx 

A = 4 J -===-. El integrando presenta una discontinuidad en x =* 1. Consideremos 

lim p~ c * <** . _ |i m —(i —= lim (1 —V2t —c*) = 1 
€-► 0 + J o \/l — c->o + Jo «-►o + 

El área pedida es 4(1) = 4 unidades de superficie. 



Fig. 46-2 



Fig. 46-3 


13. Hallar el área situada a la derecha de x — 3 y limitada por la curva y 


x« — 1 


y el eje x. Ver Fig. 46-3. 


. - r- * - i ta r * . ‘ i ta h »=>r 

J 3 x — 1 +00 J 3 JC® — 1 2 »+ +00 X - 1 Jo 


1 tf 1 

= lim ln—— r 

2 *+. +co « -1-1 


1,1 1 , 1 —1/tt , 1 . „ 

ln-s* = lim ln « . + — ln 2 

2 2 2 »-►+« 1 + l/« 2 


— (ln 2) unidades de superficie. 
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14. Hallar: 

1 dx 


«>j 


Vx 


r 4 dx 

(b) —-(Carece de sentido) 

Jo 4 — x 

(c> r _^ = 4 

Jo V4 — x 


Problemas propuestos 


W i: (4-V (Care0e de “ n,id0) (g) i! 

(h) J (Carece de sentido) 

(0 fin 

J 0 


(e) = ti 

J -a a/4- X 2 


* r. 


V4 — x 
dx 


x m 


= 9/2 


x¿x = —1 


(y) 


J x ln x dx = —1/4 


15. Hallar el área limitada por la curva dada y sus asíntotas. 


(a) y 2 = 


4 — x 3 


, (b)y' = 


, (0 y 


*(1 -x) 


Sol . (a) 47t un. sup., ( b ) 4tt un. sup., (c) 2 ti un. sup. 


16. Hallar: 






(a) 

r+ao 

dx 


(/> 

r+ao 

e~V* 

dx — 7 

L 



1, 

y-■ 

Vx 

(6) 

r 

dx 

\ 

w 

|- + 0O 

xe~*'dx = 0 

i-» 

(4 — x) % 

4 

u 

(c) J 

r + oo 

e z dx = 

1 

W J 

f+00 

dx 

L 

-00 

1 + 4x 2 31 

W) J 

r 

dx 

(Carece de sentido) 

« J 

r 

7 

n 

•3 

H 

K 


(4 — *)" 

I-» 

(e)‘ 

r+ao 

dx 

1 

(/> j 

r+ao 

x z e~* dx — 6 

1, 

x ln 2 X 

” ln 2 

L 


17. Hallar el área limitada por la curva dada y su asíntota: 

(a) y = ^T4’ (b) y = WTW ’ (c) y = ^ 

Sol . (o) 47t un. sup., f l) i un. sup., (c) 2 un. sup. 

Sol . ¿ ln 5 un. sup. 
,&>/. 1 — ln 2 un. sup. 

19. Demostrar que las siguientes áreas carecen de sentido: 

(á) área limitada por y = !— r desde x = 2 hasta x = —2. 

(ó) área limitada por xj> = 9 a la derecha de x = 1. 


18. Hallar el área: 


(a) limitada por y = 


x 8 — 4 


y a la derecha de x = 3. 


(ó) limitada por 7 = 


1 


x(x — 1)* 


y a la derecha de * = 2. 


20. Demostrar que el área del primer cuadrante limitada por y = e- 2 * es igual a £ (unidades de superficie) y que el volu¬ 
men generado en la rotación de dicha área alrededor del eje x es (unidades de volumen). 


21. Demostrar que en la rotación de la región R del plano limitada por xy = 9 y a la derecha de x ~ 1 alrededor del eje x, 
el volumen generado es igual a 81^c (unidades de volumen) y que, sin embargo, el área de la superficie es infinita. 
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22. Hallar la longitud del arco indicado: 

(a) 9 y* = x(3 — x) 2 , un lazo. ib) x 212 4 - y 213 = a m > arco entero. 

Sol . (a) 4V3 unidades ( b ) 6 a unidades (c) 2\/T unidades 


(c) 9 y* = x*(2x 4- 3), un lazo. 


23. Hallar el momento de inercia de un círculo de radio r con respecto a una tangente. 

r +0 ° dx 

24. Demostrar que —— diverge para todos los valores de p. 

Jo 

r 6 N dx 

25. (a) Demostrar que J existe para p < 1 y carece de sentido para p > 1. 

+0 ° N</x 


5o/. 3r a ¿/2. 


(b) Demostrar que 


í 


existe para p > 1 y carece de sentido para /> < 1. 


26. Sea la función /(x) < g(x) que está defínida y es positiva en el intervalo a < x < b, siendo lim/(x) = -hoo 
y lim^(x) = +oo. Según la Fig. 46-4, parece lógico suponer: 

(1) Si J g(x) dx está definida, también estará J /(x) dx, 

(2) Si J f(x) dx no está definida, tampoco lo estará J" ^(x) dx. 

Determinar si están o no definidas las siguientes integrales: 

(a) j* Para 0 ^ 1 -** = O -*><1 + *)d + *’) < 4(1 - x) y 

Luego -J- f — no está definida, ni tampoco la integral dada. 

4 J o 1 — x 

ri dx II ri dx 

(b) -=. Para O < x < 1, - 7 = < — 7 =-. Luego — 7 = está definida igualmente que la integral 

J O x* + VX x a + vx Vx J O V x 


dada. 

1 e x dx 


r 1 e x dx r»/* eos x r n/ * eos x 

(c) J está definida. ( d) J —-— dx no está definida, (e) J dx está definida. 


«/* eos x 




Fig. 46-5 

27. Sea la función /(x) < ^(x) que está definida y es positiva en el intervalo x > a, siendo lim /(x) = lim g{x) = 0. 
Según la Fig. 46-5, parece lógico suponer: «.+<» *-* +ao 


(3) Si J ^(x) dx está definida, también estará J f(x)dx . 

r+co p+oo 

(4) Si J /(x) dx no está definida, tampoco lo estará J g(x) dx. 


« 1 : 


Determinar si están definidas o no las siguientes integrales. 
+® dx 1 


Vx 4 4- 2x 4 6 
integral dada. 

r+® dx 
ib) . 

J» V** + 2* 


Para x > 1, 


está definida 


1 r+ fl0 dx 

- -= < —r • Luego —r- está definida igualmente que La 

Vx* + 2x + 6 x* ° J, x* 

|- +00 p +00 dx 

. (c) e~* dx está definida, (d) > - 

J 1 Jo yx + x 4 


está definida. 
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Sucesiones y seríes 

UNA SUCESION, {s n } — s l9 s i9 s Z9 ..., s nt . .., es una función de n cuyo dominio de definición lo cons¬ 
tituye el conjunto de los números positivos. (Ver Capítulo 1.) 

Se dice que una sucesión {j rt } está acotada , si existen dos números, P y Q 9 de manera que 

2/j -j- i 

P < s H < Q para todos los valores de n. Por ejemplo, la sucesión 3/2, 5/4, 7/6,..—=- ..está 

2/2 

acotada, ya que 1 < s H < 2 para todos los valores de /i, sin embargo, la sucesión 2, 4, 6, ..., 2/2, 
no lo está. 

Una sucesión {j*} es creciente si < s 2 < s 3 < • * * < s„ < • * *, y decreciente cuando 

í ) 

¿a ¡> ¡> * * * I> • • * Por ejemplo, las sucesiones <-r-? = 1/2, 4/3, 9/4, 16/5, ... 

( n + 1 ) 

y {2n — (— 1)"} = 3, 3, 7, 7, . .. son crecientes y las sucesiones {\/n} = 1, 1/2, 1/3, 1/4, 
y —{/*} = —1, —2, —3, —4, .. ., son decrecientes. 

Una sucesión {$,} converge hacia un límite finito s 9 1 lim s n = s , cuando, dado un número c 

Ln -► + oo J 

tan pequeño como queramos, se puede encontrar un entero positivo m de manera que a partir 
de un n dado y para todos los siguientes, n >/w, se verifica la desigualdad |s — < c. Si una 

sucesión tiene límite es convergente , y si no lo tiene recibe el nombre de divergente . 

(Ver Problemas 1-2.) 

Una sucesión {s H } diverge o tiende a oo, lim s n = oo , cuando, dado un número positivo M 

ln —► + oo J 

tan grande como queramos, existe un entero positivo m de manera que a partir de un n dado y para 
todos los siguientes, n>m 9 se verifica la desigualdad \s n \ > M . Si s»>M 9 lim s» = +oo; 

n + oo 

si s„ < —Af, lim s m = —oo. 

H -► + oo 


TEOREMA DE LAS SUCESIONES, 

I, Toda sucesión acotada, creciente o decreciente, es convergente. La demostración cae fuera 
del propósito y alcance de este libro. 

II. Toda sucesión no acotada es divergente. Véase la demostración en el Problema 3. 
Muchos de los teoremas restantes son consecuencia inmediata de los teoremas expuestos 
en el Capítulo 2. 

DI, Una sucesión convergente (divergente) no modifica su carácter al cambiar de lugar uno 
o todos de sus n primeros términos. 

IV. El límite de una sucesión convergente es único. 

(Véase la demostración en el Problema 4.) 

Si lim s n — s y lim t n — t: 

n -+ + oc n —» + m 

V. lim (k*Sn) = k lim s n — ks 9 k siendo A: una constante cualquiera. 

n-*+*> n —* + » 

VI. lim (s„ ± t n ) — lim s n ± lim t n — s ± t. 

n-fr+oo Ti-»+oo n-* + =c 

VII. lim (s„ • t n ) — lim s n * lim t n — s • f. 

n -tx n—* 1 ri-+ + 3o 
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VIII. lim = lim s n / lim t n = s¡t, siempre que t 76 0 y t n 76 0 para todos los va- 

i/ —*■ + 00 n + 00 «-*■+» 

lores de n . 

IX. Sea {j„} una sucesión de términos no nulos; si lim s n = oo, se verifica lim l/j„ = 0. 

«-*-(- oo « -► + oo 

(Véase demostración en el Problema 5.) 

X. Si a > 1 , lim a n = + oo. 

n -* + oo 

(Véase la demostración en el Problema 6 .) 

XI. Si \r\ < 1, se verifica lim r n = 0. 

«-►+00 


LA SUMA INDICADA 

+ 00 

2 S » = S = + s a + • • • + Sn + • • • (/) 

n = 1 

de los términos de una sucesión {$„} recibe el nombre de serie . A toda serie se le asocia 
una sucesión de sumas parciales : S x = s v S 2 = s x + s 2 , <S 3 = + ** 3 » * * *, S« = s t 

+ -$2 + £3 + * ' * + *?«» * * ** 

Si lim S n = S , siendo 5 un número finito, la serie (/) se denomina de convergente 

n -* + oo 

y 5 es su íu/ma. Si no existe lim S n , la serie (/) se denomina divergente . Una serie también 

«-*■+00 

es divergente bien porque lim S„ — o o, o bien porque a medida que crece n y S„ va aumen- 

n —► + oo 

tando y disminuyendo sin aproximarse a un límite; en este último caso la serie recibe el 
nombre de oscilante . Por ejemplo, en la serie 1 — 1+1 — I + * * , S x = \ y S 2 — Q y 
S 3 = 1, S 4 = 0 , ... 

(Ver Problemas 7-8.) 

De los teoremas anteriores se deducen las consecuencias siguientes: 

XII. Una serie convergente (divergente) sigue siendo convergente (divergente) si se cambia el 

orden de uno o de todos sus n primeros términos. (Ver Problema 9.) 

XIII. La suma de una serie convergente es única. 

XIV. Si Es n converge hacia S y la serie Eks„ y siendo k una constante, converge hacia kS. Si Es ñ 
es divergente, también lo es Eks „. 

XV. Si Es n es convergente, se verifica: lim s„ — 0 . 

fl —► + oo 

(Véase la demostración en el Problema 10.) 

El recíproco no es cierto. La serie armónica [Problema 7(c)] es divergente y, sin em¬ 
bargo, lim s n = 0 . 

«-*■+00 

XVI. Si lim s n + 0, la serie Es n es divergente. 

n —*■ + oo 

El recíproco no es cierto; véase el Problema 7(c). (Ver Problema 11.) 


Problemas resueltos 

1. Sea la sucesión {j*} cuyo límite es s> Situemos sobre una escala numérica (Fig. 47-1) los puntos s y s — c, s + €, siendo t 
un número positivo tan pequeño como queramos (infinitésimo) y vayamos colocando, ordenadamente, los puntos 

$1 Sm ím + 1 

I-1-1-I-1-1-•- 

* e * 8 + t 

Fig. 47-1 
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s u s 2 * ... Según la definición de convergencia, los m 
primeros puntos están situados fuera del intervalo conside¬ 
rado, pero a partir del ¿ m+|t él y todos los siguientes están 
situados dentro de él. 

En la Fig. 47-2 se puede observar una representación 
en un sistema de coordenadas rectangulares. En primer 
lugar, hemos trazado las rectas y = s, y = s — e e 
y — s + €, determinando de esta forma, una banda de am¬ 
plitud 2*. Situando ahora los puntos (1, sj, (2, s a ),(3, s a )...» 
el punto (m + 1, s m+ i) y todos los siguientes caerán dentro 
de la banda. 

Es importante observar que fuera del intervalo o banda 
de amplitud 2«, solamente habrá un número finito de puntos 
de una sucesión convergente. 



2. Aplicar el teorema 1 para demostrar que las sucesiones (a) 


1 — 


y (M 


*3*5’ 7... (2/i— 1), 
2 • 4 * 6 • 8... (2«) 


son convergentes. 


(a) La sucesión está acotada, ya que 0 < s n < 1, para todos los valores de n. 

1 


Como ,. +1 - 1 ry = 1 -~ + „(„ + 7) *" + 

cíente. Por tanto la sucesión converge hacia s < 1. 


n{n + 1) 


, es decir s n +j > s nt la sucesión es cre- 


( b ) La sucesión está acotada, ya que 0 < s n < 1, para todos los valores de rt. Como 5,+! = 


1 *3*5*7...(2/í+ 1) 
2*4*6-* 8... (2/i + 2) 


2 n + 1 

2/i + 2 


s n , la sucesión es decreciente. Por tanto, la sucesión converge hacia s > o. 


3. Demostrar que toda sucesión no acotada {$„} es divergente. 

Supongamos que {s„} es convergente (demostración por reducción al absurdo). Dado un número positivo tan 
pequeño como queramos, existirá un entero positivo m de manera que a partir de él y para todos los siguientes, n > m, 
se verificará la desigualdad \s n — s\ < «. Luego en este intervalo estarán todos ios términos de la sucesión menos un 
número finito de ellos con lo cual dicha sucesión deberá estar acotada. Como esto es contrario a la hipótesis, la suce¬ 
sión será divergente. 


4. Demostrar que el límite de una sucesión convergente es único. 

Supongamos que la sucesión admitiese dos límites distintos, es decir, lim s n = s y lim s n — t , siendo — 1\ > 2c > 0 

/» -> + oo rt-*+oo 

En estas condiciones, en los intervalos, de amplitud 2*, de s y / tendremos propiedades contradictorias: (i) por una parte 
no pueden tener puntos comunes, y (ii) cada uno contiene todos los términos de la sucesión menos un número finito de 
ellos. Así, pues, deberá ser s = t y el límite será único. 


5. Demostrar que si {j*} es una sucesión de términos no nulos y lim s„ = oo, se verifica: lim 1 ¡s n = 0. 

rt ~> + oo «-► + oo 

Elegido un número muy pequeño € > 0, de lim s n = oo se deduce que para todo M > l/«, existirá un entero 

rt-> + oo 

positivo m de manera que a partir de él y para todos los siguientes, n > m, se verificará la desigualdad \s H \ > M > 1/c. 
Para este valor de m, \l/s„\ < \¡M < < siempre que n > m; por tanto, lim 1 /s H = 0. 

rt -+ + OO 


6. Demostrar que lim a* = + oo para a > 1. 

rt —> + at 

Sea M número muy grande, M > 0; supongamos a = 1 + b con b > 0; entonces 
O- = (1 + by = 1 + nb + b* + •••> 1 + nb > M 

para n > M¡b. Es decir que m es el entero superior a M¡b . 


7. Demostrar que: 

(a) La serie aritmética a + (a + d) + (a + 2 d) + * * • + [a + (/i — 1 )d\ + 


* * ■ es divergente cuando a % + d 1 > 0. 
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(b) La serie geométrica a + ar + ar* + • • • + ar n ~ l 4- ■ ■ siendo a / 0, converge hacia _ si |r| < 1 y diverge 

si |r| > 1 . 

(c) La serie armónica 1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 + ■ ■ - + 1//* + •• • es divergente. 

(a) Aquí S H = Ín[2a + (n — 1 )d] y lim S n = co excepto para a — d ~ 0. 

/i —► + oo 


Por tanto es divergente cuando a 2 + > 0. 


(b) En este caso S n = 


a — ar H _ a a 

1 —r 1 — r 1 — r 

a 


r n , r t* 1 . 


Si |r| < 1, lim r" = 0, y lim S H =- 


/!—*•+ OO 


«-► + oo 


1 — r ’ 


Si |r| > 1 , lim r" = oo, y S^.es divergente. 

/!-*•+ OO 

Si (r| = 1, la serie es o a + a + a + • • • o a — a + a — a + • • • y es divergente, 
(c) Formando las sumas parciales, obtenemos 

*^4 ^ 2, >Sg ^ 2,5 ^ 3, «^32 ^ 3,5, S, t > 4, ... 

Como la sucesión de sumas parciales no está acotada, la serie será divergente. 

8 . (i a ) Sumar la serie y + ^ ^ + • • -: 

*-t (*-*)•i)- t- 

(b) Sumar la serie + 774 -+ y!y + ' ' 

St = -A = 1 — i. 5. = -+r + +r = 1 — i + i — i = l— i. 


1-2 


1-2 2-3 


5,=S. + T 44- = 1 -J + i-¿ = l-¿, •, S„ = l 


« + 1 


yS (‘-tttt)- 1 


9. Sabiendo que la suma de la serie l + i + i + i + ik + ,, *es igual a 2, hallar la suma de la serie que resulta cuando 
(a) se suprimen los cuatro primeros términos, (b) cuando se añaden a la dada los términos 8 + 4 + 2. 

(a) La serie A + 3 V + ' ‘ * es una serie geométrica de razón r = i. Converge hacia 

5 = 2 —(1 + J + i + i) = i 

(b) La serie 8 + 4 + 2+ l+ ¿ + ¿ + -** es una serie geométrica de razón r = £. Converge hacia 

2 + (8 + 4 + 2) = 16 

10. Demostrar que si £s n — 5, se verifica lim s H = 0. 

«-► + 0 Q 

Como = S f lim S n = S y lim = 5. Ahora bien s n — S H — S n - 1 ; Juego, 

fl —► + OO « —► + OO 

lim s n — lim (S*—S*-j) = lim S H — lim S n ~ l = S — S = 0 

«-►+00 «-►+oo «—► + <» n-*+oo 


11 . Demostrar que las series (a) 1/3 + 2/5 + 3/7 + 4/9 + • * * y (b) 1/2 + 3/4 + 7/8 + 15/16 + 
n 


son divergentes. 


(«) s n = 
(b) s t 


y lim s H = lim 

"* + 1 «-*-+00 n 


n 1 1 , A 

.« , —¡—r- = lim — , .. = —- 0 . 

+ 00 “I - ! «—► + oq2 + 1//i 2 


2 "— 1 2 *— 1 1 \ 

-~2T- y lim —1™ 1-2=- =1 ^0. 

^ « -► + 00 ¿ + 00 \ ^ f 
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12. Una serie £s n converge hacia S> si la sucesión {j m } de las sumas parciales converge también hacia 5, es decir, si dado un 
e > 0 tan pequeño como queramos, existe un entero m de manera que a partir de él y para todos los siguientes. n> m t 
se verifica la desigualdad | S — 5*1 < e. Demostrar que las series del Problema 8 son convergentes. 


(a) Si |5 —5*| - 



1 

4■ 5“ 


< 


tendremos 5" > 


n ln 5 > — ln (4e), y n > 


ln4* 
ln 5 


Por tanto, basta con que m sea mayor que 


ln 4 * 
ln5 


(b) Si |S — S n \ 



n + 1 


1 

n + 1 


< e, tendremos n + 1 


1 1 

> — y r> - 1 . 

C € 


Por tanto, basta con 


1 

que m sea mayor que —— 


1 . 


Problemas propuestos 


13. Determinar si las sucesiones siguientes están o no acotadas, son decrecientes, crecientes o convergentes, divergentes 
u oscilantes. 

(«){* + !} <e) {senj^} (d) {ft?> <e){g£} (/) 


14. Demostrar que lim yi/n f « l, p > o. Ind i&" = 
«-► + 00 


15. Dada la'sucesión | ^ j ~| • demostrar que: (a) en el intervalo |1 — s n \ < 0,01 están contenidos todos los términos 

de la sucesión menos los 99 primeros, (ó) la sucesión está acotada, (c) lim $* = 1. 

«-►+00 

16. Demostrar que si: |r| < 1 , se verifica lim r* = 0. 

«-► + 00 


17. Hallar el carácter de las siguientes series geométricas. Calcular la suma de las que sean convergentes. 
(a) 1 + 1/2 + 1/4 + 1/8 + • • • (ó) 4 — 1 + 1/4 — 1/16+ • • • (c) 1 + 3/2 + 9/4 + 27/8 + * * * 

Sol . (b) 5 = 2, (b) S= 16/5 (c) Divergente 


18. Hallar la suma de las series siguientes: 

(0) 2 3 - « S^T2) 

(¿>) S(2i« —l)(2n+ 1) (e) E n(f! + 3) 

(c) S(t? ~ (n + 1 v) ,p> 0 ^ S (n + 1) ! 

Sol. (a) 1/2, (b) 1/2, (c) 1, (d) 3/4, (e) 11/18, (/) 1, (g) 1/4, (A) 1/4 


^ E(4/i — 3)(4n + 1) 
(A) E n(n + l)(n + 2) 


19. Demostrar que son divergentes, las series. 

(a) 3 + 5/2 + 7/3 + 9/4 + • * * (c) 

(b) 2 + V2 + #2 + #2 + ■ • ■ (d) 

20. Demostrar que si lim s n ^ 0, la serie £s n es divergente. 

«-► + 00 

21. Demostrar que las series del Problema 1 S(a)-(d) son convergentes por existir un entero positivo m tal que para 
e > 0, |5 — 5 W | < € siempre que n > m, 

Sol. m = un entero mayor que en (o) — ^y. (¿) — y. W VÍA — 1, (<0 la rafe positiva de 2(m*— 

2(1 — 3e)m—(3 — 4t) = 0. 


e + e'/9 + e‘127 + <r»/64 + • • • 




Capítulo 48 

Criterios de convergencia y divergencia de las 
seríes de términos positivos 

SERIES DE TERMINOS POSITIVOS. Son series Es n cuyos términos son todos positivos. 

I. Una serie de términos positivos Es n es convergente, si la sucesión de sumas parciales { S *} 
está acotada. 

Este teorema es consecuencia de que la sucesión de sumas parciales de una serie de tér¬ 
minos positivos es siempre creciente. 

O. CRITERIO DE LA INTEGRAL. Sea /(«) el término general s n de la serie Es„ de términos 
positivos. Si f(x) > 0 y es decreciente en el intervalo x > f , siendo f un entero positivo, 

r +o ° 

la serie Es n converge o diverge según que exista o no la integral f(x) dx. 

J £ 

(Ver Problemas 1-5.) 

DI. CRITERIO DE LA SERIE MAYORANTE. Una serie de términos positivos Es„ es con¬ 
vergente, si a partir de un determinado valor de n , y para todos los siguientes cada término 
es menor o igual que el correspondiente de una serie Ec„ convergente conocida de términos 
positivos. 

IV. CRITERIO DE LA SERIE MINORANTE. Una serie de términos positivos Es n es diver¬ 

gente, si a partir de un determinado valor de n y para todos los siguientes, cada término 
es igual o mayor que el correspondiente de una serie Ed„ divergente conocida de términos 
positivos. (Ver Problemas 6-11.) 

V. CRITERIO DEL COCIENTE. Una serie de términos positivos Es„ es convergente si 

lim Sa + 1 < 1, y divergente si lim - s ” + 1 >1, Si lim Sn + 1 — \ 9 este criterio 

#i—►+oo Sn n —►+oo S/t «—►+oo $n 

nada dice sobre la convergencia o divergencia. (Ver Problemas 12-18.) 


Problemas resueltos 

1. Demostrar el criterio de la integral: Sea /(«) el término general s n de la serie de términos positivos Zj*. Si f(x) > O 
y es decreciente en el intervalo x > £, siendo £ un entero positivo, la serie Es n es convergente o divergente según que 

r +°° 

exista o no la integralj ^ f(x) dx . 

En la figura, el área limitada por la curva y = f(x) desde x = £ hasta x = n, se ha aproximado por medio de dos 
sistemas de rectángulos de base unidad. Expresando que el área limitada por la curva está comprendida entre la suma 
de las áreas de las series de rectángulos, 

Íf+í + í{+« + • • • + Sn < /(*) dX < S ( + S( +1 + • • • + *„_! 
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Í * r +°° 

fix) dx = fix) dx — A . Por tanto, 
f Jf 

íf+i 4- s ¿+2 4- * * • 4- s n < A 

y S n — s £ + $£+l + + * * * + i» 

está acotada y es creciente cuando n crece. Por tanto, por el Teorema I, Es n es convergente 

Í n r +co 

/( x) dx = fix) dx no existe. Tendremos que 

£ J £ 

S n = 4- +! 4 - * * * +í» no está acotada y Es n es divergente 


Determinar el carácter de las series de los Problemas 2-5 por medio del criterio de la integral 

1 


a. -L + J= + ^= + ^ + 

VJ VJ V i VJ 


f{n) = s n = 


V2n + 1 


; hacemos/ (jc) = 


V 2 *+ 1 


En el intervalo x > 1 ,f(x)> 0 y decrece cuando x aumenta. Tomamos £ = 1 y consideramos 

dx 


Í +CO f H 

f{x) dx = lim 
1 **-► +W J 1 


lim 

«-» 


V2*+7 

Como la integral no está definida, la serie es divergente. 


m V2x 4- ll = lim V2u 4- 1 — VJ = 
+ flO Jl W-K+OO 


ao 


, 1 , 1 , 1 , 1 , 
3 - T + l 6 + 36 + 64 + 


fin) = s n = -¿5-; hacemos /(jc) 1 


4 /* a '-' w 4 jc 8 

En el intervalo x > 1,/(jc) > 0 y decrece cuando jc aumenta. Tomamos £ = 1 y consideramos 

f + fix) dx = lim f* -± lim (--jl = ~ lim /-í- + ij = _L 

Ji 4 «_»+oo J i jc* 4 »4 + ® \ -*/Ji 4 «-►+« \ u ) 4 

Como la integral está definida, la serie es convergente. 


f{n) = s n = sen —ti; hacemos f(x) = ~ sen -^n. 


4. sen ti 4- J sen Jji 4- J sen 4- -¿r sen 4- 

En el intervalo x > 2 f fix) > O y decrece cuando jc aumenta. Tomamos £ = 2 y consideramos 
r+°° r« i i i i i* i 

fix) dx = lim —r sen —n dx = — lim eos —ti = — 

Jt u^+co } i x* X 71 «_► + «> jc J « ?r 

La serie es convergente. 


>■ i+í+í+¿+ 


/(*) * s» “ hacemos fix) = 


* ip> O). (La serie p.) 

En el intervalo x > 1 ,/(jc) > O y decrece cuando jc aumenta. Tomamos £ = 1 y consideramos 

[ + fix) dx = lim \ U ~j = lim (-i--1* - « 1 1 bm &~ p — 1 L ÍP # 1) 

Ji + » Ji jc 11 ^ + co\l— pji 1— />(*_► + » i 
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Si/>> I, 


1 


1 —p 


¡im w 1 -* — 1 

M-> t rJ “' 



lim 

u -» + £0 


/P-l 


Si /» = J, 



lim In u = + co la serie es divergente. 

W -> + 'X) 


Si/> < I, ——-— } lim u x ~ v — i¡ = + oo la serie es divergente. 

1 - P ( U -» + QO ) 

Obsérvese en el segundo caso que la serie armónica es divergente. 


-— la serie es convergente. 

P — 1 


CRITERIOS DE LAS SERIES MAYORANTE Y MINORANTE 


Para aplicar estos criterios hay que comparar el término general de la serie cuyo carácter se quiere 
averiguar con el de una serie conocida, convergente o divergente. Entre éstas, las más utilizadas son: 

(i a ) La serie geométrica a + ar + ar 2 + * • ■ + ar n + * * *, a 0, que es convergente cuando 

la razón está comprendida entre cero y uno, 0 < r < 1 y divergente cuando la razón es r > 1. 

(¿) La serie 1 + + + * * ' H —y + * * '* < l ue es convergente cuando p > 1 y di- 

2 P 3 P 4 ^ tí p 

vergente cuando p < 1. 

(c) Cada una de las nuevas series de carácter conocido. 


Determinar el carácter de las series de los Problemas 6-11, aplicando los criterios de las series mayorante 
y minorante. 


6. -J + J + -JQ + -jy + " • + -rq:-¡- + • • • 

El término general de la serie es s n = ^ ^ luego la serie dada es término a término menor que la 

serie p 1 + ~ + L + • • • + -L + • • • 

La serie p es convergente por ser p = 2, por tanto, la serie dada es convergente. Aquí también se puede aplicar 
el criterio de la integral. 


— + —L + _L + _L + ... 

VT V2 VT V4 

El término general de la serie es Como —^ , la serie dada es término a término mayor que o igual 

yn V* n 

a la serie armónica, por tanto es divergente. También se puede aplicar el criterio de la integral. 


8. 1 + -jt + -jj + jjr + ’ • • 

El término general de la serie es-!-. Como n I > 2 n ~ l ^ * . . 

n ! ” n ! 2* _1 

La serie dada es término a término menor que o igual a la serie geométrica convergente + + + *'* y 

por tanto, es convergente. (El criterio de la integral no se puede aplicar en este caso.) 


_5 

43 


9. 2 + + —- + + • • * El término general de la serie es 


n+ 1 


Como n g la serie dada es término a término menor que o igual al doble de la serie p convergente 


1 + -L + -L + L.+ 

1 2 2 3 a ' 4 a 


por tanto, es convergente. 
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,# * 1 + ^ + J» + + 


El término general de la serie es —. Como — < —— r » la serie dada es término a término menor que o igual a la 

n n rT — 2 1 

serie geométrica convergente 1 + — 4 - — + — + 

También, la serie dada es término a término menor que o igual a la serie p convergente, con p — 2. 


11 . 


2 a + 1 3 a + 1 4 a + 1 
2 3 + 1 + 3 3 + 1 + 4 3 + 1 + 


El término general es ”, ^ Luego la serie dada es término a término mayor que o igual a la serie armónica 

y, por tanto, es divergente. 


CRITERIO DEL COCIENTE 


12. Demostrar el criterio del cociente: 


Una serie de términos positivos Es n es convergente si lim 5 ” +1 < 1 y divergente si lim Sn+1 > 1. 

«-► + oo S H rt—► + oo S n 

Supongamos lim ^ H+1 - = L < L Dado un r cualquiera, siendo L < r < 1, existirá un entero positivo m ta 
/i-»- + oo s n 

que siempre que n > m se verificará —< r , es decir, 


—- < r o í m + 2 < r * J m +i 

J m + 1 

” W + 3 < r ó s m + 3 < r • s m + t < r 2 • s m+l 
ím + a 


- < < r < r 3 * ¿ m +i 

S m + 3 


Así pues, cada término de la serie s m + A + s m + i + s m+3 4- * * * es < que el correspondiente término de la serie geo¬ 
métrica s m+1 + r • s m+l 4- r 2 * s m+1 + * * * que es convergente, ya que r < 1. Luego Es n es convergente según el 
Teorema III. 


Supongamos lim - ” +1 — L > 1 (o bien = 4 - oo). Entonces, existirá un entero positivo m tal que siempre que 

«-► + oo S n 

n > m, - Sn+1 > i. Ahora bien, s n+1 > s n , con lo que {j*} no tiende a 0. Luego £s H es divergente según el Teorema XVI 
(Capítulo 47). 


Supongamos lim 


*n+l 


n-» + oo S T 


1. Un ejemplo es la serie p , P > 0* P ara I a cual 

lim —— = lim " = lim ( 1 ) = 1 

«-► + 00 s n «—►+oo (w 4“ l) p «->-+00 \ 1 4- 1/w / 

Como la serie es convergente cuando p > 1 y divergente cuando p < 1, el criterio no sirve para dilucidar sobre la con¬ 
vergencia o divergencia. 


Determinar el carácter de las series de los Problemas 13-23, aplicando el criterio de la raíz. 

n n 4- 1 s n + 1 _ /i 4- 1 3 ft _n4-l 

y-. í»+i = 3»+i > ~ n jmT- ’ 3n ' 



Luego 


lim 

r-^+oo S n 


lim —-— = — y la serie es convergente. 
«—►+oo 3 rt 3 
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14 . 





n! 


(» + 1) ! j„+, 

3" + * ' s. 


Por tanto, Jim 

+ X 


+1 


Jim n ^ = co y la serie es divergente. 

n-> + X 3 


n 4 1 


3 


15 . 1 4 


1 •2 
1*3 


1-2*3 1*2*34 , 

1*3*5 + 1*3*5 *1 + 

n\ (n 4 1)! s n+l 

Sn 1 *3*5...(2/i —1)’ í,t+1 1*3*5...(2« + l) > 


Como 


lim 

«-». + oo 


« 4 1 
2n + 1 


2 


la serie es convergente. 


« 4- 1 

2/i + 1 * 


16 . 


1 

1*2 


+ 


1 

2* 2 a 


4 


1 

3 * 2 3 


4 


1 

4 * 2 4 


4 




Como 


Jim -= 7 —■—rr- = ^ Ja serie es convergente. 
n- + co 2(n 4 1 ) 2 


1 _ 1 J„+i _ « 

n • 2 * ’ Sn+1 (n + 1 ) 2* +1 ’ J. 2 (n + 1 ) ’ 


^ ti31|41|51 i „ « 4 1 # 1 „ _ n 4 2 # 1 J *+i _ «(« + 2) 

2 * 4 + 3 * 4 a “ h 4 * 4 a + n 4 »" 1 * K+1 n 4 1 4"’ 4(* 4 l) 8 ’ 

Como lim = 4- la serie es convergente. 

„_^ + cx> 4 (n 4 l) a 4 


3 a 4 1 4 a 4 1 , 

3 3 4 1 + 4 3 4 1 + ’ ’ ’ 

_ « 2 4 1 _ (n 4 l ) 2 4 1 s H +1 _(/* 4 l ) 2 4 1 # « a 4 1 

** ” n s + 1’ ** +1 ” (n 4 l ) 3 4 1 ’ j, “ (n 4 l ) 3 4 1 ‘ « 2 4 1 ‘ 

Como lim Sn+1 =1 es un caso de duda. Ver Problema 11. 

*»-► + °o S n 


18 . 


i + 4±i + 
2 » + 1 


Problemas propuestos 

19 . Demostrar que se puede aplicar el criterio de la integral en las series siguientes y aplicarlo para determinar su carácter. 
(fl) Et (c) I nlnn (e) E n* + 1 (í) E (n + l)(n + 2 )(n + 3) 

(¿>) E n(n + 1 ) (d) E (/i + 1 ) (/i + 2 ) S? (/l) E ( 2 n + 1 )* 

5o/. (o), (c), (í/), (e) divergente. 


20. Determinar el carácter de las series aplicando los criterios de las series mayorante y minorante. 


«ira 

<« 2 ^ 

»2t¿5 


(e) 

(/) 

(*) 

(A) 


E 

E 

E 

I 


«42 
«(« 4 1) 

1 

n n-l 

1 

3/i 4 1 

In n 
n 


(0 

(/) 

(A) 

(0 


E 3*+ 1 

vi w 

2t¿t 

„ ln n 
Zj n> 


(m) 

(«) 

(o) 

0 ») 


E 

E 

E 

E 


zi 

3« a — 4 
1 

1 4 ln/i 

n 4 — 5 
« 5 

«4 1 

«V3» — 2 


Jo/, (o), (¿>), (d),(f), (i), (k), (/) para/» > 2 convergente. 
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21. Determinar el carácter de las series, aplicando el criterio del cociente. 
(fl) £ + 2) » 
»J¡ £ » 

(c) X h (f) S"(t)" (í) 

Sol. (a), ( 6 ), (c), (e),(f), (*) convergente) 


32—1 

w £ 

w 3 

r a 

V — 

n 2 — n 

(Tn 2 r 

U/ 

¿J n! 

(n + 1 ) 2 " 

(*) £ 

/I a 

/¿a 

S 2 « 

n ! 

(In 3)* 

w 

/ 3 \" 

ti 1 _ 1 

(0 2 

2 " 

(l\ 

V — 

Ui 

n(n + 2 ) 

\ l ) 

¿j 3" 


22. Determinar el carácter de las series. 

4^+7?+ + ' ' ' 

(b) 3 H + ,— H r^= + • • ‘ 

yr -^r 

w 1+ T + T + -¡T + "' 

M)±+ _!_+_!_ +_!_+ ... 

23-44-5*65*6-7*8 

(e) 3 + T + Ti + ¿ + ' " 

^ T + TT* + 3 • 3 a + 4 • 3 4 + ' ' ' 

So/, (a), (</),(/), te), (/'), (/'), (0 convergente. 


^ 2 + 2 • 2 a + 3*2» + 4 • 2 4 + ' ' ’ 

, t , 2 , 3 , 4 , 5 , 

W 777 + yrf + jry + yry + * ‘ ‘ 

12 14 

(0 T + * + 4? + F + '” 

0) 1 + y + -jítí- + + • • • 

(k) 2 + y+ -j<j + -iy + < - - 

(0 2 2 M-Ó + 2-4-6-S 

v ' 5 5*8 5*8-11 5-8-11*14 


23. Demostrar el criterio de la serie mayorante. Ind. Si 27c* = C, tendremos que {5*} está acotada. 

■* n 

24. Demostrar el criterio de la serie minorante. Ind. j, > ^ > M para n > m. 


i i 


25. Demostrar que si P{n) y Q(ri) son polinomios de grados p y q, respectivamente, la serie V , . es convergente si 

^ Q\n) 

q> p + \ y divergente si q <p + 1. Ind. Compárese con l/n í ~ p . 


26. Determinar el carácter de las series aplicando el criterio del problema anterior. 


(a) 7^ + TV + T^4 + 4V + 

(b) -J + J + J2+JY + -" 

(c) T + ¿ + ¿ + ¿ + < " 

3 5 7 9 

(</) 2 + 24 + 1Ó8 + TÍO + ' ' ' 


, . 1 2 . 3 4 

W 2*—1 + 3 a — 2 4 a —3 5 a —4 

2®_ \2 33 _ 2 2 43_ 3 2 + 53 _42 

, * 2 , 3 , 4 , 5 , 

te) jry + ^4 + yry + - 47 $ + * * ’ 


5o/. (a), (c), (¿)»(/) convergente, 


27. Demostrar el Criterio de la Raíz: Una serie de términos positivos 27¿* es convergente si lim < 1 y divergente 

__ «->+0° __ 

si lim tfT n > 1. El criterio nada nos dice cuando lim — 1. Ind . Si lim i < Atendremos ip's* < r < 1, 

«->+00 n-*+oo «->-|-oo 

para n > m t y s n < r \ 


28. Determinar el carácter de las seríes aplicando el criterio de la raíz. 


<-> 2 >-• <*> 2 


„ 2"-i „ / n W 

^ , (d) ^ h 2 | Sol. Todas convergentes. 



Capítulo 49 


Series de términos negativos 

UNA SERIE cuyos términos son negativos se puede considerar como opuesta a una de términos positivos. 


SERIES ALTERNADAS. Una serie cuyos términos son alternativamente positivos y negativos, 

2 (-O" -1 = Si — s 2 + s 3 — Si + • • • + (— l)" -1 *■ + ••• U) 

en la que cada $ es positivo se denomina serie alternada . 

I. IJna serie alternada (/) es convergente si (i) s„ >$,+ i, para todos los valores de /?, y fii) 
lim s„ = 0. 

(Ver Problemas 1-2.) 


CONVERGENCIA ABSOLUTA. Una serie £s„ = s t + s 2 + • * * + $, + * * - de términos arbitraria¬ 
mente positivos y negativos se denomina absolutamente convergente si la serie de valores absolutos 
27|j,,| = |$| + \s 2 \ + |j 3 | + * * ■ + \s„\ + • • - es convergente. 

Toda serie de términos positivos es absolutamente convergente. 

Toda serie absolutamente convergente es convergente. (Véase la demostración en el Problema 3.) 

CONVERGENCIA CONDICIONAL, Si la serie 27$, es convergente, siendo divergente la de valores 
absolutos 27|$,¡, recibe el nombre de condicionalmente convergente. 

Por ejemplo, la serie 1 — £ + £ — ¿ + • * *, es condicionalmente convergente, ya que ella es 
convergente pero la serie de valores absolutos 1 + £ + £ + i + ‘ * es divergente. 


CRITERIO DEL COCIENTE PARA LA CONVERGENCIA ABSOLUTA. Una serie de términos ar- 

$i+l 


bitrariamente positivos y negativos es absolutamente convergente si lim 

n-M-oo 


< 1, y divergen¬ 


te si lim 

fl—► ■ |- oo 


$1 + 1 


$, 


> I. Si el límite es igual a 1, nada podemos \aber sobre el carácter de la serie. 

(Ver Problemas 4-12.) 


Problemas resueltos 

1. Demostrar que una serie alternada — s 2 + s 3 — s A 4- * * * es convergente si (i) s H > $, +1 , para todos los valores de //, 
y (ii) lim s H = 0. 

«—* + oo 

Consideremos la suma parcial 

S 2 m “ $ $2 S A “f“ ^2m -1 *^2m 

que la podemos ordenar como sigue: 

(а) S 2m (j, — s 2 ) + (s 3 — s A ) + • * • + — O 

(б) S 2m = Jj - (í 2 - J 3 ) * -($m-2 - $m-l) - 
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Por hipótesis, s H > s n+1 y s n — s n+1 > 0; luego, por (a), S 2m > 0, y por (b), S 2fn < s lt Así pues, la sucesión {5 im } está 
acotada y converge hacia el límite L < s,. 

Consideremos ahora la suma parcial 5 2m+ i = S 2m + s 2m+í ; tendremos 

lim 5* m +i = lím S 2m + lim s 2m +i ~ L + 0 = L 

m-* 4oo m-» + oo m-H oo 

Por tanto, lim S ñ = L y la serie es convergente. 

«->+«> 

2, Demostrar que las siguientes series alternadas son convergentes: 

( o) 1 — -jr + jr—+ • ■ ■ 


s *- y *»+* - ( „ + 0 


Por tanto, s n > j„ + 1 , lim j* = 0, y la serie es convergente. 

/!-►-( OO 


(ó) 1/2—1/5 + 1/10—1/17 + 

S n = 


- , \ 1 y S »+1 = t ; por tanto, s n > s n+u lim ■ 1 - = 0, y la serie es convergente. 

/* + l (/i + l) + 1 oo tr + 1 


, . 1 2 3 4 . 

(c) T~~e* + 7*~ 7* + 

La serie es convergente, ya que s n > s n+1 y lim ~ = lim — = 0. 

n —► -¡ oo e " «->- 1-00 e" 

3. Demostrar que toda serie absolutamente convergente es convergente. 

Sea (i a ) Es ñ = s x + s 2 + + * * * + s n + 

cuyos términos son positivos y negativos y supongamos que la correspondiente serie de términos positivos 

(b) E tal = tal + I s 2 \ + tal + * * * + tal + * ‘ * 

converge hacia S'. 

Supongamos que la enésima suma parcial S n — Ji + s 2 + s 2 + • • - + s n de {a) consta de r términos positivos 
cuya suma es P r y t = n = r términos negativos cuya suma es — Q t . Es evidente que S n = P r — Q tf mientras que la 

correspondiente suma parcial de (b) es Si = P T + Q¡ . Como lim Si = S', las sumas parciales Si están acotadas. 

«-►+00 

Por consiguiente, las sucesiones {P T } y { Q, } están acotadas y son crecientes a medida que aumenta n. Si lim R, — P 


y lim Q t — Q , tendremos: 

«-►-r oo 

\ 

y, por tanto, la serie Es„ es convergente. 


«-► i-oo 


lim S H = lim P r — lim Q t — P — Q 

n—► + oo «—► + oo « ^ - oo 


CONVERGENCIA ABSOLUTA Y CONDICIONAL 

Determinar si las series siguientes son absoluta o condicionalmente convergentes. 

4 - 1 ~ T + W ' 

La serie 1 + -^- + + -^- + • • *, obtenida tomando todos los términos positivos, es convergente, por ser una 

serie geométrica de r = £. Por tanto, la serie dada es absolutamente convergente. 

„ i 2 3 4 , 

* 3 + 3 a 3 3 + 

2 3 4 . 

La serie 1 + — + + — + • • *, obtenida tomando todos los términos positivos, es convergente, por el criterio 

del cociente. Así pues, la serie dada es absolutamente convergente. 


6 . 1 


1 1 

+ 


+ 


vT vT VT 

La serie 1 H-H- \=z H-+ * * • es divergente, por ser una serie p con p = ¿ < 1. Así pues, la serie 

vT VT VT 

dada es condicionalmente convergente. 
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_ 2_. J_ 3_ . J_4_ , 1 

7 ’ 2 3 * 2® + 4 ' 3 3 5 * 4 3 h 


i ■ i , 2 1 , 3 1 , 4 1 

La sene I 


* * es convergente, ya que es término a término menor o igual 
a la serie p con p — 3. Así pues, la serie dada es absolutamente convergente. 


L 4 >.I + ±.' -TI + 

3 4 2 5 3 6 4 


La serie y + T ‘ T + T ‘ T + 6 ’ T h 


es divergente, ya que es término a término mayor que J(serie 
armónica). Por tanto, la serie dada es absolutamente convergente. 


„ . 2 a 2 5 V 

9 ■ 2_ 3T + TT _ 7T + 

2 3 2 5 2 7 

La serie 2 + yj + 5 T + 7 l + 
absolutamente convergente. 

J 4.9 16 


10 . 


+ 


2 2* + 1 3* + I 4® + I 

4 9 


+ 


2 2t 


(2/i — 1)! 


es convergente (criterio del cociente) y la serie dada es 


La serie -y + 2 , + , 


+ 


+ 


16 


3® + 1 ' 4 3 + 1 
serie dada es condicional mente convergente. 


+ 


/i 3 + 1 


es divergente (criterio de la integral) y la 


11 . 


2 ® + 


+ 


3® + 1 4® + I 


+ 


I 1 2 

La serie y + yy 


+ 


3® + I 4® + 1 


+ 


/!*+ 1 


es convergente, ya que es término a tér- 


12 . 


mino menor que la serie p para p — 2. Por tanto, la serie dada es absolutamente convergente. 

1 


1 +. 1 


La serie 


2*2® 3*2® 

1 


4 • 2* 


+ 


1*2 


* 1 


2 * 2 ® 


+ • 


es convergente, ya que es término a término menor que o igual 


3*2® ’ 4 * 2* 

a la serie convergente geométrica-^ -b + -4- + T * • *. Por tanto, la serie dada es absolutamente convergente. 

2 4 a 16 


Problemas propuestos 


13. Determinar si las seríes alternadas siguientes son convergentes o divergentes. 


Sol. (a\ {b) y (d) y (e) convergente. 


*•> 




14. Determinar si las series siguientes son condicional o absolutamente convergentes. 


«2^?Íjr 


w 2 


(—ir - 1 


\/ft{n + 1 ) 




</> 


« S^TTT 

<*> 


Sol. (o), (c), (d), (/), (h) absolutamente convergente. 
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Algebra de las seríes 

OPERACIONES CON SERIES. Sea 

Es n = Si 5 2 + $3 + * * * + S» + * ' ' (f) 

una serie y Et» la serie obtenida a partir de la anterior agrupando sus términos mediante paréntesis 

(asociación de términos). Por ejemplo, 

Et n = ($! + $ 2 ) + ($3 + $4 + $ 5 ) + ($6 + 5 7) + ($® + $9 + $10 + $ll) + * * ‘ 

I. La suma de una serie convergente no varía al agrupar sus términos mediante paréntesis 

(propiedad asociativa). 

II. El carácter de una serie divergente de términos positivos no se modifica al agrupar sus 

términos mediante paréntesis (propiedad asociativa). Sin embargo, la serie obtenida al 
agrupar los términos en una serie divergente cuyos elementos sean arbitrariamente posi¬ 
tivos y negativos puede ser o no divergente. (Ver Problema 1-2.) 

Sea Eu» una serie obtenida a partir de (/) por reordenación de sus términos. Por ejemplo, 
Eu n = Si -\- $3 s 2 ~b $4 -|- $6 T - $5 T - * * * 

III. Toda serie obtenida por reordenación de los términos de una absolutamente convergente 
converge absolutamente hacia la misma suma. 

IV. ^ Ordenando convenientemente los términos de una serie condicionalmente convergente se 

puede obtener, o bien una serie divergente, o una serie convergente cuya suma sea un 
número prefijado. (Ver Problema 3.) 


ADICION, SUSTRACCION Y MULTIPLICACION. Dadas las series Es n y Et„, las series suma Eu„ 
diferencia Ev n y producto Ew n vienen dadas por 

Eu n = E(s„ + t„) 

Ev n = E(s„ — t„) 

Ew n = s + (5^2 f $*fi) + (Va + s%t % + $ 3 íi) + * • * 

V. Si Es n converge hacia S y Et n converge hacia T, E(s n + t n ) converge hacia S + T y 
E(s n — 1„) converge hacia S — T. Si Es„ y Et» son absolutamente convergentes, también 
lo son E(s n ± t n ). 

VI. Si Es„ y Et» son convergentes, su serie producto Ew» puede ser o no convergente. Si Es» 

y Et» son convergentes y por lo menos una de ellas es absolutamente convergente, la 
serie Ew» converge hacia 5T. Si Es» y Et» son absolutamente convergentes, también 
lo es Ew». (Ver Problemas 4-5.) 


CALCULOS CON SERIES. La suma de una serie convergente se puede obtener fácilmente siempre 
que la enésima suma parcial se pueda expresar en función de n como ocurre, por ejemplo, con una 
serie geométrica convergente. Cualquier suma parcial de una serie convergente es un valor aproxi- 
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mado de la suma de la serie. Si se va a utilizar como valor de S Sü aproximado S n es necesario co¬ 
nocer un límite o cota de error de la diferencia |S„— S |. 

Si la suma tic una sene convergente Es„ es S y tendremos 

S = S n + R* 

en donde R n se denomina «resto de la serie» y representa el error que se comete al quedarnos con 
la suma parcial enésima s n en lugar de con la verdadera suma S. En los problemas siguientes se 
da una cota de este error en la forma R» < a para las series de términos positivos, y en la forma 
\R tt \ < a para las series de términos arbitrariamente positivos y negativos. 

Para una serie alternada convergente s x — s 2 + s z — s A + • • •, 

/?2m — 1 - + 2 + S&n + Z — ^2mH 4 + * ' * < S2m +1 

y Rzm +a = S 2m + 2 H“ -S2m + 3 4 S‘>m\ 5 * * * ]> $2m+2 

ver Problema 1, Capítulo 49. Por tanto, 


VIL 


VIII. 


IX. 


X. 


En una serie alternada convergente, \R n \ < s„ +l \ además, R n es positivo cuando n es 
par y negativo cuando n es impar. (Ver Problema 6 .) 


En la serie geométrica convergente Ear H ~\ 


\R„ 


1 

ar H 

1 “ 

1 —r 


Si la serie de términos positivos Es n converge por el Criterio de la Integral, se tiene 


Rn < C 


r 


f(x) dx para n > f 


(Ver Problemas 7-9.) 


Si Ec n es una serie de términos positivos convergente y para las series Es ñ se verifica que 
s R < c n para todo valor de n > n u se tiene 

+ oo 

R n < ^ P ara n > n i (Ver Problemas 10-12.) 

n + 1 


Problemas resueltos 


1. Dada la serie Zs n = s x + s 2 + + * * • + s n + • * * de términos positivos, a partir de ella se obtiene la serie 

Zt n = (jj + j 2 ) + s z + (j 4 + J 5 ) + + * * *» agrupando mediante paréntesis los términos de la primera siguiendo el 

criterio 2, 1, 2, 1, 2, 1, ... Las sumas parciales de Zr H son T x — S 2 , T 2 = £ a , T z = S 5 , T x = 5, • * *. Si Zs n converge 
hacia S, también convergerá hacia este valor Zt ni ya que lim T n = lim S n . Si Zs n es divergente, la sucesión {£*} 

«-► l-oo «-►Loo 

no estará acotada y tampoco lo está { T n }; por tanto, Zt H es divergente. 


2. La serie Z (—l )" -1 es divergente.(¿Por qué?) Cuando la agrupamos de la forma 


( 3 _A) 

+ /1_ 

±Ul 

11 



4 m + 1 \ 

l 2 J 

+ U 

4 ) + ! 

s 

6| + 

+ \ 2m — 1 

2m ) 


la serie es convergente, ya que el término general 


1 4 m — 1 

4m + 1 \ 

\ 2m — 1 

2 ni } 


\ _ 1 _J_ 

/ 4m 2 —2 m < m a * 


3. La serie (a) 1- j 4- -* + 


■ 4- 


2n — 1 


+ * * • es convergente, ya que se puede agrupar de la forma 
2 n 


|l--Lj + . • • + |-~—j-+ • • -que conduce a la serie convergente 2 - + Y 2 + JÓ + * = 

Cuando (a) se agrupa según la norma H- 1 -• ■ tenemos 11 —j —i-J + -i- —i-J + • • ■ + 

L2_i_±\ + 

\ 2/1 — 1 4/1 — 2 4 n) 


osea T + ¿ + ¿ + 


= ~ 2 A ’ 
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. _ , 3+1 3 S + 2 3 3» + 3 : 

4 . Demostrar que — . + . .. + 


Como 


3 * I ' -3*-2* 

3" + * 3 I 


33.3; 


3» +/1 3 
^ 3 n • /i 3 ^ 


• es convergente. 


3"-/i 3 


+ —, la serie dada es igual a la suma de las series ^ ^ y ^ Como éstas son con¬ 


vergentes» según el teorema V» la serie dada es convergente. 


3" 4 - n 

5* Demostrar que la serie ^ es divergente. 

3 -_ h/l / 1 1 \ | 

Supongamos que ^ ^ I— + 3 ") es conver 8 ente - Luego, como ^ — es convergente (ver teore¬ 

ma V) también lo será ^ Como esto es falso, la serie dada es divergente. 

6 * Hallar el error cometido cuando £s m = 1 — i + i — ik + '** se aproxima por sus 10 primeros términos. 

(b) ¿Cuántos términos se deben {Je tomar para hallar el valor de la serie con un error menor que 0,05 ? 

(¿ 1 ) Esta es una serie alternada convergente. El error R l0 < s n — 1/11* = 0,0083. 


(b) Como |^„| < s n+ 1 , haciendo s n+1 = 


(* + 1 )* 


= 0,05, tendremos (n + 1)* = 20 y n — 3,5. Por consiguiente. 


hay que tomar cuatro términos. 

r +00 

7. Demostrar que R n < f(x)dx. Ver el teorema IX. 

En la figura del Problema 1, Capítulo 48, supongamos que la aproximación del área limitada por la curva por 
medio de la de rectángulos menores, se extiende a la derecha de jc = /i. Tendremos 

r +00 

Rn = s n+1 + s H+ i + s n+3 + * * ■ < J /(x) dx 

8 . Hallar el error cometido cuando ^ se aproxima por sus 10 primeros términos. 

Aplicando el criterio de la integral, la serie es convergente (Problema 3, Capítulo 48). Por consiguiente, 

„ 1 f +co dx 1 r“ dx 1 / 1 1 - 1 

Ría < -T \ -7 = 7 lim — = — lim (-h 77 T = 777 = 0,025 

4 J 10 x* 4 u-m-qoJío x* 4 «-P +00 \ u 10 f 40 

9. Calcular el número de términos que hay que tomar para calcular ^ ^ ^ con un error menor que 0,00001. 

Esta serie es convergente por comparación con I a X * a cual » a su vez » es convergente por el criterio de la integral. 


Por tanto R n < J 
mar 13 términos. 


+°° dx 1 

— = —■. Tomando 
„ x b 4/i 4 


4/i* 


= 0,00001, será n* = 25.000 y u = 12,6. Así pues, hay que to- 


10. Calcular el error cometido cuando ^ —¡- se aproxima por sus 12 primeros términos. 

Según vimos, esta serie es convergente (Problema 8 , Capítulo 48) por comparación con la serie geométrica ^ 

(t) 11 


Por tanto, el error R u en la serie dada es menor que el error en la serie geométrica, es decir, R xt < Ri t = 
1 


1 -i 


= 2 Ü =0,0005. 

1 1 (i) 1 * 1 

Podemos hacerlo mejor. Para n > 6 , —- < ; luego, R 12 < - 7 --—=- = -■=— 7 ¡ 7 - = 0,00000008. 

ni 4 A 1 — á j * 4 

11. Hallar el error cometido cuando Es n = $ 4* 4(f)* -f Kí) 3 + i(S) 4 + ' ' * se aproxima por sus 10 primeros términos. 

Aplicando el criterio del cociente, la serie es convergente, ya que - n+1 = \ [— ~—r\ y r = lim 

s n 3 \»t 1/ /*-#-+ 


► + OQ S, 


__ 2 

3. 


serie 


s 2 

Como " +1 < —, para todo valor de /i, tendremos que la serie dada es término a término menor que o igual a la 
3 

( 2 V» / 2l 12 / 2 \ 13 Í2/3V 1 2 U 

t) + (y) + (t) + ■ ■ ■ = 1 _2/3 = 3 I 0 = °’ 04- 
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Se puede obtener mejor aproximación observando que después del décimo término la serie dada es término a tér- 
mino menor que la £ (j)"" = £~ (y)" (y)*" 1 = ff^ = ^ 


12 3 4 

12. Hallar el error cometido cuando y 1 s n — y + yi + yí + ' * ‘ sc aproxima por sus 10 primeros términos. 

Aplicando el criterio del cociente, la serie es convergente, ya que ^"~ 1 = ~ l n + * \ y r = Como > -i, 

3 \ rt f 3 3 


para todo valor de n, no podemos utilizar la serie geométrica Z’(l/3)’ 1 como serie de comparación. Ahora bien, 


■W i 


s 4 

es una sucesión creciente y — = — ; luego a partir del décimo término la serie dada es término a término menor 

Jii 11 

^ ! 4 V 1 * -1 11/4 V "* 1 ^ 11/4 I "- 1 121 

que o igual a la serie geométrica 2. J u (jf) = yrr ( JJ I • Lue «° < 2 j 3Ü ( fl) = 7 • y = O- 00009758 

< 0 , 0001 . 


Problemas propuestos 


13. Ordenar los términos de 1 — i + í — i + * • * para obtener una serie convergente cuya suma sea (n) 1, (b) —2. 

Ind. (i a ) Se pueden tomar los n l primeros términos positivos hasta que su suma sea mayor que 1; a continuación, 
los n a primeros términos negativos hasta que su suma resulte inferior a 1, y así sucesivamente. 

14. ¿Se puede obtener una serie convergente sumando dos divergentes? Poner un ejemplo. 

(_l)"- 1 

15. (a) Hallar el error cometido cuando la serie ^ —- — se aproxima por sus 50 primeros términos. 

(i b ) Hallar el número de términos que hay que tomar para que el error sea menor que 0,000005. 

SoL (a) 0,01, (b) 100.000 

/_iy*~ j 

16. (a) Hallar el error cometido cuando ^ ^— se aproxima por sus 8 primeros términos. 

( b ) Hallar el número de términos que hay que tomar para que el error sea menor que 0,00005. 

Sol (a) 0,0002, (b) 11 

17. (a) Hallar el error que se comete cuando la serie geométrica ^ — se aproxima por sus 6 primeros términos. 

(b) Hallar el número de términos que hay que tomar para que el error sea menor que 0,00005. Sol . (a) 0,05, ( b ) 16 

18. Demostrar que si la serie de términos positivos Es n es convergente por comparación con la serie geométrica 2> n , 


0 < r < 1, se verifica R* < 


.»+i 


1—r‘ 

19. Hallar el error que se comete cuando: 

(a) ^ ||_ i |< 2 1^) sc a P rox * ma P° r sus 6 primeros términos. 

(b) ^ 3 + 4 * ^ S ) 86 a P rox * ma P or sus primeros términos. 
SoL (a) 0,0007, (b) 0,00009 

n H- 1 


20. Las series (a) ^ ^ t y ( b ) ^ ^ +” 1 ) 3 * SOn conver 8 entcs se Sún el criterio del cociente. Hallar el error que se 
comete cuando ambas se aproximan por sus 8 primeros términos. SoL (a) 0,00009, (b) 0,00007 


21. En una serie p convergente, demostrar que R n < 


(p — 1)/í p- i 


Ind. Ver Problema 9. 


22. Las series ( a ) y^—- 3 — ^ y (b) ^ son convergentes por comparación con una serie p apropiada. Hallar el. 

error que se comete cuando ambas se aproximan por sus 6 primeros términos y determinar el número de términos que 
hay que tomar para que el error sea menor que 0,005. SoL (a) 0,014; 10 términos (b) 0,002 ; 5 términos. 
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Serie de potencias 

UNA SERIE de la forma 

+ °o 

2 Ox' = 2°** = c 0 + + í’ü^ 2 + • • • + c H x n + • • • (7) 

i= 0 

en la que los coeficientes son constantes, recibe el nombre de serie de potencias de x . Análogamente 

una serie de la forma 

+ 0 ° 

2o(x — a) 1 = 2 C;(x —a) 1 = c 0 + ^(x — á) + c 2 (x — a)* + ■ • ■ + c„(x — a) n + • • • (2) 

i - O 

se denomina serie de potencias de (x — a ). 

Para cada valor de jc, las series (7) y (2) se transforman en series numéricas convergentes o di¬ 
vergentes (ver Capítulos 48 y 49). 

CAMPO DE CONVERGENCIA, Es el conjunto de los valores de x para los cuales una serie de po¬ 
tencias es convergente. Evidentemente, (7) es convergente para x = O, y (2) lo es para x = a. Cuando 
existan otros valores de jc para los cuales las series (7) ó (2) sean convergentes, éstas lo serán, o bien 
para todos los valores de „r, o bien para todos los valores de x pertenecientes a un intervalo finito 
(abierto, cerrado o semiabierto) cuyo punto medio es x = O para (7) y x = a para (2). 

El campo de convergencia se determina por medio del criterio del cociente de la convergencia 
absoluta, junto con otros criterios de los Capítulos 48 y 49 aplicados a los extremos. 

(Ver Problemas 1-9.) 

CONVERGENCIA Y CONVERGENCIA UNIFORME. Los teoremas que figuran a continuación se 
refieren a las series del tipo (7) que son igualmente válidos para las del tipo (2), una vez efectuadas 
en éstas ciertas transformaciones. 

Consideramos la serie de potencias (7) y representemos por 

n-1 

S„(x) = 2^*' = C 0 + + C 2 * 2 + * * * + C „-1 X*- 1 

} = O 

la suma parcial m-sima, y sea 

-I- oo 

R„{x) = 2 <*** = c " xn + c »+i *' l+1 + c «+2 x"+* + • • • 

k—n 

el resto de la serie . En estas condiciones, 

2 OX' = S„(x) + R n (x) (5) 

Si para x = x 0 , EcíX ' converge hacia S(x 0 ), un número finito, tendremos lim 5„(x 0 ) = S(.v 0 ). 

/I-v + OO 

Como |S(x c ) — ^(Xo) I = 7 ? b (x 0 ) I, lim I ,S(Xo) — S„(x 0 ) | = lim 7?„(x 0 ) = 0. 

n-> '- oo n-^ + oo 

Así, pues, ZcíX* es convergente para x = .v 0 si, dado un número positivo e tan pequeño como 
queramos, existe un entero positivo m tal, que para todo n>m se verifica: |7?„(x 0 )| < e. 

Obsérvese que ni depende no solo de e (ver Problema 12, Capítulo 47) sino también del valor x 0 
de .y. (Ver Problema 10.) 

En el Problema 11 se demuestra que: 

I. Si Ec¡x 1 es convergente para x = x x y si |x 2 | < |*i|, la serie es absolutamente convergente 
para x = x 2 . 
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Supongamos ahora que (7) es absolutamente convergente, esto es es convergente 

para todos los valores de x de manera que |x| < P. Eligiendo un valor d ex, x = />óx = — p , 
siendo |x| = p < P, como (7) es convergente para \x\ = />, se deduce que, dado un t >0 
tan pequeño como queramos, existirá un entero positivo m tal, que para todo n > m se ve- 

4- oo 

rifica |/?„(/0| = 2 \ Ck P k \ < € * Haciendo variar a x dentro del intervalo \x\ < p, cualquier 

k= n 

4- oo 

término de |/?*(x)| = ^ |c*x*| tiene su valor máximo para \x\ = p; por tanto, |/?„(x)| al- 

k= n 

canza su valor máximo en el intervalo \x\ < p para |x| = p. 

Por consiguiente, con estos e y m se verifica que |/?„(x)| < e para todos los valores de x 
que cumplan la desigualdad \x\ < p, es decir, m depende de c y de p pero no del valor x 0 
de x perteneciente al |x| < />, como ocurre en la convergencia ordinaria. En estas condicio¬ 
nes, (7) es uniformemente convergente en el intervalo |x¡ < p. En resumen, hemos demostra¬ 
do que: 

II. Si Ec¡x 1 es absolutamente convergente para |x| < P lo sigue siendo para \x\<p< 7 > . 

Por ejemplo, la serie E{ —ljV es convergente para |x| < 1. Según el Teorema I, es abso¬ 
lutamente convergente para |x| < 0,99, y según el Teorema II, es uniformemente conver¬ 
gente para |x| < 0,9. 

III. Una serie de potencias representa una función continua en el campo de convergencia de la 

serie. (Véase la demostración en el Problema 12.) 


IV. Si Ectx* converge hacia la función /(x) en un intervalo I, y si a y b pertenecen a dicho inter¬ 
valo, se verifica 


-foo „ 


r b ^ ^ 

f{x) dx = 2 


/= 0 


r b 


c t x 1 dx 


r b 


c 0 dx 


r b 


CiX dx + 


CoX 2 dx + 


r b 


+ 


Cn -1 X *- 1 dx + 


V. Si Ectx* converge hacia /(x) en un intervalo I, la integral definida 2 


(Véase la demostración en el Problema 13.) 

+ 00 -X 

CiX 1 dx converge 


/= o 


hacia g(x) = 


/(x) dx para todo valor de x perteneciente a dicho intervalo. 


VI. Si Ectx 1 converge hacia la función /(x) en el intervalo I, la derivada de la serie ^ (?&*) con ' 

verge hacia /'(*) para todo valor de x perteneciente a dicho intervalo. 


VII. La representación de una función /(x) en serie de potencias de x es única. 


Problemas resueltos 


i. 


Determinar el campo de : convergencia de x — ¿x 2 + Jx 3 — Jx 4 + • * * + (—l)" -1 \¡n x" + • ■ \ 
Aplicando el criterio del cociente, 


x 


lim 

/¡-►4-oo 


*^n+l 

— lim 

x ” +1 ^ n 

1 

— mu 

«-►4-oq 

n + 1 x" 


\x\ lim — 

n->-4-oo /I 4 1 


= X 


La serie es absolutamente convergente para |x| < 1, y divergente para |x| > 1. En los extremos x = 1 y 
— 1 , hemos de ver el carácter de la serie por separado. 

Para x = 1, la serie es 1 — £ + £— i + • • • que es condicionalmente convergente. 

Para x = — 1, la serie es — (1 + £ + £ + • • 0 que es divergente. 

Por tanto, la serie dada es convergente en el intervalo — 1 < x < 1 . 
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2 -uí ^ 

2 . Determinar el campo de convergencia de 1 4 * 4 + — + 


■ 3 

3l 


lim 


oo S„ 


= lim 

n —> + 00 


(n 4 1 ) í x" 


x 

4 -r 4 

n ! 


— |x| lim 


»—► + ao n 4 1 


La serie dada es convergente para todos los valores de x. 


3. Determinar el campo de convergencia de x . 2 4 ————b ————\- 


+ <í=»: + 


lim 

»-► + 00 


(x — 2)’ 


n + .1 (x — 2 )* 


= \x — 2\ lim —= |oc — 2| 

n—► + oo ti 4 1 


La serie es absolutamente convergente para |jc — 2| < 1 ó 1 < x < 3 y divergente para \x — 2 | > 1 o para x < 1 
y x > 3. 

Para x — 1, la serie es —1 4 £ — £ 4 £ — * * * y para x — 3, es la 1 4 i 4 £ 4- i 4- * * \ La primera es conver¬ 
gente y la segunda divergente. Por tanto, la serie dada es convergente en el intervalo 1 < x < 3, y divergente fuera de él. 


4. Determinar el campo de convergencia de 1 4 X ^ ^ ^ —|- ^ x ^ 4 


+ ÜLzJ£L + 


lim 

»-*■ + <» 


(x — 3)" (n— l ) 2 


(x — 3 )”’ 1 


(« — l ) 2 

= |*-3| lim = \x — 3 | 

n~* + oo \ n I 


La serie es absolutamente convergente para |x-r 3| < 1 o sea 2 < x < 4, y divergente para \x — 3| > 1 o para 
x < 2 y x > 4, 

Para x = 2 , la serie es 1 — 1 4 £ — £ 4 * - •; y para x = 4, eslal4l4£4£4*** Como ambas son 
absolutamente convergentes, la serie dada es absolutamente convergente en el intervalo 2 < x < 4 , y divergente fuera 
de él. Obsérvese que el primer término de la serie no corresponde al valor que toma el término general para n — 0. 


x 4- 1 ' (x 4 D 2 (x 4 IV 

5. Determinar el campo de convergencia de - 4 -^ 4 —b -——b 


lim 

\, n-> + go 


VT Vi t/J 

(x 4 1)" +1 


+ <£+«: + 


|x 4 11 lim 

n—> +oo 


V~ñ 

- '« + ■ 


\/n +1 (x 4 1)’ 

La serie es absolutamente convergente para |x 4 11 < 1 o sea -—2 < x < 0 y divergente para x <z —2 y x > 0. 


Para x ~ —2, la serie es —1 -b 


1 + 1 


m n ' n ' ‘ ' y para x = °> es la 1 + “4 + + -4 + 

V2 V3 a/4 V2 V3 V4 


La primera es convergente y la segunda divergente (¿por qué?). Por tanto, la serie dada es convergente en el intervalo 
— 2 < x < 0 y divergente fuera de él. 

6 . Determinar el campo de convergencia de 1 -b -x 4 ~ ^ x g 4 ~ x 3 4- 

Este es la serie binómica. Para valores enteros y positivos de m es un desarrollo finito; para los demás valores de m es 
una serie. 


lim 

»-* + «> 


m(m — 1 ){m — 2) • • * (m — «4- l)x* 

— 


(«— 1 )! 


|x| lim 

»-> + C30 


m — n 4 1 


m(m — \){m — 2) * * ■ (m — n 4 2)x n ~ l 
- |JC| 


La serie es absolutamente convergente para |x| < 1 y divergente para |x| > 1. 

En los extremos, x = ± 1, la serie es convergente si m > 0, y divergente si m < —1. Cuando —1 < m < 0, la 
serie es convergente para x = 1 y divergente para x = —1. Para demostrar estas conclusiones, se debe recurrir a teo¬ 
remas que no se han incluido en el Capítulo 48. 


r 2n -1 


7* Determinar el campo de convergencia dex-- —\- — - —4 4 (— l ) n_1 

3 5 7 2 n — 1 


4 


lim 

»-► + 00 


x 2 " +1 2/i — 1 


2/i4 1 x 


2n-l 


X 2 lim 


2/1 — 1 


»—► + oo 2/i 4 1 


= X 


La serie es absolutamente convergente en el intervalo x 2 < 1 o sea —1 < x < 1 . 

Para x = —1, la serie es —1 4 i — i4| — ...y para x = 1, es la 1 —14¿ — | 4 *•*. Ambas series son 
convergentes; por tanto, la serie dada es convergente para —1 < x < 1 y divergente fuera de él. 
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8 . Determinar el campo de convergencia de (x — 1) + 2! (x — l ) 2 + 3! (x — l ) 3 + * * + n! (x — 1)* 4- 


lim 

n -♦ + oo 


(n + 1 )! (x-l )" +1 
ni (x — 1 )* 


La serie es convergente solo para x = 1, 


\x — 1 | lim (n 4 - 1 ) = « 

71 —► + «o 


12 3 

9. Determinar el campo de convergencia de -—|-- + + 

2x 4x* 8 x 5 



Esta es una serie en potencias de 1/x. 


lim 

X -+ + 00 


ti + 1 
2 H+1 x H+i 


2 n x n 

n 


1 

2 |x| 


lim 

n -♦ +oo 


n + 1 
n 


1 

2 |*| 


La serie es absolutamente convergente para —-—- < 1 o sea |x| > J. 

Z \X | 


Para x — £, la serie es 1 + 2 + 3 + 4+ • • y para x = —i, es —1 +2 — 3+4 — * * *. Ambas series son diver¬ 
gentes. Por tanto, la serie dada es convergente en los intervalos x < — \ y x > y divergente en el intervalo 
—i < x < 


10. La serie 1 —x + x*— x 3 + * * * + (—I)*x* + * * • es convergente para |x| < 1. Dado « = 0,000001, calcular m 
cuando (a) x = \ y (b) x = \ de tal forma que IR^x) | < € para n > m. 

+ «Q 

Rn(x) = 2 (-l) k s k por tanto, 

k = n 


!*-(*)! = 


2 (-i) k (i)‘ 

k = n 


*(*)-* y 




2 (-D k (¿)‘ 

k~n 3 


¿(i)” 1 


(a) Tenemos que encontrar m de forma que para n > m se verifique i (£)" -1 < 0,000001 o sea 1/2 " -1 < 0,000003. 
Como 1/2» = 0,000004 y 1/2» = 0,000002, m - 19. 

(b) Tenemos que encontrar m de forma que para n > m se verifique < 0,000001 o sea 1/4 " -1 < 0,000005. 

Resulta m = 9. 


11. Demostrar que si una serie £c f x* es convergente para x = x x y que si |x 2 | < Ixd, Ja serie es absolutamente convergente 
para x = x 2 . 

Como Zdx{ es convergente, lim c H xl = 0, ver Teorema XV, Capítulo 47, y {k¿x;i} estará acotada por ser 

«-► + 00 

convergente, luego 0 < |c„x7l < K para todos los valores de n. Supongamos \x 2 lx, \ = r, 0 < r < 1; tendremos 

l c »**l = \ c . x '\ ’ \ x 'J x 'i\ = ' |*j/xi|" < Kr * 

y Z |c B xJ|, por ser término a término menor que la serie geométrica convergente ZKr n y es convergente. Así pues, la 
serie Zc f x\ es absolutamente convergente. 


12. Demostrar que una serie de potencias representa una función continua /(x) en el campo de convergencia de Ja serie. 

Sea /(x) = 27c,x* = S„(x) + /?„(x). Para un valor cualquiera, x = x„, del campo de convergencia de ZV,x‘ existe, 
según el teorema I, un intervalo / de x 0 en el cual la serie es uniformemente convergente. Para probar que/(x) es continua 
en x = x 0 , es necesario demostrar que lim |/(x 0 + Ax) —/(x 0 ) | = 0 con x 0 + Ax perteneciente a /; es decir, ten- 

dremos que demostrar que, dado un € tan pequeño como queramos, existe un Ax de manera que x„ + Ax pertenece a / 
y | f(x 0 + Ax)— /(x 0 ) | < €. 

Ahora bien, si Ax es tal que x 0 + Ax pertenece a /, 

(i) | f(Zú + Ax) — /(x o) | — I Sn(x o + Ax) + Rn(x 0 + Ax) — Sn(Xo) — Rn(xo) \ 

— | 5»(xo + Ax) — 5«(xo) | + |/?»(xo + x)| + | R*(xo) | 

Dado un «, como x 0 + Ax pertenece al campo de convergencia de la serie, se podrá encontrar en m > 0 tal que, 
siempre que n > m, se verifique | R n (x 0 + Ax) | < c/3 y | R n (x 0 ) I < f/3. Por otra parte, como S*(x) es un polinomio, 
se podrá tomar Ax, todo lo pequeño que se desee para que | S n (x 0 + Ax) — S w (x 0 ) I < «/3. Elegido de esta forma 
¿Ix, | R n (x 0 + Ax) | se mantendrá menor que c/3, con lo cual la serie es uniformemente convergente en /, ya que el valor 
de | R n (x 0 ) | no se altera. Así pues, por (i) 

| f(xo + Ax) — /(xo) | < </3 + «/3 + «/3 = e 

Por consiguiente, f(x) es continua para todos los valores de x pertenecientes al campo de convergencia de la serie. 


13. Demostrar que si 27c,x* converge hacia la función /(x) en un intervalo dado, y que six = flyx = ¿> son dos valores 
pertenecientes a él, se verifica 


r b 

f b 




/* b 

j /(*) dx = 

1 co dx + 

1 Cí x dx + 

' 4 

1 ctx 3 dx + - 

4 

| Cn-iX n ~ l dx + 



CAP. 511 


SERIE DE POTENCIAS 


241 


Supongamos b > a y pongamos /( x) = ¿7c,* ' = S n (x ) + /?»(*). Tendremos 


f /(x)d* = f <S«l(x) dx “I - ^ Í 2 » (jp) dx 

a a “ 

|J /(*)<**-/ S*(x)da:| = /2*(x)dx 


Como Ec f x { es convergente en un intervalo, \x\ < P y la serie será uniformemente convergente en \x\ < p < P que con¬ 
tiene ax = ayx = b. Así pues, dado un e > 0 tan pequeño como queramos, se puede tomar n lo suficientemente grande 


para que | RJx) \ < 


b — a 


para todos los valores de \x\ < p. Por tanto, 


/ f{X)dX ~ f S ' (x)dX < / T=~¿ dx = b=~a (h ~ a) = *' 


lim f f(x)dx — f Sn(x)dx 
»-* + «\%7 %/ 

I a a 

como queremos demostrar. 


= 0 , 


S 


/(*) dx = 1 


S eix ' 


dx 


Problemas propuestos 


14. Determinar el campo de convergencia de las siguientes series: 


(a) x + 2x * 4- 3ac 3 + 4a? 4 + 


IM 4- Z ‘ 4- _*L 4- X< 4- 

(6) l*2 + 2*3 + 3*4 + 4*6 + 

. , x* x* x* 

(c) *“2 T+ 3 í- 4 i ' + 


/j\ 3P X , X 

w 5 2*5* 3-6* 


4 • 5* 


(e) 


(/) 


+ 


1*2*3 2*3*4 3*4*5 4*5*6 


(ln 2)’ + (In 3)* ‘ (ln4)* ' (ln5) 


í + 


i + 


(g) La serie obtenida derivando (a) término a término. 
(A) La serie obtenida derivando (b) término a término. 

vi vi . v4 

<0 * + 


1 + 2 3 ' 1 + 3 3 1 + 4* 

(j) La serie obtenida derivando (/) término a término. 
(A) La serie obtenida derivando 0‘) término a término. 
(0 La serie obtenida integrando (a) término a término, 
(m) La serie obtenida integrando (c) término a término. 

(«) (x — 2) + + •■• 

(„> + («-») 1 + (x^í! (x-8)« 

w 1-3 2 • 3 1 3 -3 a 4 • 3 4 

(q) La serie obtenida derivando (n) término a término. 

(r) La serie obtenida integrando (/t) término a término. 


(p) 


, 3x — 2 , (3x — 2)* (3x — 2)’ , 

1 -=- 1 -~- 5 — .. + • • • 


6 * 


5* 


(«) 


1 + i^ + (t h)+(r:) + 


(0 t-7 + ?-F + 


. 1 x* + 6x + 7 (x* + 6x + 7)* (x* + 6x + 7)’ 

w 2 2* 2* 2* 


Sol. (a) —1 < x < 1 
(5) — 1 < x < 1 
(c) todos los valores de x 
{d) —5<x<5 
(e) — 1 < x < 1 
(/) todos los valores de x 


( g ) —1 < x < 1 
(A) — 1 < x < 1 
(/) — 1 < x < 1 
U) — 1 < x < 1 
(A) —1 < x < 1 
(/) —1 < x < 1 


(m) todos los valores de x 
(») 1 < x < 3 

(o) 0 < x < 6 

(p) —1 < x < 7/3 
(9) 1 < x < 3 

(r) 1 < x < 3 


M x < i 

0) X < —1, 

X > 1 

(«) —5 < x < —3, 
—3 < x < —1 


15. Demostrar que una serie de potencias se puede derivar término a término dentro de su campo de convergencia. 


+« + «0 j +f® |i .. 

/nrf. f(x ) = 2 y 2 -p-(Cix‘) = 2 fax*" 1 es convergente para \x\ < lmi 
i=o i=o dx í = i «-♦ + 


Cn 


C» + i 


. Aplicando los 


teoremas I, II y V demostrar 


C f(x)dx = 

‘'a 


/(*)• 


16. Demostrar que la representación de una función f(x) en potencias de x es única. 

f(x) = Et n x? en \x\ < a # 0. Hac 
y obtener s¿ = t Jt j = 0, 1, 2, 3. * * * 


Ind . Sea f(x) = y f(x) = en |jc| < a # 0. Hacer * = 0 en 27(5» — t H )x* — 0, — ¿7(5» — r»)^ = 0, 


d * 


^ Z/r. - rjx- = 0. 



Capítulo 52 


Desarrollo en serle de potencias 

UNA FUNCION se puede desarrollar en serie de potencias de x siguiendo varios procedimientos, por 
ejemplo, prolongando indefinidamente la división 

i ( 1 ) 

--- = 1 + JC + JC 2 + JC 3 + + x "~ 1 + • * * 

1 — X 

(Obsérvese que, por ejemplo, para x = 5 la expresión anterior conduce a un resultado absurdo. 
En el Problema 1 se demuestra que la serie (1) solo equivale a ^ en el intervalo |jc| < 1, es 
decir, 

í- = 1+ X+X 2 + X 3 + ■■■ + X — 1 + ■ ■, — 1 < JC < 1 

1 —X 

En los Problemas 2-3 se indican otros métodos para desarrollar una función en serie de potencias. 


METODO GENERAL para obtener el desarrollo de una función en serie de potencias de x y de (x — a). 
Para ello es necesario que tanto la función como todas sus derivadas estén definidas para x = 0 
o jc = a. Por ejemplo, las funciones 1/jc, ln jc, y cot jc, no admiten un desarrollo en serie de poten¬ 
cias de jc. 

Serie de Maclaurin. Si una función se puede representar por medio de una serie de potencias 
de jc, ésta es necesariamente de la forma, serie de Maclaurin , 


f(x) =/(0) + 


/'(O) , /"(O) 


1 ! 


* + 


2! 


x 2 + 


/'"(O) 

3! 


x 3 + 


+ 


/(.-«(O) 

(n — 1)! 


X "- 1 + 


( 2 ) 


Serie de Taylor. Si una función se puede representar por medio de una serie de potencias de 
(x — a), ésta es necesariamente de la forma, serie de Taylor, 


/(*) = m + ^ ( x - a) + ^nr (x - a) * + 


+ 


2 ! 

/»-»(«) 

+ («—!)! ' ’ 


3! 


( 3 ) 

(Ver Problema 4.) 


En el próximo capítulo trataremos del intervalo en el que una función /(jc) se puede representar 
por una serie de Maclaurin o una de Taylor. En las funciones consideradas en este libro, el inter¬ 
valo en el que se pueden representar mediante un desarrollo en serie coincide con su campo de con¬ 
vergencia. (Ver Problemas 5-11.) 

Otra expresión muy empleada en la serie de Taylor es 

f{a + h) = fia) + -fLfXa) + -£/"(«) + -£/"'(«) + • • ■ + («) + ■•• i4) 

que se obtiene de (3) sin más que sustituir x por a + h. 
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Problemas resueltos 

L La serie de potencias 1 4 x 4 x a 4 x 3 4 ■ * * 4 x *” 1 -f • ■ • es una serie geométrica con a = 1 y r — x. 
Para |r| = ]x| < 1, la serie converge hacia = ~ \ —x ' para ^ ^ ^ Ia serie es diver » ent€ * 


2. Derivando repetidamente la serie del Problema 1, obtener otras series de potencias 

(i) 1 4 2x 4 3x 2 4 4x 3 4 • • • + rtx n ~ 1 4 ■ • * 

(ii) 2 4 6 x 4- 12x 2 4 20x 3 4 • * * 4 *(/» 4 IJx "" 1 4 • • • 


Integrando repetidamente entre los límites 0 y x la serie del Problema 1, obtenemos 


(iii) 

* + 

4 - { Y x 3 4 ~x K 4 ■ 

3 4 

• * 4 

—x n 4 • • ■ 

n 

(iv) 

J-** 4 — x 3 4 
2 6 

——x 4 4 ——x 5 4 * ’ 
12 20 

* 4 

*- x >,+1 4 

*(* 4 1) 


3. Determinar la serie de potencias y — £c n x n que satisfaga las condiciones; 

(i) y = 2 para x ~ 0 , (ii) y' — 1 para x ~ 0 , y (iii) y" + 2y' = 0. 

Consideremos 

(a) y = c 0 + CiJt 4- c 2 x 2 4 c ; ,x 3 4 * * * 

(¿>) y' =- c L 4 2c t x 4 3r a x 2 + 4c 4 x 3 4 * * ■ 

(c) y" = 2 c a 4 6 c 3 x 4 12 c 4 x 2 4 20 c 5 x 3 4 * * * 

De (a) con x = 0 , y = 2 obtenemos c 0 = 2; de (b ) con x = 0, = 1 obtenemos c, = 1. Como >>" = —2>>', tendremos 

2c 2 4 6 c 3 x 4 12c 4 x 2 4 20c 5 x 3 4 * * • = — 2c x — 4c 2 x — 6 c 3 x 2 — 8 c 4 x 3 — 

de donde se deduce que c 2 = — C\ ~ —1, c 3 = — §c 2 = f, c 4 = —Jc 3 = —* * *. Por tanto, y = 2 4* — x 9 4 fx a 
— ix 4 4 * * * es la serie pedida. 


4. Suponiendo que (i) f(x) y todas sus derivadas están definidas para x = ay que (ii) se puede representar mediante una 
serie de potencias de (x — a), demostrar que esta serie es 

m = m + ^¡f(x- a ) + £^Loc-ay + ••• + + • • • 


(O) 


Sea la serie 

/(x) = c Q 4 ^(x — a) 4 c 2 (x — a) 2 4 c 3 (x — ¿?) 3 4 • • ■ 4 (x — a)* 1 4 


Derivando sucesivamente, tenemos 

(b) f'{x) 4 2c a (x— ¿?) 4 3c a (x —u ) 2 4 4 c 4 (x — a) 3 4 • * * 4 nc n (x — a) n l 4 ■ ■ * 

( c ) /"(*) = 2c 2 4 6 c 3 (x— a) 4 12c 4 (x— a) 2 4 20c 5 (x— a) 3 4 * * * 4 (n 4 l)/ic* + 1 (x — u )*" 1 4 * * ■ 

(d) f'"(x) = 6 c 3 4 24c 4 (x — a) 4 60c 5 (x — a) 2 4 * * * 4 (/i 4 2)(n 4 l)/ic« +2 (x — a)** 1 4 * * * 


Haciendo x = a en (a), (A), (c), * * * se deduce 

c 0 --/(«), fi = /Tí?), c 2 - —/”(«), • • 


I 

(n - 0 ! 


yo»-i) 


(«), ■ ■ • 


Efectuando estas sustituciones en (a), obtenemos el desarrollo en serie de Taylor. 
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En los Problemas 5-10, obtener el desarrollo de la función en potencia de x o de (* — a), según se indica, 
en las hipótesis de este Capítulo y determinar asimismo el campo de convergencia de las series. 


5, e~ 2 *; en potencias de jc. 


f(x) = 

/'(*) - -2e 

/"(jc) = 2V- to 
/"'(jc) = —2 3 e-** 


/(O) = 1 

/'(O) — —2 
/"(O) — 2 * 
/"'(O) = — 2 » 


De donde 


Como 


** = 1 — 2x + —jc 1 — 


3! 


lim 

«-► +00 


2* +1 jc* +1 n\ 


(n + 1) ! 2-jc- 

la serie es convergente para todos los valores de x . 


2 * 

+ — jc 4 — 

^ 4 i 


+ (-i + 


n i 


= 1*1 


lim 

«-►+oo 


n + 1 


= 0 


6. sen x: en potencias de jc. 

/(jc) = sen jc 

/'(jc) = eos jc 

/"(j c) = —sen jc 
/"'(jc) = —eos JC 


/(O) = O 

/(O) = 1 
/"(O) =0 
/'-(O) = -1 


Los valores de las derivadas para jc = O forman ciclos de O, 1,0, —1; por tanto, 
sen jc = O + Ijc + + ~fT x * + yr* 4 + yr* 5 + 


= JC 


3! 


JC 5 JC* 

+ ----u 

5! 7! ^ 


Como 


lim 


*«•+1 ( 2 n — 1 )! 


^+oo i (2^ -h 1)! jc* 
la serie es convergente para todos los valores de jc. 


+ (—l)* -1 


lim 


(2/í — 1)! 
1 


+ 


«-►+oo 2/t(2/r + 1) 


- O 


7. In (1 + jc); en potencias de jc. 


f(x) =ln(l+jt) 

S 

II 

o 

™ - ■ l, 

/'(O) = 1 

ro«- ,i J,,- 

/'(O) =-l 

1 • 2 

7 W (1 + JC) 3 

/ "(O) = 2 ! 

1-2*3 

f ir (x) — 

7 w (1 + JC) 4 

/■.(O) = —3 ! 


Por tanto ln(l+jt) = x— 4 t+ 2 ! T 7 — 3 ! 44 + • 1 • + (— 1 O " -1 O» — 1) ! -^7 + • • ■ 

2! 3 ! 4! n ' 

= X — 4-Ar I +4-x 3 — I *•+■•• + (—l)--* -*" + ••• 
2J4 n 


Según el Problema 1 , Capítulo 51, la serie es convergente en el intervalo —1 < jc < 1. 
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8. are tag x; en potencias de x. 


f(x) = are tag x /(O) — 0 

/'(x) = j~t = l-x* + x 4 -x* + * •• /'(O) =1 


/'(*) = —2x + 4x* — 6x» + • ■ - 
/"'(x) = —2 + 12x« —30x 4 + • 

P'{x) - 24x—120x* + • • • 
f'(x) = 24 — 360x # + • * • 

f«{x) = —720x + • * * 

/™(x) « —720 + • * * 

21 4! 6! 

are tag x = x — yy x* + — x* — yy x T + *"* 


f"{ 0) = 0 

/'"(O) = —2! 
/ IT (0) =0 
f'i 0) — 4 ! 

f"(0) =0 
/ T,i (0) - —6! 



•+(—i r 1 


X*- 1 

2« —J 


+ * • * 


Según el Problema 7, Capítulo 51, el campo de convergencia es —1 < x < 1. 


9. 


e Wt ; en potencias de x — 2. 


►*/» 


= e 1+1 


/(*) =**' # 
/'(*) = *€*/• 

/ "(x) - i*** 

1 (x —2)* 


<x-2) + 


lim 

»-*+<*> 


4 2! 

(x —2 r 2"~*(i»— 1) ! 


+ 


2-i»! (x —2 r~ x 

La serie es convergente para todos los valores de x. 


/( 2 ) =* 

/'(2) = Je 
/"(x) = \e 

.. t « . fa-zr-» 

2— (*— 1) I 

1 Ur — 2| lim 1 = 0 

L m-».+ ao n 



10. Inx; en potencias de x — 2. 

/(x) = In x 

/'(x) =x* 

/"(x) = —x* 
/'"(x) - 2x * 
/ lT (x) = —6x 4 


/(2) = ln 2 

/'( 2 ) = * 
/"(2) = -i 
/'"(2) = J 
/ ,T (2) =-| 


ln * = ln 2 + -y (x — 2) 


1 (x — 2>* + J (x — 2)* 


3 (x —2)* 


2! 


3! 


8 4! 


= In2 + i(x-2)-i(x-2)*+ ±(x-2)»-¿(x-2)* + 


Como 


lim 

»-►+«> 


(x — 2y +1 


2 - 1 » 


2- +1 (/» + 1) (x — 2>- 
la serie es convergente para |x — 2| < 2 o sea 0 < x < 4. 


= ~ |x —2| lim " 

X »-»+ao /» + 1 


= y lx — 2| 


Parax = 0, la serie es ln 2 — (serie armónica) que es divergente; para x = 4, la serie es ln 2 +1 — t + $— J + 
que es convergente. Por tanto, la serie es convergente en el intervalo 0 < x < 4. 


11. Desarrollar en serie de Maclaurin la función VT + senx — sen ¿x + eos Jx. 
Sustituyendo x por ¿x en el desarrollo de sen x (Problema 6) obtenemos 

11 X 5 X 4 X 7 t 

5611 2 X — 2 X 2 3 * 3 ! 2® * 5 ! 2 7 *5!~^'* 
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Derivando este desarrollo, obtenemos 


cos y* = 2 |y-2^2T + 2 ^t-2^t + - 


1 — 


2 *. 2 ! ' 2 4 *41 2 * • 6 ! 


+ 


Por tanto. 


y/i 4- sen x sen 2 x cos 2 X ^ ^ 2 2 a * 2 ! 2® * 3 ! ' 2* • 4 ! ' 2® • 5 ! 


+ 


+ 


todos los valores de x. 


12. Obtener el desarrollo de Maclaurin de e 008 * = e • e <CQ * * _1) . 


Aplicando e“ = 1 + w + — + yy + * * * y ií = cos x — 1 — — Y\ + Ti ~ 67 + 


■, llegamos a 



X® 

___(_ . . 

\ + ± 

X* 

- 2x4 . +...\ 

\ 2! + 4! 

6! + 

1 2! 

(2 !)* 

2 ! 4 ! + } 


+ Tí ( _ w + •••) + •• | 


, X* X* 31 

= eíl -y + - 6~iñ* + 


13. En el supuesto de que todas las operaciones necesarias sean válidas, demostrar que (a) — cos x + i sen x, (b) e-** 

— cos x — i sen x, ( c ) sen jc = (e ix — e~ ix )/2i y (d) cos x — {e ix -h e“ te )/2, siendo i = V —1. 

r 2 r 3 -i -i 


(a) e- = 1 + («) + ( 'íf + + ( * )4 ' (W ‘ 


0/2, siendo i 

Z 2 2® 2* 2® 

«*= 1 + z+ yr + 3T + 47 + yT + ' 


7 2! 3! 4! 5! 

( b ) e _íx = cos (— x) 4- i sen (—x) — cos x — i sen x. 

(c) e** — e-** = 2i sen x; luego, sen x = (e te — e -íl )/2 1 . 

W) 4- = 2 cos x; luego, cos x = (e fa + e~**)l2. 


5 ! 

v2 yí yl y O 

1 + ix ~ Tí 37 + 4! + 1 Jí + 


cos x 4- i sen x 


Problemas propuestos 

14. Demostrar que (a) Las series (i) y (ii) del Problema 2 son convergentes para |x| < 1; (b) (iii) convergentes para —1 
< x < 1; (c) (iv) convergentes para —1 < x < 1. 


15. Demostrar que (a) La serie obtenida sumando las (i) y (ii) del Problema 2 son convergentes para |x| < 1; (b) la obtenida 
sumando las (iii) y (iv) son convergentes para —1 < x < 1. 


16. Determinar la serie de potencias y = £c n x n que satisface las condiciones (i) y = 2 para x = 0, (ii) y’ = 0 para x = 0, 

x* 2x 2n 

y (i ü)y"-y = 0. Sol. y = 2 + x a + — +•*• + + * * '• 

17. Determinar la serie de potencias y = £c n x n que satisface las condiciones (i) y = 1 para x = 0, (ii) y* = 1 para x = 0, 

«... . « „ , , X a X® „ X 4 , X 5 

y (ui) y + y = o. Sol. y = 1 + x — yy — yy + 47 + J7 “ ‘ ‘ ‘ 
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18. Obtener los desarrollos en serie de Maclaurin: 


( 0 ) 

eos* X = 

1 

2 , , 2’ , 

~2! X + 9! X - 

(6) 

sec x — 

1 

2 24 + 720' 

<«> 

tag x = 

x 

+ 3 + 15 315 

(d) 

are sen x 

= 

, 1 x a , 1 • 3 x a 
* + 2 3 + 2-45 

(e) 

sen* x = 

2 

2! 

. 2 a 2 a , 

X AÍ X + 6l X 


(2 «)! 


+ ■ * \ -1 < x < 1 

x 2n + * * •, para todos los valores de x 


+ . 2*"-‘ 


(2n)! 


19. Obtener los desarrollos en serie de Taylor: 
(o) e 


= e“ 


1 + íx _ o) + (*-«)* . + (« ~ <0* + ... + + 

1 + { + 2! + 3! + + (n — 1)! + 


]• 


para todos los valores de x 


tx — a)* (% — d)® 

(6) sen x = sen a + (x - a) eos a — , ; sen a — -—eos a + * ■ •, para todos los valores de x 


(c) eos 


* = 






para todos los valores de jc 


20. Obtener el desarrollo en serie* de eos jc derivando el correspondiente a sen x (Problema 6). Identificar la solución del 
Problema 17 con la función y ~ sen x + eos x. 


21. Obtener el desarrollo en serie de e~ x , sustituyendo x por ¿jc en ej correspondiente a e~ 2x (Problema 5). Sustituir, luego 
jc por — jc para obtener el desarrollo de e * e identificar la solución del Problema 16 cón la función y — e x + e *. 


22. Obtener el desarrollo en serie de Maclaurin de sen 2 jc = (sen jc) 2 = jc 2 
los valores de jc. 


2x * 32 jc * 

3 ! + 3 ! 5 ! 


96 jc 8 
. 317! 


+ ■ * *, para todos 


23. Demostrar que 



jc — 


* 3 

3*1! 


_l-___ _ 

5*2! 


7*3! 


+ 


para todos los valores de jc. 


24. Obtener por división el desarrollo en serie de - 

* f* dx 

are tag jc = J - 
y comparar con el Problema 8. 


~b JC S 


; con lo cual 


1 *1 _ 1 , , 
JC — y JC 3 + — JC 6 — -- JC 7 + 


25. Aplicando el binomio-de Newton obtener * — j + LlA x * + * * 3 * 5 + 

VTTi* 2 2-4 2-4-6 


are sen 


* - s 


dx 


= X + 


1 • x 3 , 1 • 3 • ac a , 1*3*5 


+ 


+ 


JY—i 2-3 2 - 4-5 2 • 4 • 6 • 7 

26. Obtener por multiplicación de los correspondientes desarrollos en serie: I 


.+ 


con lo cual 


(a) e* sen* = * + ** + y “ g - + 


27. Obtener secjc = 


/L\ z ii 3? 3 X X . 

(6) «‘cosx = l + x - Y - T - -+ ... 

= C Q + c x X + c 2 X 2 + C 3 JC 3 + ■ ■ *. Quitar denominadores en la 


eos jc 1 — jc 2 /2 ! + jc 4 /4 ! — ■ 
última igualdad e identificar los coeficientes de igual potencia de jc para obtener el desarrollo de sec jc. 


% 



Capítulo 53 


Fórmulas de Madaurín y Taylor con restos 


FORMULA DE MACLAURIN. Si f(x) y sus n primeras derivadas son continuas en un intervalo que con¬ 
tiene al punto x = 0, existen dos números, x 0 y comprendidos entre 0 y x, de manera que 


siendo 

o bien 


f(x) = /(O) + + ■•• + 1 + Rn(x) 

Rn(x) = - x n , (Resto de Lagrange) 

Rn(x) = ( w _ ~ X *Y~' x ’ (Resto de Caucliy) 


FORMULA DE TAYLOR. Si /(x) y sus n primeras derivadas son continuas en un intervalo que con¬ 
tiene al punto x = a, existen dos números, x 0 y x¿, comprendidos entre a y x, de manera que 

f(x) = f(a) + t&(x-a) + f -^-(x-af + ■•• + (* - a)"" 1 + R n (x) 

siendo 

Rn(x) ~ - —y^(:c — a) n , (Resto de Lagrange) 

o bien 

/ (n) Le*) 

Rn(x) = _ 2°); ( x ~ ( x ~ a )> (Resto de Cauchy) 

La fórmula de Maclaurin es un caso particular (a — 0) de la fórmula de Taylor. La fórmula 
dé Taylor, con el resto de Lagrange, no es más que una variante del teorema del valor medio ge¬ 
neralizado (ver Capítulo 21). En el Problema 10 se deduce la fórmula con el resto de Cauchy. 

Los desarrollos en serie de Maclaurin y Taylor de las funciones f(x) obtenidos en el Capítulo 52 
representan a dichas funciones únicamente para aquellos valores de x que hagan 

lim R n (x) = 0 


PRINCIPALES DESARROLLOS EN SERIE. A continuación se exponen los desarrollos en serie, junto 

con los intervalos en los que son válidos, de las funciones más empleadas en el análisis matemático. 

e« - 1 + as + {ax) * + (ax)3 + --- 4 (ax) "‘ 1 4_ 

e - 1 + «*+ 2 , + 3¡ + .. + 


eos ax 


Para todos los valores de jr. 

• • • Para todos los valores de .t. 

- 1 “ Hjjrp + ' * * + ^2n- 2)! + * ’ * Pa, * a todos Ios valores de *• 




ln(o + x) = lno +í--|l + JE!__ ... + (-1)-' -£L+ ... -a < x * a. 


na' 


„ , 1 • x 3 1 • 3 • x 5 , 

are sen x - * + + 2 ^ 4 ^ + 


, 1 *3*5. . .(2n-3)x 2 "' 1 

2*4*6... (2rt — 2)(2n — 1) + 


-1 ^ x ^ 1 
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ir® Y ^ w 2lt" 1 

j «V , lt/ *V J J i _ . lt> 

arctag* = *- T + -g-- T +• " + (-1)" 

ln x = ln a + ^(x-a) - j-(x-a ) 2 + -^j(x-a ) 3 - 


+ 


3a s 


+ 


—1 ^ ¿c ^ 1 

(-D 


(n — l)o" 


e* 


= *•{ 


1+ (x-o) + ^y— + —3¡— + + ~ (w-l)¡ + ’ 


I 


. (x — a) 2 (x — a) s 

sen x = sen a + (2 — a) eos a — ^ sen a — eos a + 

, . (x — o) 2 , (x — o)* . 

eos x = eos a — (x — a) sen o — ,,, eos o + - ^ sen o + 


-r(x-a)"- 1 +-•- 

O <« — 2a 

Para todos los valores de x. 
Para todos los valores de x. 
Para todos los valores de x. 


Problemas resueltos 


1. Determinar el intervalo en el que es válido el desarrollo de e* en serie de Maclaurin. 


f n) (J) = e*; el resto de Lagrange es f/í, (x)| = f <H> (x 0 ) 


|jc"| 

= —~siendo x 0 un valor comprendido entre O y x. 

rt ! 


x" 


El factor —- es el término general d te* = 1 + x + + -yy + * ' * que, sabérnosos convergente para todos los 

ijt*| 

valores de x. Por tanto lim —- = 0. Como el factor es finito e independiente del valor x t lim R H (x) = 0 (nú- 

* —► -t- 00 ^ ■ H —► -f- 00 

mero finito). En consecuencia, el desarrollo de e* es válido para todos los valores de x. 


2. Determinar el intervalo en el que es válido el desarrollo en serie de Maclaurin de Ja función sen x 

Sin tener en 
lor comprendido 


|x*| |x"l 

Sin tener en cuenta el signo/**» (x) — sen x o eos x, y |/? w (x)| = ~ |sen x a |, o bien, —_ eos x 0 |, siendo x 0 un va- 
omorendido entre 0 y x. n • n * 


Ahora bien, — r ^ 0 cuando n -► + oo. (Problema 1) y |$en x 0 | y Icos x 0 | no pueden ser mayores que I, con lo 

ft ! 

que lim R n (x) = 0. Por tanto, el desarrollo es válido para todos los valores de x. 


3. Determinar el intervalo en el cual eos x se puede representar por el desarrollo de Taylor en serie de potencias de (x — a). 


!(* — *Y\ 


Aplicando el resto de Lagrange, |/2,,(x)| = 
prendido entre a y x. nl 

\(x — eT)\ 


¡sen x 0 ¡, o bien. 


|(x — aY\ 
ni 


jeos x 0 |, en donde x 0 está com- 


Como 


0 para n -► + oo, y además |senx 0 l y |cosx 0 | son inferiores a la unidad, lim R n (x) = 0, 


con lo que la serie representa eos x para todos los valores de x. 


*-► + <» 


4. Determinar el intervalo en el que es válido el desarrollo en serie de Maclaurin de la función ln(l + x). 
En este caso f iH) (x) = (—1)"~* ^ ^ : siendo x 0 y x* valores comprendidos entre 0 y x. 

(a) el resto de Lagrange es 

R(x) = ( !).-*' - (""Di = (-1)- 1 (_x V 

Á) ( n! (1 + xo)" « \l + xo/ y 


(/>) el resto de Cauchy es 

(x —xf)" _1 (n — 1)1 
Rn(x) = (-ir _1 -—-—• ——— 


/ -r-* = (-1 y 

(n - 1)! (1 + x *) % 


x(x-x*)'-' 
(1 + x*)" 


Cuando 0<x 0 <x<l,0<x<l +x 0 y 


1 H- x, 


< I; aplicando (a). 


|R.(*)| = -( T ^—') < - 

n \^1 -I- x 0 y n 


lim Rn(x) — 0 
n -♦ + * 


Cuando —I < x < x* <0, tendremos 0 < 1 + x < 1 + x * y j—— ^ + ^ . Aplicando 


(ó), 
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\R.(x)\ = ^ —-lxl = 

(í + O* 


.*_ 


1 + x* 


»-1 


l«l = / «r+M V-. 1*1 < / < + M \- , [ I,| 

1 + *; Vl + </ 1 + *? \ 1 + x* / 1 + x 


*?+ \x\ 


Ahora bien, como 1 > |xl, x* < x* |x|, x* + |x < |x| + x* |x| y — -- < |x|. Tendremos, 

1 + x* 

o 

Ixi 11 

|J2«(x)| < i . ^ y lim = O 

Por tanto, el desarrollo en serie de Maclaurin de ln(l + x ) es válido en el intervalo —1 < x < 1. 

5. En el desarrollo en serie de Maclaurin de e z , demostrar 

Ir" I 

I*«(*)l < Para x < O y Rn(x) < — r para x > O 
ni ni 

x* 

Del Problema 1, XJx) = siendo x 0 un valor comprendido entre O y x. Para x < O, e* 0 < 1; luego 


Ijc"! rV* 

l*.(*)l < -—r- Para x > O, e«> < e x \ luego, X n (x) < — 

ni - ni 


6. En el desarrollo en serie de Maclaurin de In (1 + x), demostrar 

x" 


X- 


R.(x) < — para O < * - 1 y !*„(*)! < w<1 ' + ' g) - para -1 < * < O 

, siendo x 0 un valor comprendido entre O y x. Para O < x 0 < x < 1, 


del Problema 4(a), |J?*(x)| = ^ ^ 


Xo 


1 + Xq < luego, |fí»(x)| < y- Para -l<x<x©<0, 1+x© > 1+x y. YT~x¿ < i + x ’» lúe* 0 » 

< STTTFSF- 


Problemas propuestos 


7. Determinar el intervalo en el que es válido el desarrollo en serie de Maclaurin de la función eos \ 

Sol. Para todos los valores de x. 

8. Determinar los intervalos en los cuales (a) e* y (ó) sen x se pueden representar mediante una serie de Taylor en poten¬ 
cias de (x — a). Sol. Para todos los valores de x. 

9. Demostrar que ln x se puede desarrollar en serie de Taylor de potencias de (x — a) en el intervalo O < x < 2 a. 


ind. |*.<*)| = 


(x-aKx-x ?)»" 1 


«Y 


Para O < x < a y para a < x < 2a, 


x — x. 


< 1. 


10 . Supongamos que T viene definido por 

f(b) = fia) b-af + ••• + C"_ ff O ~ »)— + T(b-a) 

y sea 

F(x) = -m + f(x) + + ^T (6- * ) ’ + “• + f (n-¡)l ' (b ~ x) '-' + T ^~ x ) 

Razonando como se hizo en el Problema 15 del Capitulo 21, obtener la fórmula de Taylor con el resto del Cauchy. 


11 . (a) Haciendo x* — a + 0(x — a), siendo O < 6 < 1, en la fórmula de Taylor con el resto de Cauchy, demostrar 

s. ( „ = 11 

(n — 1)! 

fin) (Q x \ 

(b) Demostrar que /?*(x) = ^ y (1 — 0)** -1 x* en la fórmula de Maclaurin. 

12 . Demostrar que ^ ^ se puede representar por su serie de Maclaurin en el intervalo —1 < x < 1. 

,i(l _ 0)«-i jc* i —O 

Ind . Del Problema 11 (ó), RJx) — ^ —, O < 6 < 1. Para |x| < 1, ^ J Tfa < 1 y 1 — 0x>l — lx|. 

13 . (a) Demostrar que xe* = £ —¡- x", para todos los valores de x, y £ — r = e; ídem, (x 1 + x)e* = £ — r x* y 

, . n ' , . n ! , . n ! 


i = 1 


t = 


i = 1 


+ 00 


+ 00-9 


+ 00-4 


E ~T = 2e. ib) Obtener £ ^-= Se y £ —= ISe. 

(=l n! i= i n! /=! n! 



Capítulo 54 


Cálculos con seríes de potencias 

LAS SERIES DE POTENCIAS se emplean, con frecuencia, en la realización de tablas de logaritmos 
de funciones trigonométricas y en diversos cálculos como los que vamos a considerar. 

Cuando se toma como valor de una función la suma de los n primeros términos de su desarro- 
iío en serie de potencias para un valor dado de la variable es necesario conocer el error que se co¬ 
mete al efectuar dicha aproximación. Para ello se aplican los teoremas siguientes: 

1. Si el desarrollo de la función f(x) está formado por una serie alternada y x = í es un valor 
de su campo de convergencia, el error que se comete al tomar como valor de /(£) la suma de los n 
primeros términos de la serie es menor que el valor numérico del primer término despreciado. 

2. Si el desarrollo de la función f(x) está formado por una serie de Taylor y x — f es un valor 
de su campo de convergencia, el error que se comete al tomar como valor de /(£) la suma de los n 

M 

primeros términos de la serie es menor que |x — a |", siendo M igual o mayor que el máximo 

valor de |/ w (*)| en el intervalo desde a hasta £. 

Para una serie de Maclaurin, a = 0. 


Problemas resueltos 


i. 


Hallar el valor de 1/e con cinco cifras decimales: 





+ 


(-1)"- 1 


¡c "- 1 
(» — 1)! 


4- 


e 


-i 


1_1 + 2T"37 + 4T"5T + 

1 — 1 + 0,500000 — 0,166667 + 0,041667 — 0,008333 + 0,001389 
— 0,000198 + 0,000025 — 0,000003 + * * • 

0,36788 


2. Hallar el valor de sen 62° con cinco cifras decimales. 

La serie de Taylor en potencias de (x — a ) es 

(x —o)* (x—fl) J 

sen x = sen a + (x — a) eos a -—— sen a -—— eos a 4- * * * 

Tomamos a = 60°, ya que es próxima a 62° y sus funciones trigonométricas son conocidas. Tendremos 

x — a = 62° — 60° - 2 o = n/90 = 0,034907 

y sen 62° = iVJ + 1(0,034907) — IVT(0,034907)* — ^ (0,034907) 3 + * * * 

= 0,866025 + 0,017454 — 0,000528 - 0,000004 + • “ 0,88295 


3 . 


Hallar el valor de In 0,97 con siete cifras decimales. 

ln (a — x) = 


x n 
na * 


Tomamos a ~ 1 y x = 0,03; por tanto 

ln 0,97 - 0,03 — J(0,03)* — i(0,03) 3 — i(0,03)‘ — i(0,03) 4 — • • • = —0,0304592 


251 




252 


CALCULOS CON SERIES DE POTENCIAS 


[CAP. 54 


4. 


Determinar et número de términos del desarrollo en serie de ln(l + x) que hay que tomar para que el error cometido 
al hallar et ln 1,02 sea menor que 0,00000005. 


In 1,02 = 0,02 


(0,02) 2 (0,02) 3 

2 + 3 


«wzv 


Como se trata de una serie alternada, el error cometido al despreciar todos los términos posteriores al que ocupa 
el lugar n es menor que el valor numérico del primero que se desprecia. Por tanto, todo consiste en buscar qué término 
del desarrollo tiene un valor numérico menor que 0,00000005. Se hace por tanteos. 

= 0,0000027 y = 0,00000004 


Por consiguiente, habrá que tomar 3 términos para obtener la precisión requerida. 


5. Determinar el valor de x para el cual sen x se puede sustituir por x con un error menor que 0,0005. 

sen x = x — x 3 /3 ! 4 • • • es una serie alternada. El error que se comete al tomar solamente los dos primeros 
términos es menor que |jc 3 |/3 ¡Para que |jc 3 |/3 ! = 0,0005 debe ser |x 3 | = 0,003 ó sea \x\ = 0,1442; es decir, |x| < 8 o 15'. 

6. Hallar entre qué valores debe estar comprendido un ángulo para que el valor de eos x, calculado con los tres primeros 
términos del desarrollo en serie de Taylor en potencias de (x—?i/3), venga dado con un error menor que 0,00005. 

Iscn x I 

Como /'"(*) = sen x, \R t \ = — ^ ^ 0 |x — ti/ 3| 3 , siendo x 0 un valor comprendido entre n ¡3 y x. 

Como |sen x 0 | < 1, |R 8 | < J |x — tt/3| 3 = 0,00005. 

Por tanto |x — ti/ 3| < ^0,0003 = 0,0669 = 3°50'. Por tanto, x debe estar comprendido entre 56°10' y 63°50'. 

7. La Fig. 54-1 representa un arco de circunferencia terrestre de 160 kilómetros de 

longitud. Hallar la flecha o separación máxima entre la cuerda y el arco. 

Sea x la flecha pedida. Tendremos, x — OB — O A = R — Reos a, siendo 
R el radio de la Tierra. Como el ángulo a es pequeño, aproximadamente, 
eos a = 1 — £x a , y 

x = R{\ — (1 — i a 2 )} = ¿Ra a = (Ra) 2 /2R = (80) a /2R 
Tomando R = 6 400 kilómetros, x = £ kilómetro. 

8. Deducir la fórmula aproximada sen 4 x) = jVÍ(l 4- *) y aplicarla para calcular sen 43°. 

Tomando los dos primeros términos del desarrollo de Taylor, tenemos 

sen(Jjr 4- x) = sen 4 xcos \n = 4 \Vlx — Í^/Y(l 4 x) 

sen 43° = sen [in 4 (—Jt/90)] jyT(l—0,0349) - 0,6824 

9. Resolver la ecuación eos x — 2x a = 0. 

Sustituyendo x por sus dos primeros términos 1 — £x a de la serie de Maclaurin, tenemos 

1 — ¿x 2 — 2x J = 0 ó 2 — 5x* = 0 

Las raíces son ±\/JÓ¡5 = ±0,632. Las raíces obtenidas aplicando el método de Newton son ±0,635. 



10. Hallar mediante un desarrollo en serie de potencias 


lim 

í -*0 


e r - 


sen x 


lim 


^1 4*4 





= lim 
x-+0 


2x 4 2x 3 /3! 4 • • • 
x — x 3 /3! 4 * * * 


lim 

X -+0 


2 4 *73 4 -- 
1 - *V6 4 • ■ - 


2 
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11, Desarrollar /( x) «* x* — 11* 3 + 43** — 60* + 14 en potencias de (jc —3) y calcular^* /(*) dx T 

m = 5, /'(3) = 9, /"(3) = -4, /"'(3) = 6, r (3) - 24. Luego, 

f(x) = 5 + 9(x - 3) - 2(x - 3)* + (* - 3) s + (* - 3) 4 

3,* 


J ’ /(x) dx = 5* + f (x - 3) 2 - £(* - 3) 3 + i(x ~ 3) 4 + ¿(x - 3) 5 


= 1,185 


12. Hallar 


r 


sen * 


dx. 


La dificultad de esta integral reside en que la integral 
elementales. Sin embargo, 


f 


sen * 


dx no se puede expresar por medio de funciones 


- j;k-?; + í-£ + ■> - 


dx 


= x — 


X 3 X a X 7 

* + —_— _ —_— 4. . • 

~ K • fí t 7 • 7 t ~ 


3*3! 5-5! 7-7! 

El error cometido al tomar sólo cuatro términos es < 


= 0,946083 


9*9! 


= 0,0000003. 


Problemas propuestos 


13. Hallar con cuatro cifras decimales: 

(a) e * = 0,1353, (b) sen 32° - 0,5299, (c) eos 36° - 0,8090, (d) tag 31° = 0,6009. 

14. Hallar los valores de x para los cuales 

(a) e x se puede sustituir por 1 + x + £x a con un error menor que 0,0005 

(¿>) eos * se puede sustituir por 1 — i* 2 con un error menor que 0,0005 

(c) sen x se puede sustituir por x — x*¡6 4* x 6 /120 con un error menor que 0,00005 

Sol . (a) |x| < 0,1, (b) |x| < 18°57', (c) |*| < 47° 


15. Hallar mediante un desarrollo en serie de potencias: 

p _ fi co% x i 

(a) lim--*- = ñ e , (b) lim --*- 

x 0 * “ x-*0 x 


1 . . .. cosh x — eos x 

—, (c) lim-r- 

6 x -*o senh x — sen x 


16. Hallar: 

(a) 


/ 7r/ * s* 1 s* 

(1 - ¿sen* *)->'* d* = 1,854, (6) J eos yT dx = 0,76355, (o) ) ^+7 = 0,494 °- 


17. Hallar la longitud de la curva y = jc 3 /3 desde x = 0 a * = 0,5, 


Sol 0,5031 


18. Hal|ár el área limitada por la curva y = sen x* desde x = 0 a * — 1. 


Sol 0,3103 



Capítulo 5 5 


Integración aproximada 


UN VALOR APROXIMADO de la integral definida V /( x) dx se obtiene aplicando las fórmulas que 

*/ a 

veremos a continuación, o bien por medio de integradores mecánicos. Los procedimientos de inte¬ 
gración aproximada se emplean cuando la integración ordinaria sea muy complicada, cuando una 
integral indefinida no se pueda expresar mediante funciones elementales, o bien, cuando el inte¬ 
grando /(jc) venga definido por una tabla de valores. 

En el Capítulo 34 hemos obtenido un valor aproximado de V /(jc) dx dado por la suma 
S n — ^ f(x k ) A k x. Para obtener S„ se interpretó la integral definida como un área, la cual se di- 

* = i 

vidía en n franjas y se aproximaba el área de cada una de ellas a un rectángulo efectuándose, a con¬ 
tinuación, la suma correspondiente a todos ellos. Las fórmulas que veremos seguidamente solo 
difieren en la manera en que se tomen los valores aproximados de las franjas. 


FORMULA DE LOS TRAPECIOS. Sea el área 
limitada por la curva y — /(jc), el eje jc y las 
ordenadas en los extremos x = a y x — b. 
Dividamos dicha área en n franjas verticales 
de anchura h — (b — a)¡n (Fig. 55-1) y con¬ 
sideremos la franja i limitada por el arco 
PiPi de y = /(jc). Un valor aproximado del 
área de esta franja es 

\h{f[ a + (i- 1 )h\ + f(a + ih)} 

que es el área del trapecio que resulta al sus¬ 
tituir el arco P t - X P t por el segmento rectilíneo 
Pt-iPi . Al efectuar esta sustitución en todas 
las franjas (el símbolo ^ se debe leer «aproxi¬ 
madamente igual»), 



Fig. 55-1 



~ {/(a) + f(a + h)} + A { /( a + A) + /(a + 2h)) 
+ + 2 "{/[ a + (n — 1)A] + f(b)} 


o sea 


f f{x) dx - ~ {/(a) + 2/(a + h) + 2/(a + 2h) 
a + • • • + 2 f[a + (* - l)h] + /(&)} 


(1) 


FORMULA DEL PRISMATOIDE. Dividamos el área definida por la integral 



dx en dos fran¬ 


jas verticales de anchura h = \{b — a) y sustituyamos el arco P 0 P t P 2 de la curva y = /(jc) por el 
arco de parábola y = Ax 2 + Bx + C que pasa por los puntos P 0 , P v P 2 , como se representa en 
la Fig. 55-2. Como se demuestra en el Problema 1, se llega, después de efectuar algunos cambios 
en la notación, a 

f(x)dx - | 



/(o) + 4/ 


a + b 


+ m 


( 2 ) 
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FORMULA DE SIMPSON. Supongamos que el área que se trata de hallar la dividimos en n = 2m 
franjas de anchura h =(b — a)/n , como indica la Fig. 55-3. Aplicando la fórmula del prismatoide 
para hallar el valor aproximado del área limitada por cada uno de los arcos P^P^P* 
Pzm-iPzm-iPim, tendremos 

J* f{x)dx - ^{f(a) + 4f(a + k) + 2f(a + 2h) + 4f(a + 2h) + 2f(a + 4h) ( S) 

+ • • • + 2 f[a + (2 m - 2)h\ + 4 f[a + (2 m - 1)A] + /(6)> 


INTEGRACION MEDIANTE UN DESARROLLO EN SERIE DE POTENCIAS. Este procedimiento 
consiste en sustituir el integrando por los n primeros términos de su desarrollo en serie de Maclaurin 
o de Taylor. El método se puede aplicar siempre que el integrando admita un desarrollo de aquel 
. tipo y los límites de integración pertenezcan al campo de convergencia de la serie . (Ver Capítulo 54.) 


Problemas resueltos 


1. Dada la parábola y — Ax* + Bx + C, que pasa por los puntos P ü (¿, y D ), 


Px 


( 4-’4 

í 


y dx 


Tendremos 


y P% (v* >*)» como indica la Fig. 55-4, demostrar que 


(yo + 4 yi + y»). 


j: 


y dx 


(Ax* + Bx + C) dx 

v-f 


IA(? + + r¡') + + r¡) + 3C] 


Como y = Ax* +Aí+C pasa por los puntos P BI P 1( P ti se verificará; 
yo — + C 

»■ - ++c 
y* = Ay 1 + By + C 



yo + 4yi + y% = 



+ n*) +**({ + *) + 3 C] 
= V + 4pi + y%) 


y 

Por tanto, 
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✓*1/1 fe 

2. Calcular el valor aproximado de \ a por los cuatro métodos y comprobar los resultados efectuando la inte¬ 
gración 1 + * 

Fórmula de los trapecios , con n — 5. 

Aquí, h — -¿3— = 0,1. Por tanto a = 0, a + h = 0,1, a + 2h = 0,2, a + 3/r = 0,3, o + 4A = 0,4, b = 0,5. 
J ' Y~¡ ~ ^ [/(0) + 2/(0,l) + 2/(0,2) + 2/(0,3) + 2/(0,4) + /(0,5)] 


20 ( 4 + 1,01 + 1,04 + 1,09 + 1,16 + 1,26) 0,4631 


Fórmula del prismatoide. 


« i'V'i 1 ««) = /(») = !. '( 2 T i ) = , (í) = rf' m = '(})=i- 

rK' + S + 0 = ¿0 + 3,76471 + 0.8) = 0,4637 


Fórmula de Simpson , con n = 4. 


Tenemos, k 




= —. De donde =0, a + h = i> o + a + 3/t = 6 = 


fdz !/,,, ! , „ 1 . . 1 . 1 N 

J, TT# “ 24V 1+ i + (¿)* + i + (i)* + 1 + (|)‘ 1 + (¿)V 

1 A _i_ 256 , 32 256 , 4\ n 

~ 24 V 1 + ~65 + VÍ + '73" + i) ~ 0,4637 


Desarrollo en serie , utilizando 7 términos. 


f U% dx f 1/2 „ a , 4 8.a , 0 , m. T x* x* x 7 x* x n , x l3 l 1/% 

J, Ih^í “ J o (i-* i 2 + * 4 -* i + * i -x« + *“)dx = [*-y+y-y+9—ir + ís_[ 


Integración . 


i i i 

2 3 • 2 S 1 5 • 2‘ 7 • 2 T 1 9*2* 11*2“ 13 ♦2” 


1 + 1 


1 + 1 


0,50000 — 0,04167 + 0,00625 — 0,00112 + 0,00022 — 0,00004 + 0,00001 = 0,4636 
1/8 


r dx i 1/a 

I . 2 =- are tag x = are tag £ - 0.4636 

^0 1 X Jo 


3. Hallar el área limitada por y = c _I> , el eje x, y las rectas x = 0 y x = 1 aplicando (a) la fórmula de Simpson con 
n — 4 y (ó) el desarrollo en serie. 

(a) Tenemos, h = {; a — 0 y a + A = £, a + 2A = £, a + 3A = J, 6 = 1. 



|(1 + 4e -1/1 ' + 2e _1/4 + 4e- ,/14 + e’ 1 ) 

-Jj{l + 4(0,9399) + 2(0,7788) + 4(0,5701) + 0,3679} = 0,747 unidades de superficie 


C Y. , r . _ tV a¿ a 1 *') . 

J 2! 3! T 4! 5! T 6!/ x 

[■’ 


35* X * 

i + r2i 


1 — i + —i— 

3 5*21 


7-3! 
1 


0-4! 

1 


11 * 6 ! 
1 


13*6! 


7-3Í + 9-4! 11•5! ' 13*6! 

1 — 0,3333 + 0,1 —0,0238 + 0,0046 — 0,0008 + 0,0001 = 0,747 unidades de superficie 
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4. Un terreno está situado entre una valla rectilínea y un río. La anchura y (metros) del terreno a una distancia x de uno 
de los extremos de la valla viene dada por: 


X 

0 

20 

40 

60 

80 

100 

120 

y 

0 

22 

41 

63 

38 

17 

0 


Aplicar la fórmula de Simpson para hallar, aproximadamente, el área del terreno. 

rito 

Aquí, A = 20 y f(x)dx * */ # (0 + 4 * 22 + 2 • 41 + 4• 53 + 2 • 38 + 4 • 17 + 0) 
J o 

« 3507 metros cuadrados. 

5. Una curva viene dada por el siguiente cuadro de valores: 


X 

1 2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 9 

y 

0 0,6 

0,9 

1,2 

1,4 

1,5 

1,7 

1,8 2 


(а) Hallar el valor aproximado del área limitada por la curva, el eje x y las ordenadas extremas x — 1 y x = 9, apli¬ 
cando la fórmula de Simpson. 

(б) Hallar el valor aproximado del volumen generado en la rotación del área del apartado (a) alrededor del eje x, apli¬ 
cando la fórmula de Simpson. 

(o) Aquí, h = 1 y 

^ydx w i- {0 + 4(0,6) + 2(0,9) + 4(1,2) + 2(1,4) + 4(1,5) + 2(1,7) + 4(1,8) + 2} 

» 10,13 unidades de superficie 

(6) n J* y'dx * y {0 + 4(0,6)* + 2(0,9)* + 4(1,2)* + 2(1,4)* + 4(1,5)* + 2(1,7)' + 4(1,8)* + 4} 

« 46,58 unidades de volumen 


Problemas propuestos 

6. Deducir la fórmula de Simpson. 

r« dx 

7. Calcular el valor aproximado de — aplicando (o) la fórmula del trapecio con n = 4, (ó) la fórmula del prisma, y 

J t x 

(c) la fórmula de Simpson con n = 4. Comprobar los resultados por integración. 

So!, (a) 1,117, (ó) 1,111, (c) 1,100; 1,099. 

8. Calcular el valor aproximado de J V35 -4- x dx como en el Problema 7. 

Sol, (d) 24,654, (ó) 24,655, (c) 24,655; 24,655. 

9. Calcular el valor aproximado de J ln xdx aplicando (o) la fórmula del trapecio con n = 5 y (b) la fórmula de 

Simpson con n = 8. Comprobar por integración. Sol, (a) 1,2870, (b) 1,2958; 1,2958. 

10. Calcular el valor aproximado de J V1 + x* dx aplicando (á) la fórmula del trapecio con n = 5 y (ó) la fórmula de 

Simpson con n® 4. Sol, (a) 1,113, (p) 1,111. 

11. Calcular el valor aproximado de f * en * dx por la fórmula de Simpson eon h — C Sal. 1,852. 

Ja * 

12. Aplicar la fórmula de Simpson para hallar (a) el área limitada por la curva y (ó) el volumen generado en la rotación del 
área alrededor del eje x. La curva viene dada por 


X 

i 

2 

3 4 

5 

y 

1,8 

4,2 

00 

K> 

12,3 


Sol, (a) 27,8, (i b ) 228,4471 



Capítulo 56 


Derivadas parciales 


FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES. Si a cada punto (jc, y) de una región del plano xy se le hace 
corresponder un número real z, diremos que z es una función, z = /(jc, y ), de las variables indepen¬ 
dientes jc e y . El lugar geométrico de todos los puntos (jc, y , z) que satisfacen la ecuación z = /(jc, y) 
es una superficie. Análogamente se definen las funciones w = /( jc, y, z,.. .) de varias variables 
independientes aunque, por el momento, no tengan una interpretación geométrica sencilla. 

El estudio de las funciones de dos variables difiere notablemente del de las funciones de una 
variable. Sin embargo, el cálculo de las funciones de tres o más variables es muy similar al caso 
de dos variables. En este libro trataremos, fundamentalmente, de las funciones de dos variables. 

Una función /(jc, y) tiende al límite A cuando jc^jc 0 e y^y 0 , si dado un c >0 tan pequeño 
como queramos, existe un ó > 0 tal que, para todos los pares de valores (jc, y) que cumplan la 
desigualdad 

(i) 0 < yfo - Xof + (y - yo) 2 < S 


se verifica: |/(x, y) — A\ < r. La condición (i) representa un intervalo reducido deLpunto (jc 0 , y 0 ), 
es decir, todos los puntos excepto el propio (jc 0 , y 0 ), situados en un círculo de radio d y centro 
(*o> >>o)* 


Una función f(x , y) es continua en el punto (jc 0 , y 0 ) siempre que /(x 0 , >> 0 ) esté definida y, además, 
lim flx, y) = /<*„, *>. (v „ probfcmas N1) 


DERIVADAS PARCIALES. Sea z = /(jc, y) una función de las variables independientes jc e y. Como 
jc e y son independientes, podremos (i) variar jc manteniendo constante y , (ii) variar y man¬ 
teniendo constante jc, (iii) variar jc e y simultáneamente. En los dos primeros casos, z es una 
función de una sola variable y se puede hallar su derivada de acuerdo con las expresiones clásicas 
que ya hemos visto. 


Si x varía permaneciendo constante y , z es una función de jc y su derivada con respecto a esta 
variable jc. 


f*( x > v) 


_ lim f(x + AZ, y) - /(x,i/) 
dx "ITo ax 


se denomina primera derivada parcial de z = f(x, y) con respecto a x. 

Si lo que varía es y permaneciendo constante jc, z es una función de y y su derivada con res¬ 
pecto a y 


/,(*,») = f +Ai,) - - /(*■») 

dy av—o ai/ 


recibe el nombre de primera derivada parcial de z f(x, y) con respecto a y. 


(Ver Problemas 3-8.) 


Si z está definida implícitamente como función de x e y mediante la relación F(x,y, z) = 0, para 

$2 32 

hallar las derivadas parciales —y — no hay más que aplicar las fórmulas de la derivación implí¬ 
cita dadas en el Capítulo 6. (Ver Problemas 9-12.) 
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Las derivadas parciales anteriores admiten una in¬ 
terpretación geométrica muy sencilla. Consideremos la 
superficie z = f(x , y) de la Fig. 56-1, y sean APB y CPD 
las intersecciones con dicha superficie de los planos que 
pasando por P sean paralelos a los xOz e yOz , respecti¬ 
vamente. Si hacemos variar a x permaneciendo constante 
y 9 el punto P se desplazará a lo largo de la curva APB y el 
3z 

valor de en el punto P es la pendiente de la curva 
APB en P . 

Análogamente, si hacemos variar y permaneciendo 
constante x 9 P se moverá a lo largo de la curva CPD , y el 

02 

valor de en P es la pendiente de la curva CPD en P. 



Fig. 56-1 


(Ver Problema 13.) 


DERIVADAS PARCIALES DE ORDEN SUPERIOR. La derivada parcial -^dez =f(x, y) se puede 
a su vez derivar parcialmente con respecto ajcya y 9 dando lugar a las segundas derivadas par- 


cíales 44 =/„(*, y) 


8x* 


_ LÍ J’l 

~ 8x\8x 


8*z 


8y8x 


obtienen 


8'z 


=f„(x, y) = Análogamente, de 


8z 

8y 


se 


8x8y 


, , . 8 18z\ 8*z , , . 8 18z\ 

-y) - u \-fy) i -¡pr - fj* y) -• 


8x \8y f dy 

Si z = f(x, y) y sus derivadas parciales son continuas es indiferente el orden de derivación, es 

. . 8*z 8h 

decir. 


8x8y 8y8x' 


(Ver Problemas 14-15.) 


Problemas resueltos 


1. Estudiar la continuidad de la función z = x* 4- y®. 

Para cualquier conjunto de valores finitos (x, y) — (a f b) f z ~ á 1 + ó*. 
Cuando x -*■ a e y -*■ ó, x 9 + y* 4- ó 5 . 

Por tanto, la función es continua para todos los valores de las variables. 


2. Las funciones siguientes, son continuas en todos los puntos salvo en el origen (0,0), en el que no están definidas. 
¿Cómo se puede hacer que sean también continuas en dicho punto? 

(«) z= *„(* + ,) 

x + y 


Supongamos que (x t y) -► (0,0) a lo largo de la recta y — mx\ tendremos z 


sen(x + y) _ sen(l + m)x 
x + y — (1 + m)x 


Se puede hacer que la función sea continua en todos los puntos definiéndola como sigue: z 
* (0, 0); z — 1, (x, y) - (0, 0). 


sen (x + y) 
x 4- y 


> (x,y) 


Supongamos que (x, y) (0,0) a lo largo de la recta y = mx ; el valor límite de z 
de la recta que se elija. Por tanto, la función no se puede hacer continua en (0,0). 


xy 

X*+y* 


= TTm* dePCnde 


Hallar las derivadas parciales de primer orden en los Problemas 3-7. 

3. z = 2x* — 3 xy + 4 y*. 

dz 

Considerando y constante y derivando con respecto a x, = 4x — 3y. 

Considerando x constante y derivando con respecto a y 9 = —3x 4- 8y. 

dy 
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. x 1 y 2 

4. * = — 4 —. 
y x 


dz 2x 


Considerando y constante y derivando con respecto a jc, — =-r-. 

dx y x l 


Considerando jc constante y derivando con respecto a y , 


dz_ 

dy 


x^ 2y 

v ¿ x 


5. z — sen ( 2x 4 3 y). 

6. z = are tag x 2 y 4 are tag xy 2 . 


^ = 2 eos (2x + Zy), ~ - 3 eos (2x + 3 y) 
dx oy 


dz 


2xy 


y 8 


dz 


<71 + 


2 xy 


dx 1 4 x A y 2 ' 1 + iV' ¿y 1 + xV ' 1 + *V 


7. « = e l!+I ». = e* ,+ *»(2x +j/) = *(2x + y), 0 = e* ,+ *»(x) = xz 

8. Eí área de un triángulo viene dada por K = \ab sen C. Si a = 20, b — 30 y C — 30°, hallar las variaciones: 

(a) de K con respecto a tí, suponiendo Ay C constantes. 

ib) de K con respecto a C, suponiendo a y b constantes. 

(c) de b con respecto a tí, suponiendo K y C constantes. 

(a) = i¿> sen C = i(30)(sen 30 °) = 11, 

O 

(b) -ge = iabcosC = i(20)(30)(cos 30°) = 150VT 

2K . = _ 2A: = _ 2(jo¿>senC) = _^ = _3_ 

C * — a sen C ’ da a 1 sen C tí 2 sen C tí — 2 

Hallar, en los Problemas 9-11, las derivadas parciales de primer orden de z con respecto a las variables 
independientes x t y* 

9. x* 4 y 2 + z* = 25. 

Solución 1. Despejando z obtenemos z — ±V25 — jc 2 — y*. Por tanto. 


dz 


8x ±V25 —x J — 


— JC y dz 




±V25 —X a — 


Solución 2. Derivando implícitamente con respecto a jc, tomando y constante. 

dz dz x 

2x 4 2z — 0 y — 

&c £jc z 


Derivando implícitamente con respecto a y, tomando jc constante. 


* + *-íjF-° » -£ 


10. jc 2 (2>> + 3z) 4 j» 2 (3jc — 4z) 4- z 2 (jc — 2>>) = jc>z. 

En este caso, sería muy complicado seguir el procedimiento de la solución 1 del Problema 9. 
Derivando inplicitamente con respecto a jc, 

2x(2y 4 3z) 4 3x 2 |^ 4 Zy* - 4y 2 ^ + ~ yZ + xy ^x 

y dz _ 4 xy 4 Zxz 4 Zy* 4 z 2 — yz 

dx Zx 2 — 4 y 2 4 2xz — 4 yz — xy 

Derivando implícitamente con respecto a y , 

2x* + 3x*J^ + 2y(3x — 4z) - + 2z(x-2y)^ - 2z‘ = xz + xy 0 

y dz __ 2x* 4 Zxy — 8 yz — 2z 2 — xz 

dy ~ 3x 2 — 4 y* 4 2 xz — 4yz — xy 
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11, xy + yz + zx ~ 1, 


. dz dz 

Derivando con respecto a x, y + y --h x +2 = 0 

dx dx 


dz dz 

Derivando con respecto a y, x + y ~ -hz + x— = 0 

oy dy 


y 


dz 

0* 


y 


dz 

&y 


y_±j_ 

x + y ' 

X + z 
x + y 


12. Considerando x e y como variables independientes, calcular 


dr dr dd dd . , 2r . 

áí'- w a? ' s,end0 * = e ’ cos B ’ y = e 


3r , sen 0. 


Derivando las relaciones parcialmente con respecto a x: 

l=2e 2r cos0^—e 2r sen0^_, y 
dx dx 


Resolviendo el sistema, obtenemos: = — „ r/ . C ? S ^ .- .r 

¿x e 2r (2 + sen 2 0) 


0 = 3e 3r sen 0 + e 3r cos 0 4“ 

C7X CJC 

¿0 3 sen 0 

ai _ i^í+séñ 2 ©)* 


Derivando las relaciones parcialmente con respecto a y : 

ar 


0 = 2e 2r cos 0 


a^ 


ay 


--- 3e 3r sen 0 

dy 


+ e 3r cos 0 


00 

dy 


Resolviendo el sistema, obtenemos: — 

dy 


sen 0 

e 3r (2 -h sen 2 0) y 


dO __ 2 cos 0 

dy e 3r (2 4- sen 2 0) * 


13. Hallar la pendiente de las tangentes a las curvas intersección de la superficie z = 3x 2 -f- 4y 2 — 6 con los planos que 
pasan por el punto (1,1, 1) y son paralelos a los planos coordenados xOz e yOz . 

El plano x = 1, paralelo al yOz y corta a la superficie según la curva z = 4y 2 — 3, x = 1. Por tanto, la pendiente 
pedida es dz/ dy = 8y = 8 ■ 1 = 8. 

El plano y = 1, paralelo al xOz, corta a la superficie según la curva z = 3x 2 — 2, y = 1. Por tanto, la pendiente 
pedida es dz/ dx = 6x = 6. 


Hallar, en los Problemas 14-15, las segundas derivadas parciales de z. 


* + 3 xy 

1 + y*■ 

dz_ 

dx 

= 2x + 3 y, 

d*z _ J_f Bz\ _ 
3x 2 — dx \3x J 

2, 

tfz _ ±_ 
dy dx dy 

co 

II 



dz 

dy 

= 3x-b 2y, 

d*z 
dx dy 

-(-}■- 
dx \dy ) 

= 3, 

d 2 z _ d 
dy 2 ” dy 

(5) = 2 

cos y - 

- y cos x. 








de 

dx ~ 

eos y + y sen x, 

dz _ _ 

dy 

x sen y — 

cos x, 

d 2 z 
dx 2 ' 

= ■ 
dx \dx ) 

= y eos x 

d 2 z 
dy dx 

= ± (-') 
dy \dx ) 

- 

— sen y + sen x 

d % Z 

dx dy 

d 2 z 

1 dy 2 

“ dy 

(S)-- 

X COS 2/ 


Problemas propuestos 


16. Estudiar la continuidad en el punto (0,0) de las funciones siguientes: 


(a) 


V* 

x* + y 1 ’ 


(b) 


x — y 
x + y ’ 


x 3 + y 
x 2 + y* ’ 


(d) 


x + y 
x 2 + ¡/* 


Sol. (a) No, ( b ) No, (c) Sí, (d) No. 
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17. Hallar — y — en las funciones siguientes: 

dx dy 


(a) z - x 3 4 3xy 4 


( 6 ) z — — 5 — 

V 2 x* 


(c) z = seni 3x eos 4y 

1/ 

(d) z = are tag — 

x 

(e) x 2 — 4y 2 4 9z 2 = 36 

- (f) z* ~ 3x 2 y 4 6xyz = 0 
(y) yz 4 xz 4 xy = 0 


So/. || = 2x + 3j/, g = 3x + 22 / 

« . _ i. i 2 y dz _ 2 x_ 1 _ 

dx “ y 2 + x 3 ' ay “ y 3 x 2 

Sol . — 3 cos3x cos4y, = _ 4 sen3x sen4y 

dy 


Sol . 


dx 

az 

ax 


az 


X a 4- y 2 ’ ay X 2 4 y 2 


si—-—— dz - 

ax 9z' ay 9z 

- . az _ 2y(x — z) az _ x(x — 2z) 
0 * ax “ z 2 4 2xy * dy ~ z* + 2xy 


„ . az y 4 z az 

Sol. — — -¡—, — 

dx x 4 y dy 


X + z 
x 4 y 


dz 


dz 


18. (a) Si z = a/x 2 + y 2 , demostrar que x -z— 4 y = z. 

dx dy 

/ - dz dz 

(6) Si z = In y x 2 4 y 2 , demostrar que x -r-(- y - 5 — = 1. 

ex Cy 

dz 


( 1 c ) Si z — e xl * sen — 4 e* lx eos —, demostrar que x 4— + y = 0- 
y x dx dy 

&z &z 

(d) Si z = (1 ax 4 ¿y) 2 4 e ax+b * 4 sen (ax 4 by) t demostrar que b — = a — 

ex cy 


19. Hallar la ecuación de la tangente 

(a) a la parábola z = 2x 2 — 3y 2 , y = 1 en el punto (—2, 1, 5). 

(b) a la parábola z = 2x a — 3y 2 , x = —2 en el punto (—2, 1, 5). 

(c) a la hipérbola z = 2x 2 — 3y 2 , z = 5 en el punto (—2, 1, 5). 


Sol . 8x 4 z 4 11 — 0,y = 1 
Sol . 6y + z—11 = 0, x = —2 
Sol. 4x 4 3y 4 5 = 0, z = 5 


Demostrar que las tres rectas están situadas en el plano 8 jc + 6y + r + 5 = 0. 
d t z d*z d t z d*z 


20. Hallar 


dx tf dx dy 9 dydx' dy * 
(a) z = 2x* — 5xy 4 y 1 


<*> * = F-S 


(c) z — sen 3x eos 4y 


(d) z — are tag — 
x 


xy 


, en las funciones siguientes: 




__ _ _ 5 <Ü* _ 2 

3x 32/ 32/ dx ’ 3¡/> 


So/. 


a 2 z _ _ 6y a 2 z 
dx 2 ” «4 ' a. 


ax ay 


_ a 2 z _ „/J__ j.\ &z _ 6x 

ay dx \x 3 y 3 y ay 2 y 4 


So/. £4 = -9*. = T-T- 

ax 2 ax ay ay ax 


** * = — 12 eos 3x sen 4y, = —16z 

oy 


a 2 z 


a 2 z 


y 2 - x 2 


c o/ í!i _ _ Ü* - 2*y _ 

ax 2 ay 2 (x* 4 y 2 ) 2 ' ax dy ayax (x 2 4y 2 ) 


d*z 


21. (a) Si z =-, demostrar que x 2 - 5 -=-, 4 2xy 0 a 

x —y 0 x 2 dxoy 




d x z d*z 

(b) Si z — eos ñyyñ— ±a, demostrar que 4 = 0. 

cx z cy* 

/ \ «• </ . v . a*z . d f z dz 

(c) Si z = e~ l (sen x 4 eos y), demostrar que -^-¡r 4 -z-r = - 

ex* cy* 


dt 


d* z 


(d) Si z = sen ax sen by sen kt Va 2 4 ó 2 , demostrar que — A 2 


a 2 z . a 3 z 


dx 2 ’ dy 1 


22. En la fórmula de los gases reales 4 (v — b) = c/, siendo a y b y c constantes, demostrar que 


cv 


ap _ 2a(v — 6) — (p 4 g/x? 2 )v 2 av _ _ 

dv v*(v — 6) * dt ~ (p 4 a/tí 2 )v 3 


*_ dt~ _ v — b /apVatA/ dt\ _ 

- 2a(v — 6) ' dp ~ c * \dvj\dtj\ppj ” 



Capítulo 57 


Diferenciales y derivadas totales 


DIFERENCIALES TOTALES. Las diferenciales, dx y dy de la función y ~ f(x) de una sola variable 
independiente, según vimos en el Capítulo 23, vienen dadas por 

dx - Ax, dy = f'{x)dx = ^dx 

Consideremos la función z = /( x, y) de las dos variables independientes x e y, y sean dx = Ax 
y dy — Ay . Al variar x permaneciendo constante y, z resulta una función de x solamente y la dife - 

dz 

rencial parcial de z con respecto a x será d z z — f x (x, y)dx = dx. Análogamente, la diferencial 
parcial de z con respecto a y viene dada por d v z — f y (x, y) dy =#-;• - dy. Pues bien, la diferencial to - 

oy 


tai de z es la suma de las diferenciales parciales anteriores, es decir, 

dz 

Para una función w = F(x , y, z, . . . t), la diferencial total dw se define por 


dz j i *^z j 

Yx dx + ñ dv 


dw = d £ dx + d ^ d y + d S d¡í+ --- + iF dt 


(i) 

(n 

(Ver Problemas 1-2.) 


Cómo ocurre con las funciones de una sola variable, la diferencial total de una función de varias 
variabas es un valor muy próximo al incremento total de la función cuando las variables indepen¬ 
diente experimentan un incremento pequeño. 


Ejemplo: 


dz dz 

Sea z = xy ; dz — dx + dy = y dx + x dy ; si se incre¬ 
mentan x e y en Ax — dxe Ay — dy, respectivamente, el incremento 
Az de z será 


Az = (x 4* A x)(y 4* A y) — xy 
— x Aj/ 4- y Ax + Ax Ay 
= xdy 4- y dx 4* dxdy 


En la Fig. 57-1, se hace una interpretación geométrica. Como 
se puede observar, dz y Az difieren en un rectángulo de área Ax Ay 
— dx dy . 

(Ver Problemas 3-9.) 



DERIVADA TOTAL DE UNA FUNCION DE FUNCION. Sea z =/(*, y) una función continua de las 
variables x , y con derivadas parciales, dzjdx y dzjdy, continuas y x e y funciones derivables x = g(t ), 
y = h(f) de una variable /; en estas condiciones, z es una función de / y su derivada total, dzjdt , 
con respecto a t viene dada por 


dz _ dzdx dzdy 
di ~ Jx dt + dy dt 
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Análogamente, sea w = f(x, y 9 z 9 .. .) una función continua de las variables x 9 y, z,..con 
derivadas parciales continuas, y x,y,z,.. ., funciones derivables de una variable t; la derivada 
total de w con respecto a t viene dada por 

dw __ 

dt ~ Bx dt By dt dz dt ' ' 

(Ver problemas 10-16) 

Si z = f(x , .y) es una función continua de las variables jc e y y sus derivadas parciales dzjdx 
y dz/dy son continuas, y x e son, a su vez, funciones continuas, x = g(r 9 5), y = h(r 9 5), de las 
variables independientes r y s 9 z es una función de f, siendo 


dz __ dz Bx dz dy dZ_ _ cte Bx ^ dz dy ^ 

Br ~~ Bx Br By Br ^ Bs ~ Bx Bs By Bs 

Análogamente, si w = f(x 9 y 9 z 9 . ..) es una función continua de n variables x 9 y 9 z 9 ... y sus 
derivadas parciales dwjdx 9 dwjdy 9 dw/dz 9 . .y x 9 y 9 z 9 ... son funciones continuas de m variables 
independientes r, s 9 1 9 ..tendremos 


dW 

Br 

Bw 

~Bs 


Bw do; Bw By_ Bw Bz 

Bx Br By Br + Bz Br 

dw te Bw By | dz 

Bx Bs By Bs Bz Bs 


( 8 ') 

etc. 

(Ver problemas 17*19) 


Problemas resueltos 

Hallar la diferencial total en los problemas 1-2. 

1. z — x 3 y + x 2 y 2 + xy\ 

~ = 3 x 2 y + 2 xy 2 + y\ || = * a + 2x 2 y + 3 xy 2 
Por tanto dz = ~ dx + dy = (3x 2 y + 2xy 2 + y 3 ) dx + (x 3 + 2x 2 y + 3xy 2 ) dy 


2. 2 : = x sen y — y sen x. 


Por tanto 


dz 

— = sen y — y eos x, 

dz = dx + ^ dy = (sen 
dx dy 


dz 

¿y 


x eos y — sen x 


— y eos x) dx + (x eos y — sen x ) dy 


3. Comparar dz y Az 9 en la función z = x 2 + 2xy — 3y*. 

= 2x + 2y, ~ - 2x — 6y, dz = 2(x + y) dx 4 - 2(x - 3y) dy 

Az = [(x + dx) 2 + 2(x + dx)(y + dy) - 3(y + dy) 2 ] — (x 2 + 2xy - 3y 2 ) 
- 2(x H- y) dx 4- 2(a? - 3y) dy -I- (dx) s 4- 2 da: dy - 3(dy)* 

Así, pues, dz y Az difieren en (dx)* -\- Idxdy — Xdy) 2 . 


4 . 


Hallar un valor aproximado del área de un rectángulo de dimensiones 35,02 por 24,97 unidades. 


BA dA 

Llamando x e y a los lados del rectángulo, el área es A = xy, con lo cual dA = dx + — dy = y dx + xd\ 

ex cy 


Para x = 35, dx = 0,02, y - 25, dy = —0,03, resulta A = 35 x 25 = 875 y dA = 25(0,02) + 35(—0,03)-0,55 
El área es, aproximadamente, A 4- dA = 874,45 unidades de superficie. 
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* 5. Hallar, aproximadamente, la variación de longitud que experimenta la hipotenusa de un triángulo rectángulo cuyos 
^ catetos miden 6 y 8 centímetros, cuando el primero se alarga ¿ centímetros y el segundo lo hace en | centímetros. 

Sean x, y, z los catetos menor, mayor y la hipotenusa del triángulo, respectivamente. Tendremos 


Bz 


= \í^+~v\ fz = ._ 

dx V * 2 + y 2 


dz _ y dz , . dz , 

"t — , dz = — dx 4- — dy 

dy Vx l + y 1 Bx dy 


x dx + y dy 

V* 1 + 7 


Para x =6, y = 8, dx — 1/4, y dy = —1/8, de donde dz ~ 
alarga aproximadamente 1/20 centímetros. 


6(1/4) + 8(—1/8) 
V6* + 8* 


= 1/20 cm. Por tanto, la hipotenusa se 


6. La potencia calorífica disipada en una resistencia eléctrica viene dada por P — E % /R vatios. Siendo E = 200 voltios 
y R — 8 ohmios, hallar la disminución que experimenta la potencia cuando E disminuye en 5 voltios y R lo hace en 
0,2 ohmios. _ „ 

W_2E _ 2E _ E* 

BE ~ R ’ dR ~ R 1 ' dR ~ R dE R * dR 

Para E = 200, R = 8, dE — —5, y dR = —0,2, por tanto, 

dP = — 8 200 (-5) - (-0,2) = -250 4- 125 = -125 watts 

La potencia disminuye aproximadamente 125 vatios. 


7. Al medir un bloque paralelepipédico de madera, han resultado, para sus dimensiones, los valores 10, 12 y 20 centímetros 
con un error probable de 0,05 centímetros en cada una. Hallar, aproximadamente, el máximo error que se puede cometer 
al evaluar el área total del bloque y el porcentaje de error respecto del área como consecuencia de los errores en las 
medidas individuales. 

El área total es S = 2(xy + yz + zx); luego 

dS = —dx + = 2 (y + z) dx + 2 (x + z)dy + 2(y + x)dz 

El máximo error en S tendrá lugar cuando los errores en las longitudes sean del mismo signo, por ejemplo, positivos. 
dS = 2(12 + 20)(0,05) + 2(10 + 20)(0,05) + 2(12 + 10)(0,05) = 8,4 cm* 

El porcentaje de error es (error/área)(100) = (8,4/1120)(100) = 0,75 %. 


8. En la fórmula R — £/C, hallar el error máximo y el porcentaje de error si C = 20 con un error probable de 0,1 y E = 120 
con un error probable de 0,05. 

dR = ||dE + ||dC = |dE - ~dC 
El error máximo se dará cuando dE = 0,05 y dC — —0,1; luego 

dR — ^ 2 ^ — ^^-(—0,1) ~ 0,0325 es aproximadamente el error máximo 


El porcentaje de error es (100) - — ¿ (100) = 0,40625 = 0,41 % 

A o 

9. Dos lados de un triángulo miden 150 y 200 metros y el ángulo que forman es de 60°. Sabiendo que los errores probables 

en la medición son de 0,2 metros en la medida de los lados y de 1° en la del ángulo, hallar el máximo error probable 

que se puede cometer al evaluar su área. 

A = $xy sen 0, BA/ Bx — £y sen 0, BA/ By = Jx sen 0, BA/ B0 = \xy eos 0 
y dA = £y sen 0 dx + i* sen 0 dy + $xy eos 0 d0 

Para * = 150, y * 200, 0 = 60°, dx = 0,2, dy = 0,2, y dS = I o = ji/ 180, luego 

dA - i(200)(sen 60°)(0,2) + ¿(150)(sen 60°)(0,2) + ¿(150)(200)(cos 60°)(*/180) = 161,21 m«. 


10, Hallar dz/dt, siendo z = x® 4- 3xy 4- 5y>; x = sen /, y = eos /. 


Bz . , _ Bz 

- =2x +3y, w 


„ . dx dy 

l X +l0y, — 


—sen / 


í = É$ + ^í =(2x + + 10 >> scn, 


luego 
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11. Hallar dzjdt , siendo: z = ln(x* + y*); x — e~* 9 y = e 

dz _ 2x dz _ 2y dx 

dx " x’ + y 1 ’ dy “ x 1 + y 1 ' 


Luego 


<¿z 

dt 


dz dx . dz dy 
dx dt dy dt 


2x 

x*+ y* 


(-•“O + 


2y 

x 1 + y* 


<«*) 


ÉL - ¿ 

dt “ é 


= 2 


ye 


* _ 


xa 


x 1 + y* 


12. Sea z = /(x,y) una función continua de x e y cuyas derivadas parciales, dzf dx y dz/ dy , son continuas, y sea y una 
función derivable de x. En estas condiciones, z es una función derivable de x y, según (2), 

dz _ df * dx df_ # dy _ d/ ^ dy 

dx ~~ dx dx dy dx ~~ dx dy dx 

Hemos puesto /en lugar de z, para evitar la confusión entre dz/dx y dz! dx en la misma expresión. 


13. Hallar dz/dx 9 siendo: z = /(x, y) = x* + 2xy + 4y*, y = e**. 

^ ^ = (2* + 2y) + (2x + 8 y)ae“ = 2(x + y) + 2a(x + 4 y)e‘ 


14. Hallar (o) dzjdx y (ó) dz/dy, siendo: z = /(x, y) = xy* + x*y» y — ln x. 
(a) En este caso x es la variable independiente. 


* - S » + lí’E = <»■ + .*>+ <to» + -l(¿) = V* 


* = df. , a/. dy _ 


+ 2xy + 2y + x 


(ó) Aqui y es la variable independiente. 


^ “ fx*5y + fy “ + 2ac ^ x + ( 2xy + *") = xyt + 2x ' y + ^ + x% 


15. La altura de un cono recto circular mide 15 centímetros y disminuye a razón de 
0,2 centímetros cada minuto. El radio de la base mide 10 centímetros y disminuye 
a razón de 0,3 centímetros cada minuto. Hallar la variación de volumen que expe¬ 
rimenta en la unidad de tiempo. 

Sea x — radio e y — altura del cono. De V — Jíix*y, tomando a x e y como 
funciones del tiempo /, 

dV _ dVdx ^dVdy _ 1 ( n dx i t dy\ 
dt dx dt + dy dt ~ Z v \ 2xy dt + x dt) 

= J*[2 • 10 • 15 * (—0,3) + 10* - (0,2)] = —70w/3 cm s /min. 



Fig. 57-2 


x* y* 

16. Un punto P se mueve a lo largo de la curva de intersección del paraboloide — — 4;- = z y del cilindro x 1 + y 1 = 5, 

16 9 

en donde x, y y z se expresan en centímetros. Si x aumenta a razón de 0,2 centímetros por minuto, hallar la variación 
de z en la unidad de tiempo cuando x = 2. 


"'-TS-T' 


dz _ dz dx_ dz dy _ x dx 2y dy 
üi ~ dx dt + ly ~dt ~ Ü dt ~ ~9 ~dt 


Como x* + y* = 5, y = ±1 para x — 2; también, x + y = 0. 

ut dt 

Para y = 1, ^ -~ ^ y ^ = | (0,2) -1 (-0,4) = A cm/min. 

Para , = * = -JL * = 0,4 y * = | (0,2)-1 (-1) (0.4) = ¿ cm/min. 


17. Hallar dz/dr y dz/ds t siendo: z = x 1 4- xy-h y*; x = 2r -I- j, y = r — 2 


Luego 


dz _ dz dar dz dy 
dr ~ dx dr dy dr 


Í£-i - i 

dr * da dr da 


-2 


(2x + y)(2) + (x + 2y)(l) = 5x + 4y 


dz _ dz dx [ dz dy 
da dx da dy da 



y 


<2x + y)(l) + (x + 2y)(—2) 
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du 

18. Hallar -f-, 

dq 

du 

Tp' 

du 

86' 

siendo: u — x 2 + 2y* + 2 2 *, 


Bu 

típ 

= 

tí» tíx tí» tíy ^ tí» tíz 
tíx típ tíy típ tíz típ 


du 

Jp 

- 

tí» tíx , tí» tíy tíu tíz 

tíx tí/3 + tíy tí/3 + tíz tí/3 


du 

de 

- 

tí» tíx du dy du dz 
dx de dy de dz de 


x = q sen p eos 6, y = g sen p sen 6, z = g eos p . 

2x sen /? eos tí + 4y sen p sen tí + 42 eos p 
2x o eos P eos tí + 4y o eos p sen 0 — 4z o sen p 
— 2x g sen p sen 0 + 4y g sen /? eos tí 


19. Hallar dujdx , siendo: u =/(x, y, 2 ) = xy 4- yz + zx, y = 1/x, 2 — x *. 


Aplicando (30, 

d» _ tí/ tí/ _ dy <7/ dz 
da: tíx tíy dx tíz dx 


(V + 


z) + (x + z) 



+ (y + *)2x 


y + 2 + 2x(x + 2 /) - 

X 


20. Sea 2 = /( x t y) una función continua de x e y, cuyas primeras derivadas parciales son dzj dx y dz/ dy. Deducir la 
expresión 

(A) A z = ^-Ax + J^Ay + ^Ax + e 2 A y 

en donde c x y c 2 -► 0 cuando Ax e Ay 0. 

Cuando x e y se incrementan en Ax y Ay, respectivamente, el incremento experimentado por z vale 

(i) Az = /(x + Ax, y + A y) - /(x, y) 

— [f(x + Ax, y + A y) — /(x, y + Aj/)] + [/(x, y + Ay) - /(x, y)] 

En la primera expresión entre corchetes, la única variable es x, y en la segunda, solo varía y . Aplicando a cada uno 
de ellos el teorema del valor medio [(V) del Capítulo 21]: 

(ii) . /(x + Ax, y + Ay) - /(x, y + Ay) = Ax • /,(x + 0,Ax, y + Ay) 

(iii) /(x, y + Ay) - /(x, y) = Ay - /„(x, y + * 2 Ay) 

siendo 0<tí,<l yOctí, <1. Obsérvese que aquí las derivadas consideradas son derivadas parciales. 

Como dzj dx = / X (x, y) y tíz/ 0y = y) son, por hipótesis, funciones continuas de x e y, 
lim /,(x + 0iAx, y + Ay) = /*(x,y) y lim / v (x,y + 0 a Ay) - /„(x,y) 

Ax 0 Ax — 0 

Ay 0 Ay *+ 0 

Luego /x(x + e l Ax, y + Ay) = /*(x,y) + e p /*(#, y + * 2 Ay) = /„(x,y) + « 2 

donde «1 -► 0 y 0 cuando zlx e Ay -► 0. 

Efectuando estas sustituciones en (ii) y (iii), y sustituyendo después en (i), resulta: 

Az = (A(x,y) + €,} Ax + {/»(x,y) + e 2 } Ay 

= /*(x,y)Ax + f»(x t y) Ay + t l Ax + e 2 Ay 

Obsérvese que la diferencial total, dz, es un valor muy próximo al del incremento total, Az, cuando \Ax\ y |zíy| 
sean muy pequeños. 
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[CAP. 57 


Problemas propuestos 


21. Hallar la diferencial total de: 


(a) 

z = x 3 y + 2xy 3 

Sol. 

(b) 

9 — are tag ylx 

Sol. 

(c) 

z = e* 2- » 2 

Sol. 

(<*) 

z = x(x % + y 2 )~ l/i 

Sol. 


dz = {3a; 2 + 2 y 2 )y dx + ( x 2 + 6y 2 )x dy 

. xdy — y dx 
dB ~ x 2 + y 2 

ciz = 2z(a; dx ~ y dy) 

_ y(y dx - x dy) 

~ (x 2 + y 2 ) 3 ' 2 


22. La frecuencia fundamental de vibración de un hilo o una varilla de sección circular sometidos a una tensión T viene dada 

por n — ■— / — -7, siendo / la longitud, r el radio y d la densidad. Calcular, aproximadamente, la variación de la 
2r/ y ?ca 

frecuencia, cuando (a) l aumenta en di, (b) T aumenta en dT t (c) / y T se modiñcan, simultáneamente, en las cantida¬ 
des citadas. 

Sol. (a) di , (b) £pdT, (c) 

23. Hallar, mediante el cálculo diferencial: 

(a) el volumen de un prisma recto de base cuadrada de lado 8,005 y de altura 9,996 centímetros. Sol. 640,544 cm*. 

(b) la diagonal de un prisma rectangular de dimensiones 3,03 por 5,98 por 6,01 metros. Sol. 9,003 m. 


24. Calcular, aproximadamente, el máximo error probable y el porcentaje de error cuando se halla z mediante las fórmulas: 


(á) z — nr 2 h\ r = 5 ± 0,05, h = 12 ± 0,1. 

(b) 1 ¡z = 1 // + 1 ¡g\ f= 4± 0,01. g = 8± 0,02. 

(c) z = y/x; x = 1,8 ± 0,1, ^ = 2,4± 0,1. 


Sol. 8,5jí; 2,8 % 
Sol . 0,0067; 0,25 % 
Sol. 0,13; 10% 


25. Calcular, aproximadamente, el máximo porcentaje de error en: 

(a) o> = ^fg]b sabiendo que el error probable en la medida de g es del 1 %, y el correspondiente en la medida de ó, 4 % 


Ind. ln« = ¿(lnp —ln6); = 


= 0 , 01 , 


db 

b 


.= 0,005. 


Sol. 0,005 


(ó) g = 2s¡t 2 sabiendo que el error probable en la medida de s es del 1 %, y el de la medida de /, del J %. 
Sol . 0,015. 


26. Hallar du/dt , siendo: 

(a) u = x V, x = 2/ 3 , y = 3/ 2 . Sol. 6xy 2 t(2yt + 3x). 

(b) u = x eos y 4- y sen x, x — sen 2/, y — eos 2/. 

Sol. 2(cos y + y eos *) eos 2t — 2{—x sen y + sen *) sen 2t . 

(c) w = xy + yz -i- zx t x = e\ y — e _l , z = e* + *SW. (x -f 2y + z)c*— (2x + y + z)e~*. 


27. En un instante dado, el radio de un cilindro recto circular mide 6 centímetros y aumenta a razón de 0,2 centímetros por 
segundo, mientras que Su altura, que mide 8 centímetros, disminuye a razón de 0,4 centímetros por segundo. Hallar la 
variación, con respecto al tiempo, del (a) volumen, (6) área total, en el instante considerado. 

Sol . (o) 4,87icm 3 /s, ( b) 3,2^cm 2 /s. 


28. Una partícula se mueve en un plano de forma que su abscisa y su ordenada vienen dadas, en función del tiempo, por 
x = 2 + 3r, y -= t 2 + 4, en donde xeyse expresan en metros y t en minutos. Hallar la variación de la distancia al 
origen en la unidad de tiempo en el instante t — 1. Sol. 5/\/2~m/min. 
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29. Un punto se mueve a lo largo de la curva de intersección de la superficie x* + 3 xy + 3 y 2 = z* con el plano 
x — 2y + 4 = 0. Cuando x = 2 y aumenta a razón de 3 unidades por segundo, hallar (a) la variación de y en la uni¬ 
dad de tiempo, (ó) la variación de z en la unidad de tiempo, (c) la velocidad del punto móvil. 

SoL (i a ) inc. 3/2 unidades/seg. (b) inc. 75/14 unidades/seg. en (2, 3, 7) y dec. 75/14 unidades/seg en (2, 3, —7), 
(c) 6,3 unidades/seg 


30. Hallar dz¡ ds y dzj dt , siendo: 

(a) i = x* — 2 y 2 y x — 3s + 2/, y = 3s — 2/. 

(b) i = x 2 + 3 xy + y\ x — sen s + eos /, y = sen 5 — eos /. 

(c) z = X a + 2y a , x = e' — e 1 , y = e‘ + e r . 

(¿0 z = sen (4x + 5y), z = j + /, y = 5 — /. 

(e) z = e** y x = + 2 í/, y — 2st + / 8 . 


5o/. 6(x — 2y) y 4(x + 2y) 

Sol , 5(x + y) eos 5, (x — y) sen / 

5o/. 2(x + 2y)e\ 2(2y — x)e t 

SoL 9 eos (4x + 5^), — eos (4x + 5>0 

SoL le** {tx + (í + t)y}> 

2e** {(j + /)x + sy } 


31. (o) Si w = /(x, y) y x = r eos 0, y = r sen 6, demostrar que 

fe)’ * fe)' = fe)' + ?(£)’ 

(6) Si u = /(x, jO y x = r cosh s y y = r senh 5, demostrar que 

/¿«Y _ = f Y - V*iY 

\dx/ \3j// \3r/ s 2 \5s/ 

d 2 z i a 2 z 

32. (o) Si z =/(x + a>9 + *(* — a>0, demostrar que 

índ. Hacer z = /(tí) + p(v), u = x + ay y v — x — ay . 

/ y \ ¿?z 0z 

(ó) Si z - * n /|—I» demostrar que x = nz. 

(c) Si z = /(x, >>)> x = g(t) y y — h(t) y demostrar que si se cumplen las condiciones de continuidad (Pág. 259). 

= /„(p')> + 2 f„g'h' + /„(*')* + f*g" + f,h" 

(d) Si z = /(x, y), x = g(r y s) y y = /z(r, s) y demostrar que si se cumplen las condiciones de continuidad 

= /«(Pr) 2 + 2 fxyQrhr + f yy (kr)* + /x^rr + fykrr 
—* fxxffrfft fxy{ffrhg ffghr) fyybrhg + f xQrm + /y/ir. 

= f X z(9*f + 2fxyg*k. + /yy(M 2 + /*P« + /* 


d 2 z 

dr* 

a 2 z 
dr d8 

d*z 

ds 2 


33- Una función,/(x, y), es homogénea de orden n y si/(/x, ty) = t n f(x y y). [Por ejemplo,/(x, y) = x 8 + 2xy + 3 y 1 es homo¬ 
génea de segundo orden; /(x, y) = x sen y/x 4 - y eos y/x es homogénea de primer orden.] Derivar/(/x, ty) = t n f(x y y) 
con respecto a /, y sustituir / por 1 para demostrar que xf x + yf v = nf. Comprobar esta fórmula aplicándola a las 
funciones de los dos ejemplos. Véase, también, el Problema 32 (ó). 


34. Si z = <f>(u y v) siendo w = /(x, >0 y 


. x . du dv du 

v = í( ^)' ys, ¥ = w y W 


dv 


demostrar que 



35. Aplicar (A) del Problema 20 para deducir las fórmulas de derivación (2) y (3). Ind. Para la (2), dividir por At. 



Capítulo 5 8 


Funciones implícitas 


LA DERIVADA de una función de una variable, definida implícitamente mediante una relación f(x , y) — 0, 
se trató en el Capítulo 6. Ahora, vamos a enunciar sin demostración, los teoremas siguientes: 

L Si /( x, y) es continua en una región del plano que contiene a un punto (jc 0 , y Q ) para el cual 

f(x 0 y 0 ) — 0, las derivadas parciales dfjdx y dfjdy son continuas en dicha región y dfjdy ^ 0 
en (jc 0 , y 0 ), existe un intervalo en torno de ( x 0 , y 0 ) en el que se puede despejar y de la ecua¬ 
ción f(x , y) = 0, siendo y una función continua y derivable con respecto a x: y — <f>(x) con 
Xí . dy _ dfjdx 

y ° - <Kx o) y dx - d fi dy ■ 


En el caso de tres variables, se verifica 


(Ver Problemas 1-3.) 


II. Si f{x , y 9 z) es continua en una región del plano que contiene a un punto (x 0 , y Q , z 0 ) para el 

cual F(x o, y Q , z Q ) = 0, las derivadas parciales 4~> 4—> son continuas en dicha región, y 

dx dy dz 

dFjdz ^ 0 en ( x 0 , y 0 , z 0 ), existe un intervalo en tomo de (x 0 , y Q , z 0 ) en el que se puede despe¬ 
jar z de la ecuación F(x, y 9 z) = 0, siendo z una función continua y derivable de x e y : 

dFjdy 


, dz dFjdx dz 

z = <Kx, y) con z 0 = y 0 ) y — = _ , — 


dFjdz ' 


(Ver Problemas 4-5.) 


III. Si f(x 9 y 9 u 9 v) y g(x 9 y 9 u 9 v) son continuas en una región que contiene al punto (jc 0 , y 09 w 0 , v 0 ) 
para el cual /(* 0 , y 09 u 0 , v 0 ) = 0 y g(x 09 y Q9 w 0 , v 0 ) = 0, y las primeras derivadas parciales 

(/a 

de / y g son continuas en dicha región, y si en (jc 0 , y 09 « 0 , v 0 ) el determinante J I 

dfjdu dfjdv\ 

dgjdu dgjdv\ ^ ex ^ ste un i nter valo en torno de (x 09 y 09 u 09 v 0 ) en el que del sistema 

f(x> y, w, v) — 0 y g(x 9 y 9 w, v) = 0 se puede despejar u y v como funciones continuas y deri¬ 
vadles de x e y: u = </>(x 9 y) 9 v = tp\x 9 y). Si en el punto (x 09 y 09 u 09 v 0 ) el determinante 


\ x >yf 


existe un intervalo en torno de (x 0 , y 09 w 0 , v 0 ) en el que del sistema f(x 9 y 9 u 9 


v) = 0 y g( jc, y 9 u, v) = 0 se puede despejar x e y como funciones continuas y derivables de 
u y v: x = h(ti 9 v), y — k(u 9 v). 

(Ver Problemas 6-7.) 


Problemas resueltos 

1. Aplicando el teorema I, demostrar que jr* 4- y % — 13=0 define a y como función derivable de x en un intervalo del 
punto (2, 3) que no comprenda a ningún punto del eje x. Hallar la derivada en dicho punto. 

Sea f(x f >>) = x 1 4- y 1 — 13. Tendremos, /(2, 3) = 0, mientras que en el intervalo de (2, 3) anterior, la función está 

definida, sus derivadas parciales dfjdx = 2x y dfjdy — 2y son continuas y dfjdy =£ 0. Por consiguiente, 

dL + ilL.dy - n v úm. - d/za* _ _ x __ _ 2_ 

dx dy dx ' dx df/dy y 3 
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en (2, 3) 
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2 . Hallar ~, siendo /(*, y) = y* + xy 12 = 0. - * % - W + *, y ^ 


3y’ + * 


3. Hallar rfy/<¿*, siendo e*seny + e'senx = 1. 

Haciendo /(x, y) = e x sen y + e* sen x — 1. Tenemos 

ax off cy 


e* sen y + e r eos x 
e* eos y + e r sen x 


4 . Hallar dz/ dx y dz¡ dy 9 siendo F(x, y, z) = x* + 3 xy — 2 y* + 3 xz + z* = 0. 

Tomando z como una función de x e y definida por la relación y derivando parcialmente con respecto a x y de 


nuevo con respecto a y, tenemos 


(i) 

(ü) 


dF , dF dz 


dz 


J¿ + aTaí = (2X + 3J/ + 3Z) + (3* + 2*)£ = o 


ar . aF a* 


dz 


= (3* — 4y) + (3* + 2z) — = 0 


De (i), 

dx 


dF/dx __ _ 2x + 3y + 3z dz 

dF/dy ~ 3x + 2 z * dy 


dF/dy _ 3x —4 y 
dF/dz ~ 3x + 2z 


5. Hallar dz/ dx y Bz/By t siendo sen xy + sen yz + sen zx = 1. 

Sea F(x, y, z) = sen xy 4- sen yz 4- sen zx — 1; tendremos 


dF 


dF 


dF 


-:^ = V eos xy 4 z eos zx, = x eos xy 4 z eos yz, — = y eos yz 4 x eos zx 


dz 

dx 


dF/dx 

dF/dz 


y eos xy + z eos zx dz __ dF/dy 


y eos yz 4 x eos zx * dy 


dF/dz 


x eos xy 4 z eos yz 
y eos yz 4 x eos zx 


6. Si u y v se definen como funciones de rey por las ecuaciones 

/(x, y, u, v) = x 4 y® 4 2uv = 0, y(x, y, u, v) — x* — xy 4 y* 4- v* 4 v* = 0, 
hallar (I) Bu/ Bx t dv¡ Bx y (II) Bu/ dy, Bvj By. 


(i) Derivando / y g parcialmente con respecto a x, tenemos 

1 + 2 t>^ + 2u 1^- = 0 y 2 x 

dX dX 

Bu Bv 

Despejando y ^ del sistema de ecuaciones 

du _ v 4 u(y — 2x) 
dx “ 2 (u 2 - v 1 ) 

(II) Derivando / y g parcialmente con respecto a y, tenemos 


+ 2u|^ + 2v^- = 0 

dx dx 


dv _ v(2x — y) — u 
dx ~ 2(u*-v*) 


Luego 


2 * + 2v d ¿ + 2ug - 0 y -X + 2„ + 2 «fj + *>£ = 0 

du _ u(x — 2y) + 2vy dv _ v(2y — x) — 2uy 

“ ,s _ y dy — 2(u* — v*) 


ay 


2(u* - v*) 


* , v Bu Bv Bu Bv ... Bx By Bx By 

7. Siendo ««- v* + 2x + 3y = 0. y «v + * -y = 0, hallar (a)—,—, y (« -gj. -g¡-. 

(a) Aquí x e y se consideran como variables independientes. 

Derivando las ecuaciones dadas parcialmente con respecto a x: 


2up- - 2v^- +2 = 0 
dx dx 


Bu 


Resolviendo el sistema de ecuaciones, obtenemos ^ = 


dU dv , . 

Vt -h M--h 1 = 0 

dx dx 

« 4 v Bv _ v —« 

U* 4 V* ^ dx H* 4 V* * 


Derivando, las ecuaciones dadas, parcialmente con respecto a y: 

du dv « ^ du . dv . _ a 

2w ^ - 2v ^ + 3 = 0 y v ñ + u m¡- 1 - 0 

Bu 2v — 3w dv 2 u + 3v 

Resolviendo el sistema, obtenemos = 2(<< , + ^ y = 2< „, + • 
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(A) Aquí u y v se consideran como variables independientes. 

Derivando las ecuaciones dadas, parcialmente, con respecto a u: 


2 u 


+ *1r + 3^ = oy v +- Ifr = Luego = - 


Bu ' v Bu ~ v ' du Bu -- Bu 

Derivando las ecuaciones dadas, parcialmente, con respecto a v: 


2 u 4- Sv dy_ _ 2(v — u) 

5 Bu 5 


_ 2t; + 2 |E + 3^ = 0 y « + !*-!» = 0 . 
du du du Bv 


Luego — 
av 


2u — 3u y ay _ 2(u 4- v) 
5 av ~ 5 


Problemas propuestos 


8. Hallar dy/dx, siendo: 


(o) x * — x % y 4* xy * — y* 


Sol, (a) 


3x* — 2xy 4- y* 
x* - 2xy 4- 3y* 


1 (b) xy — e z sen y = 0 (c) ln (jc* 4* y*) — are tag y/x 


e* sen y — y 
x — e* eos y 


(c) 


2x + y 
x-2 y 


0 


9 . Hallar dzfBx y dz/ dy, siendo: 

(а) 3x* 4- 4y* — 5z* = 60 

(б) x 1 4- y* 4- z % 4- 2xy + 4yz 4- 8zx = 20 

(c) x 4- 3y 4- 2% = ln z 

(d) z = e* eos (y 4- z) 

(e) sen (x 4* y) 4* sen (y 4* z) 4- sen (z 4- x) = 1 

Bz_ _ _ eos (x 4* y) 4* eos (z 4- x) Bz 
Bx ~ eos (y 4- z) 4- eos (z 4- x)' By 


Sol. Sz/dx = ||, dx/dy = ^ 

c / dz _ x 4- y 4- 4z Bz _ x + y 4- 2z 

° ' Bx ~ 4x 4* 2y 4- z * By ~ 4x 4- 2y 4- z 

Sol — = z — = 3z 
Bx 1 — 2 z* By 1 — 2 z 

„ . 3* _ _z_ Bz_ _ —e x sen (y 4- z) 

^ ’ ax 1 4- e* sen (y 4* z) f By ~ 1 4* e* sen (y 4* z) 


eos (x 4- y) 4- eos (y 4- z) 
eos (y 4- z) 4* eos (z 4- x) 


10. Hallar las primeras y segundas derivadas parciales de z, siendo: x % 4* 2 yz 4* 2zx = 1. 

Sol, = % + * 6z _ z d»z _ x — y + 2z a a z _ x + 2z B'z 2z 

Bx x 4- y ' ay “ x 4- y ’ dx* “ (x 4- y)* * ax ay ” (x 4- y)* ’ ay* “ (x 4- y)* 


11. Si /(x,y,z) =* 0 demostrar que É£.*H.dz - _i 

ay Bz Bx 

ÜLÍ£ _ 

12. Si x — /(*, y) y g(x, y) = 0, demostrar que ^ ^ - dy dX 

dx Bg 

dy 

13. Si/(*,*) - 0, y g(z,*) = 0, demostrar que 

dy dx dz dx dz 



14 . Hallar las primeras derivadas parciales de u y v con respecto a x. e y, y las primeras derivadas parciales de x e y con 
respecto a u y v, siendo 2u — v 4* x % 4* xy — 0, u 4* 2v 4* xy — y* = 0. 


Sol . dw 
dx 


-±(4* + 3y), g=±<2*-y), 


g = Í<*-3.), 


dv _ 4y — x 
dy - 6 


dx _ 4y — x By _ y — 2x dx _ 3x — 2y dy _ —dx — 3y 

du “ ?-(x* — 2xy — y*)’ du — 2(x* — 2xy — y*) ’ Bv ~ 2(x* — 2xy — y*) 1 dv ~ 2(x* — 2xy — y*) 


15. Si u — x 4* y 4* z, v *= x* 4* y* 4- z*, w = x* 4* y* *f z 8 , demostrar que 

dx yz dy _ x + z dz _ _1_ 

du ~ (x — y)(x — z)' dv — 2(x — y)(y — z)' du; 3(x —z)(y —z) 



Capítulo 59 


Curvas y superficies en el espacio 

TANGENTE Y PLANO NORMAL A UNA CURVA. Una curva en el espacio, se expresa en forma para- 
métrica mediante las ecuaciones 

* = f(t), y = g(t), z = h(t) (i) 

La ecuación de la tangente a la curva en el punto 
A.(*o> y<» z o) (determinado por t = t 0 ) es 

x — xa y — yo z — zo 
dx dy dz (2) 

dt dt dt 

y la ecuación-del plano normal (pasa por P„ y es per* 
pendicular a la tangente) es 

W {x ~ Xo) + |f (2/_í ' o) + = 0 W Fig ' 59 ' 1 

En (2) y (i), las derivadas están particularizadas en el punto P 0 . 

(Ver Problemas 1-2.) 



PLANO TANGENTE Y NORMAL A UNA SUPERFICIE. La ecuación del plano tangente a la super¬ 
ficie F(x , y, z) = 0 en uno de sus puntos P 0 (x 0 , y 09 z 0 ) es 

BF bf bf 

-^(x-xo) + j¡¡(y-yo) + -fo(z-zo) = o (4) 

y la ecuación de la normal 

x - xo _ y-yo _ z - zo 

dF ~ dF ~ dF (5) 

dx dy dz 

Las derivadas parciales están particularizadas en el 
punto P 0 . (Fig. 59-2.) 

(Ver Problemas 3-9.) 

UNA CURVA EN EL ESPACIO también se puede definir por las ecuaciones 

F{x,y,z) = 0, G{x,y,z) = 0 (tf) 

T as ecuaciones de la tangente a la curva en el punto P 0 (x 09 y ú9 z 0 ) es 
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X — Xo 

y - 

Vo 


Z — Zo 

dF dF 


dF 

dF 


dF dF 

dy dz 


dz 

dX 


dx dy 

dG dG 


dG 

dG 


dG dG 

~dy dz 


dz 

dx 


dx dy 


y la ecuación del plano normal es 


dF 

dF 


dF 

dF 


dF 

dF 

dy 

dz 

dG 

(x — Xo) + 

dz 

dG 

dx 

dG 

(y-yo) + 

dx 

dy 

dG 

dG 

dG 

dy 

Jz 


dz 

dX 


dx 

dy 


(z - Zo) 
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V) 


0 ( 8 ) 


En (7) y (8), las derivadas parciales están particularizadas en el punto P 0 . 

(Ver Problemas 10-11.) 


Problemas resueltos 


1. Deducir las ecuaciones ( 2 ) y (5) de la tangente y del plano normal a la superficie x =/(/)» y = g(t)> z = K0 en el 
punto P<¿x o, y 0 ,z 0 ) determinado por el valor del parámetro / = t 0 (ver Fig. 59-1). 

Sea P' 0 (x 0 + Ax, y 0 + dy, z 0 + dz) otro punto de la curva correspondiente al valor t = t 0 + dt. Cuando P' 9 ^*P 0 
a lo largo de la curva, la cuerda P 9 P\ tiende a la tangente en P 0 como posición límite. 

Las componentes de la cuerda P 0 P f o son [Ax, dy, dz]. Dividiendo cae 

metro resulta, -4^-, -4- . Ahora bien, cuando P\ -► P 0 , dt -► 0 y 

L dt dt dt j 

serán las componentes de un vector diferencial sobre la tangente en P 0 . Por 
genérico de la tangente, [x — x Q , y — y 9 , z — z 0 ] serán las componentes del vector P 0 P, En resumen, la ecuación de la 
tangente pedida será: 


la una de ellas por el incremento del pará- 
dx dy dz] \ dx dy dz 1 

"37’ ”37’ “37J [* , T'ír^ 

consiguiente, llamando P(x, y, z) un punto 


x — ar 0 _ y — yo z — zo 

dx/dt ~ dy/dt dz/dt 


Sea /?(x, y, z) un punto genérico del plano normal en P 0 ; como P 0 R y P 0 P son perpendiculares, la ecuación del 
plano normal en el punto P 0 es: 

(X ~ X,} W + iv ~ Vo) ^ + (2-Zo >37 = 0 


2. Hallar las ecuaciones de la tangente y del plano normal a: 

(a) la curva x = t, y = t 2 , z = / 3 en el punto f — 1, 

(ó) la curva x = t — 2, y = 3/ 2 + 1, z = 2t* en el punto donde corta al plano yz, 

(a) En el punto I = 1 o sea (1,1, 1), dx/dt = 1, dy/dt = 2r = 2, y dz/dt = 3/* = 3. Aplicando (2), la ecuación de la tan¬ 
gente es X i 1 = y 2 * - 2 1 y, aplicando (3), la ecuación del plano normal es (x — 1) + 2(y — 1) + 3(z — 1) 

= x + 2y + 3z — 6 = 0. 


(b) La curva dada corta el plano yz en el punto en el que x = t — 2 = 0, es decir, en el punto / = 2, o sea (0, 13,16). 
En este punto, dx/dt = 1, dy/dt = 6t = 12, y dz/dt — 6 1 * = 24. La ecuación de la tangente es y = y ^ = 2 ^ 
y la ecuación del plano normal es x + 12 (y — 13) + 24(z — 16) = x + 12 y + 24z — 540 = 0. 
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3. Deducir las ecuaciones (4) y (5) del plano tangente y de Ja normal a la superficie F(x, y, z) — 0 en el punto P 0 (*o> >o> ^o)* 
(Ver Fig. 59-2). 

Sean jc = /(/), y = g(t ), z = h(t), las ecuaciones paramétricas de una curva de la superficie F(x f y, z) = 0 que pasa 
por el punto P 0 . En este punto tendremos: 

dF_* ÉL + 0E. % , dF.d* — a 

dx dt dy' dt + dz* dt ~ U 

en donde Jas derivadas están particularizadas en dicho punto ¿Y 

r dx dy dz 1 

Esta relación expresa que la recta que pasa por P 9 de componentes (i) I -j-, -j-, I es perpendicular a la recta 


[ dx dy dz 1 

~dt * ~Úi' ~dt \ P cr P cn< ^* cu ' ar a ,a recta 

[ dF dF BF~\ 

~dx ’ ~By * ~dz ' ^roP 011 ® 111 ® 5 (0 pertenecen a la tangente 

a la curva situada en el plano tangente a la superficie, y las componentes (ii) son las de la normal a la superficie en el 
punto P 0 . La ecuación de esta normal es 


x — so _ y — yo 
dF/dx ~ dF/dy 

y la ecuación del plano tangente en P 9 es 


dFidz 


dF , . , dF, \ * BF, x A 

u(* _ **) + + j¡r <*-*•) - 0 

En los Problemas 4-5, hallar las ecuaciones del plano tangente y de la normal a las superficies dadas 
en los puntos indicados. 

4. 2 = 3jc* + 2y 2 — 11; (2, 1, 3). 

Qr Sír OE* 

Ponemos F(x, y, z) = 3x 2 + 2y 2 — z —11 = 0. En (2,1, 3): — 6x = 12, — = 4y — 4, y — = — 1. 

ex cy oz 

La ecuación del plano tangente es 12(jc — 2) + 4 {y — 1) — (z — 3) = 0, o sea 12jc + 4y — z — 25. 

La ecuación de la normal es — y ^ * = 2 ^ . 

5. F(x, 2 f , z) = x 2 + 3y* - 4z 2 + 3 xy - 10 yz + 4x - 5z - 22 = 0; (1, -2,1). 

■jjn an dF 

En (1, -2,1): = 2x + 3y + 4 = 0, = 6y + 3* - 10* = -19, = -8* - 10y - 5 = 7. 

La ecuación del plano tangente es 0(x — 1) — 19(y + 2) 4- 7(z — 1) = 0, o sea 19y — 7z + 45 = 0. 


La ecuación de la normal es 


x — 1 y + 2 z—1 


, o sea jc = 1, ly + 19z — 5 = 0. 


jc y z 

6. Demostrar que la ecuación del plano tangente a la superficie —-¡-r-- T — lenel punto P 9 (x 9f y 9t z 9 ) 

a o* c* 

xx Q yy 0 zzo _ i 

es a 2 b 2 c‘ 1 ' 

Fn P — — 2X ° <!E- — 2z ° 

° : dx ~ a* ’ d¿ ~ b* ’ dz ~~ c 2 ' 

La ecuación del plano tangente es ^r(x- x a ) - V°) - ~^r (*-*«) = 0. 

x 2 14 2 z 2 

que se reduce a — IDb _ .££2 - _ __í — i ya que P 9 pertenece a la superficie. 

a 2 b 2 c 2 ~ a 2 b 2 c 2 1 

7. Demostrar que las superficies 

F(x t y , z) = x 2 + 4y a — 4z* — 4 = 0 y G(yc t y t z) ~ x 2 + y 2 + z 2 — 6x — 6y + 2z 4- 10 = 0 son tangentes en 
el punto (2, 1 1 1). 

Tendremos que demostrar que las dos superficies tienen el mismo plano tangente en el punto dado. 

En(2 - 1 ’ 1): § = 2* = 4,^ = 8 í / = 8,^=-8* = -8 y 

f “ 2 *~ 6 = ~ 2 - f = 6 = - 4 > 2í + 2 - 4 - 

Como las componentes (4, 8, —8] y [—2, —4,4] de las normales a las dos superficies son proporcionales, ambas 
tienen el mismo plano tangente, 


l(*-2) + 2(y-1) - 2(z-l) = 0 


x + 2y — 2z = 2 
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8. Demostrar que las superficies F(x, y, z) = xy + yz — 4 zx = 0 y G(x, y, z) = 3z a — 5x + y = 0 se cortan ortogonal¬ 
mente en el punto (1, 2,1). 

Hemos de demostrar que los planos tangentes a las superficies, en dicho punto, son perpendiculares, o bien, que 
las normales a las superficies, en ese punto, son perpendiculares 

En (1,2,1): = y — 4 z = —2, = * + 2 = 2, y-g^ = y — 4* = —2. Las componentes de la normal 

a F(x, y, z) = 0 son [/„ w„ /»„] = [1, — 1,1 ]. 

$G SG SG 

En (1, 2, 1): - = —5, —— = 1, y —— = 6z = 6. Las componentes de la normal a G(x t y, z) = 0 son 

ox oy oz 

V%* »*1 = [—5,1, 6], 

Como Va + m x m 2 + n x n 2 — 1(—5) + (—1)1 + 1(6) = 0, dichas rectas son perpendiculares. 

9. Demostrar que las superficies F(x , y, z ) = 3x 8 + 4 y* + 8z 8 — 36 — 0 y G( jc, y, 2 ) = x 8 + 2y 8 — 4z s — 6 = 0 se cortan 
en ángulo recto. 

En un punto F 0 (x 0 » yo* z 0 ) común a las dos superficies: 

3F dF dF 

— = 6x 0 , Tjp- — 8y 0 , = 16z 0 , y [3x 0 , 4y 0 , 8z 0 ] son las componentes de la normal a la superficie en P 9 . 

Análogamente, [x 0 2y 0 , —4z 0 ] son las componentes de la normal a G(x , y, 2 ) = 0 en P 0 . 

Como 3zo(£o) + 4y 9 (2y 9 ) + 8z<>(—4z 0 ) — Zx 8 4- 8yJ — 32zj¡ 
dichas direcciones son perpendiculares. = + ^ ~ ~ { * X > + + «*¡) = 6(6) " 36 = °« . 


10, Deducir las ecuaciones (7) y (8) de la tangente y del plano normal a la curva alabeada C: F(x, y, 2 ) = 0, G(x, y, z) = 0 
en uno de sus puntos P 0 (x Ot y 0 , Zq). 

En P 0 las direcciones I y 1-^.,— son, respect * vamente * perpendiculares a los 

planos tangentes a las superficies F(x t y, 2 ) = 0 y <J(x, y, z) = 0. Como la dirección 


dF/dy 

dF/dz 

dF/dz 

dF/dz 

dF/dz 

dF/dy 


dG/dy 

BG/ Bz 

dG/dz 

dG/dx 

dG/dx 

dG/dy 



es perpendicular a dichas direcciones, será la de la tangente a C en P 0 . Por tanto, la ecuación de la tangente es 

x — xo y— yo 2 —20 


BF/By BFIB 2 
BG/By BGIB 2 
y la ecuación del plano normal es 


BFfBz BFlBx 
BG/Bz BGlBx 


BF/Bx BF/By 
BG/Bx BG/By 


BF/By BF/Bz 
BG/By BG/Bz 


(x — So) + 


BF/Bz BF/Bx 
BG/Bz BG/Bx 


(y — 2 / 0 ) + 


BF/Bx BF/By 
BG/Bx BG/By 


(2 - Zq) = 0 


11. Hallar las ecuaciones de la tangente y del plano normal a la curva x z + y 8 + z* = 14, x + y + 2 = 6 en el punto (1,2,3). 
Sea FU, y. 2 ) = * 8 + y 2 + z 8 — 14 = 0 y G(*,y, 2 ) = * + y + 2 — 6 = 0. En (1, 2, 3): 


dF/dy 

dF/dx 


2tf 2if 


dG/dy 

aG/az 


1 1 



4 G 
1 1 


% 


dF/dz dF/dz 


6 2 

— A 

dF/dx dF/dy 


2 4 

dG/dz dG/dx 


1 1 

— 4, 

dG/dx dG/dy 


1 1 


- -2 


Como [1, —2,1] son componentes de la tangente, su ecuación es 
normal es (jc — 1) — 2(y — 2) + (2 — 3) == x — 2y + 2 = 0. 


x — 1 _ y — 2 _ 2 — 3 

i r~ 


y la ecuación del plano 
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Problemas propuestos 

/ 12. Hallar las ecuaciones de la tangente y del plano normal a las curvas dadas en el punto indicado: 

(a) x = 2 í, y = £ 2 , z = ¿ s ; t = 1 5o/. * ~ ^ g = ~ 3 * » 2 x + 2 y + 3 z — 9 = O 

(b) z = te t , y = e‘, z=t; t = 0 Sol y = = . x + ^ + x-j = 0 

(c) x = £ eos t, y — t sen £ ( z — t\ t - O So/., x = z, y = Q\ x + z = O 

13. Demostrar que las curvas (i) x = 2 — /, y = —1//, z = 2r* y (ií) * = 1 + 0, y = sen 0 — 1, z = 2 eos 0 se cortan en 
ángulo recto en P(l, —1, 2). Obtener las ecuaciones de la tangente y del plano normal a cada curva en P. 

Sol (i) £ £^= i 4-^ = £ T^ : *-V-4 z + 6 = 0 (II) x-y = 2, z = 2; x + y = 0 

14. Demostrar que las tangentes a la hélice * = a eos /, y = a sen /, z = 6 / cortan al plano xy formando el mismo ángulo. 

15. Demostrar que la longitud de la curva (1) desde el punto t => t 0 hasta el t = viene dada por 

£ i/GHíMs)'- 

Calcular la longitud de la hélice del Problema 14 desde / = O a / = Sol. + 0* h. 

16. Hallar las ecuaciones de la tangente y del plano normal a las curvas dadas en el punto indicado: 

(a) x* + 2% / 2 + 2z* = 5, 3x - 2 y-z - 0; (1,1,1) 

(b) 9x 8 '+ 4y 2 — 36z = 0, 3x + y + z - z* — 1 = 0; (2,—3, 2) (c) 4z 2 = xy f X a + y % = 82 ; (2,2,1) 

Sol (o ) = 1LZÍ = ; 2* + 7j/ - 82 - 1 = 0 

(b) - ^ 2 = ——j— , y + 3~0; x + z — 4 = 0 (c) - ^ 2 - = , z — 1 = 0; x — ¡/ = 0 

17. Hallar las ecuaciones del plano tangente y de la normal a las superficies dadas en el punto indicado: 


(o) 

x 1 + y 2 + z % — 14; (1, - 

-2,3) 

Sol. 

n , o x-1 y + 2 _ z — 3 

x 2y + 3z = 14; j ~_2 3 

(b) 

x* + y 1 + z 2 = r 2 ; (xi,i/i,zi) 

Sol 

0. X-Xi 2/- 2/1 _ z-Zi 

xix + y¡y + ziz — r*; ^ - yi 

( c) 

x* + 2z* = 3j/ 2 ; ( 2 ,- 2 , 

- 2 ) 

Sol. 

lo n „ x -2 y + 2 z + 2 

x + 3 y 2z - 0 ; ^ = 3 = _ 2 

(d) 

2 x* + 2 xy + y* + z + 1 ; 

= 0; (1,-2,-3) 

Sol. 

i <, ní/ + 2 2 + 3 

z 2y = 1 ; x 1 = 0 , g 

(«) 

z = xy; (3,-4,-12) 


Sol. 

, « , . r. x — 2 y + 4 __ z + 12 

4x Sy + z - 12; 4 = _ 3 = x 


18. (a) Demostrar que la suma de los segmentos interceptados sobre los ejes coordenados por el plano tangente a la super¬ 

ficie * 1/a + y m + z m = a m en uno de sus puntos es igual a a . 

(b) Demostrar que la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de los segmentos interceptados sobre los ejes coorde¬ 
nados por el plano tangente a la superficie *® /3 + y 3 ' 3 + z m = a a/s en uno de sus puntos es a. 

19. Demostrar que las superficies dadas son tangentes en los puntos indicados: 

(d) ** + y* + z» = 18. xy - 9; (3. 3, 0). 

(fi) ** + y 8 + z 8 — 8 * — 8 y — óí + 24 — 0 .* 1 + 3y 2 + 2r* - 9; (2, 1,1). 

20. Demostrar que las superficies dadas son perpendiculares en los puntos indicados: 

(a) x 1 + 2y* — 4z* = 8 , 4 # 8 — y 9 + 2 z 9 = 14; ( 2 , 2 , 1 ). 

(b) x 2 + y 9 + z a = 50, * a + y 9 — 10 a + 25 = 0 ; (3, 4, 5). 

21. Demostrar que cada una de las superficies (i) 14x a + lly 2 + 8 z* = 66, (ii) 3z 2 — 5* + y = 0, (iii) xy + yz — 4zx = 0 
es perpendicular a las otras dos en el punto ( 1 , 2 , í). 



Capítulo 60 


Derivadas según una dirección 
Máximos y mínimos 


DERIVADAS SEGUN UNA DIRECCION. Sea la superfi- 
cié z = f{x 9 y) y P(x, y , z) un punto de la misma. Tra¬ 
zando por este punto (Fig. 60-1) planos paralelos a los 
coordenados xOz e yOz, cortarán a la superficie según 
las curvas PR y PS 9 y al plano xOy según las rectas 
P'M y P’N . 

Las derivadas parciales dz/dx y dzjdy particulari¬ 
zadas en el punto P, o bien en P'(jc, y ), representan la 
variación de z = P'P cuando permanecen constantes 
y y x respectivamente, es decir, la variación de z según 
las direcciones de los ejes x e y 9 o sea, las pendientes 
de las curvas PR y PS en el punto P. 

Consideremos, ahora, un plano que pase por P 
y sea perpendicular al plano xOy formando un án¬ 
gulo 0 con el eje jc. Si PQ y P'L son las intersecciones 
de este plano con la superficie, la derivada según la di¬ 
rección 6 de f(x 9 y) en P (o en P') viene dada por 



Fig. 60-1 


dz dZ A dZ 

= "r— eos 0 + — sen 9 (1) 

as dx dy v 7 

La derivada según la dirección representa la variación de z = P'P en la dirección de P'L, esto es, 

la pendiente de la curva PQ en P. 


La derivada según una dirección en un punto P es una función de 0. Si existe una dirección según 
la cual la derivada en P tiene un máximo relativo, este valor recibe el nombre de gradiente de la 
función f(x, y) en P. El gradiente, pues, es la pendiente de la tangente más inclinada que se puede 
trazar a la superficie en el punto P. 

(Ver Problemas 1-8.) 


Dada la función w = F(x 9 y 9 z), la derivada en un punto P(x, y 9 z) según la dirección (a, 0, y), 
viene dada por 

dF dF dF o , 9F 

te = á^ C08 “ + ^ cos/í + aT C0S > < 2 > 

(Ver Problema 5.) 


MAXIMOS Y MINIMOS. Supongamos que 2 — y) tiene un máximo (o un mínimo) en el punto 
P Q (x v , y 9 , z 0 ). Cualquier plano que pase por P 9 y sea perpendicular al plano xOy, corta a la super¬ 
ficie según una curva que tendrá un máximo (o un mínimo) en el punto P 9 , es decir, la derivada 




direccional eos 0 + 


w 


~~~ - , sen 0, de z = f(x, y) debe ser igual a 0 en P 0 cualquiera que sea el 
valor de 0. Por tanto, en P 0 , df]8x = 0 y dfjdy = 0 . 
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Los puntos en los cuales 2 = f(x , y) tiene un máximo (o un mínimo) son aquellos (jc 0 , ,y 0 ) en 
los que se verifiquen simultáneamente las ecuaciones dfjdx = 0 y Bfjdy = 0. Veamos los distintos 
casos que se pueden presentar: 


Supongamos que 2 = /(x, y) tengan primera y segunda derivadas parciales en una cierta región 
en torno al punto (x 0 , y Qi z 0 ) en el que dfjdx y dfjdy son nulas. Si A = ¿y j — (“^“) ("^) < ° 
en P 0 , z =f(x, y) tiene 


. dH d 2 f 

un mínimo relativo en P Q si > 0 

ox 2 dy 2 


dH d 2 f 

un máximo relativo en P ü si < 0 

u dx 2 dy 2 

Si á >0, no habrá en P Q ni máximo ni mínimo; si A = 0 la naturaleza del punto crítico P 0 es 

(Ver Problemas 10-15.) 


indeterminada. 


Problemas resueltos 


1. En la Fig. 60-1, sea P"(x + Ax , y + Ay) un segundo punto de P'L , y representemos por As la distancia P'P". Supo¬ 
niendo que las primeras derivadas parciales de z — f(x , y) sean continuas, según el Problema 20 del Capítulo 57, tendremos 

dz dz 

a z = — Ax + + ^Ax + *2 

donde € 1 y e 2 -► 0 cuando Ax y Ay -► 0. El valor medio de la variación de z entre los puntos P' y P" es 

A z dz Ax . dz Ai/ Ax A y 

As dx As dy As 1 As 2 As 

dz . dz 

= — eos 8 4- — sen $ + e. cos,0 4- sen 8 

dx dy 1 2 

siendo 6 el ángulo que la recta P'P" forma con el eje x. Ahora bien, como P" -+ P' a lo largo de P'L, la variación 
instantánea de z y es decir, la derivada direccional en P', es 


dz 

ds 


Bz_ 

dx 


eos 8 


, dz 

4- — sen e 

dy 


2. Hallar la derivada de z = x* — 6y* en el punto P'{1,2) según la dirección (a) 6 — 45°, (6) 6 = 135°. 
La derivada en un punto P'(x, y) según la dirección 8 es 

~ = 4— eos 0+4— sen 8 = 2x eos 0 — 12 y sen 8 
as ex cy 

(а) En P\l,2) en la dirección 8 — 45°: dzjds = 2 • 7(¿\/2) — 12 • 2(¿\/2) _= —5^/2. 

(б) En P\l,2) en la dirección 6 = 135°: dzjds = 2 • 7(—¿\/2) — 12 • 2(4^2) = —WVT. 


3. Calcular la derivada de z = ye* en el punto P'{0, 3) en la dirección (a) 0 = 30°, (6) 8 — 120°. 

~ — ye* eos 8 + e x sen 8 
as 

(a) En el punto (0, 3) en h dirección B — 30 Ut rfr/rff ^ 3 • VD + i — tíívTi- U. 

(¿>) Lft d pv n tó (0, 3J en la dirección 8 =— 120° dzjds 3 1 1(—i) + 4X^3 = 4(—3 4 Vd)* 


4. La temperatura T de un disco circular en uno de sus puntos (x, y) viene dada por T = 


64 


, siendo el origen 


x* + / + 2 

de coordenadas el centro del disco. Hallar, en el punto(l, 2), la variación de T con respecto a s según la dirección 8 = jt/3. * 

dT _ 64(2s) 64 (2 y) 

ds ~ (x 2 + y 2 + 2) s 


COS 9 


(X 2 + y 2 + 2) 5 


Sen 9 


En el punto (1, 2) en la dirección 0 = tt/3: 


¿r _ _i28/i\_25G/V*A = _64 (1 + 2v ^). 

-di - 49 y 2 J 49 V 2 ) 49 U + ¿V ' 
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5. 


El potencial eléctrico V en un punto (x, y) viene dado por V = In V x* + y*. Hallar la variación de Peón respecto a jen 
el punto (3, 4) según la dirección del punto (2, 6 ). 


dV 

ds 


x 

x * + y z 


eos 8 + 


y 

JC*+y B 


sen 8 


Como 8 es un ángulo deLsegundo cuadrante tag 6 = 

ju O 

Por tanto, en (3, 4) en la dirección indicada, = — 

ds 25 


2_3 = — 2 , eos 6 = 

(~^) + á(vf) 


1 

vr 

” 25 * 


y sen 8 = 


V5 


6 . Calcular el gradiente de la superficie del Problema 2 en el punto indicado. 

En el punto (7, 2) en lá dirección 8 , dzjds — 14 eos 8 — 24 sen 8. 

Para hallar el valor de 8 para el cual ^ es máxima, tenemos ” — 14 sen 0 — 24 eos 8 = 0. 

Por tanto, tag 8 = — 24/14 = —12/7 y 8 es un ángulo del segundo o del cuarto cuadrante. Si es del segu ndo cua¬ 
drante, sen 8 = 1 2 /Vi93 y eos 8 = —'7/\/Í93. Si fuera del cuarto, sen 8 — —12/VÍ93 y eos 8 = 7/V193. 

Como j = (—14 sen 8 — 24 eos 8) = —14 eos 8 4- 24 sen 8 es negativo para un ángulo del cuarto 

cuadrante, el gradiente es ^ = 14 ^==" j — 24 |— j = 2 y la dirección es 8 = 300° 15\ 


7. Hallar el gradiente de la superficie del Problema 3 en el punto indicado. 

En el punto (0, 3) en la dirección 8 , dzjds = 3 eos 8 + sen 0. 

Para hallar el valor de 8 para el cual ^ es máxima, tenemos ("¿r) = —^ ^ ® 008 ® ~ 

Luego tag 6 = 1/3 y 6 es un ángulo del primero o tercer cuadrante. 

Como (—3 sen 8 4- eos 6 ) =» —3 eos 8 — sen 8 es negativo para un ángulo del primer cuadrante, 

el gradiente es = 3 (—^=\ H-— VTÓ y I a dirección es 8 — 18° 26' 

* \vT5/ Vio 


8 . En el Problema 5, demostrar que la variación del potencial V con respecto a s es máxima a lo largo de rectas que pasan 
por el origen. 

dV Xi Vi 

En un punto (*i, yj en la dirección 8 , -j— = — 5 - 7— 2 eos 9 + , , a sen e. 

K 1 v ds x\ + y\ x\ + y\ 


Cuando ¿(S) “ " 


Xi 


X¡ +• y 


sentf 4* 


*? + 


V , n , n + _ 1/. 

2 -^cosí = 0 , t.g# = xM + ^ - - 


Por tanto, 8 es el ángulo de inclinación de la recta que une el origen con el punto (xi, yj. 


Hallar la derivada de F(x, y , z) = xy + 2 xz — y* -I- z 2 en el punto (1, —2,1) a lo largo de la curva x = /, y — t — 3, 
z = t % en la dirección creciente de z. 

Las componentes de la tangente a la curva en (1, —2,1) son [1,1, 2] y los cosenos directores 
son [l/x/6, 1/V6. 2/V6 ], La derivada en esa dirección es 


ñl 

dX 


ñF 

dy 


coa p 


ñfí 

dr 


coa y — o ~r t o 

Vi Vi 


Ve 


6 


10. Hallar los máximos y mínimos de f{x } y) = x % f y 1 — 4x -t- by -l- 25. 


Las condiciones = 2x — 4 = 0y^ 2y + 6 = 0 se satisfacen cuando x = 2, y = —3. 

Como f(x , y) = (x* — 4* + 4) 4- (y 1 4- 6y 4- 9) + 25 — 4 — 9 = — 2 ) a 4- (y + 3)* 4- 12 , es evidente que 

/(2, —3) = 12 es un mínimo de la función. 


Geométricamente, (2, —3, 12) es el mínimo de la superficie z ~ x 1 y % — 4jc + 6y + 25. 
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II. Hallar los máximos y mínimos de f(x , y) = x 3 -f y 3 + 3 xy. 

O y 1 o/ 

Las condiciones -J- = 3(x* -f y) — 0 y - 5 — = 3(y* + x) - 0 se satisfacen cuando x — 0, y — 0 y cuando 
ex ey 


x = — 1 , y = —L 

En (0, 0): = 6x = 0, = 3. y = 6y = 0. Luego 


&c« 

hay máximo ni mínimo 

ay 


En (-1,-1): 


dx* 


dxdy ^ J dy* 

ay ay 

^T5fe-- 3 -V -- 6 * Luego 


t^L\\ 

\ dxdy) 


ay ay 


dx* ay* 


= 9 > 0, y en (0,0) no 


\ dxdyj 


^■^l = -27<0 y 
8x‘ 8y> ’ y 


f*/ 4 - f < 0. Por tanto,/(—1, —1) «= 1 es el máximo de la función, 
ax* dy* 


12. Dividir 120 en tres partes de manera que la suma de los productos tomados de dos en dos sea máxima. 

Sean x, y y 120 — (x + y) las tres partes. 

Tendremos que hallar el máximo de S — xy + (x + y)(120 — x — y). 

= y + (120 —x —y) —(x + y) = 120 — 2 x — y, = x + (120 —x —y)—(x + y) - 120 — x — 2 y. 

pío pío 

Cuando —- = — = 0, tenemos 2x + y = 120 y x + 2y = 120. 
dx dy 

Luego x = 40, y = 40, 120 — (x + y) = 40 son las tres partes, y S = 3 • 40* = 4 800. 

Para la solución 1,1, 118, S — 237; evidentemente, S = 4 800 es el valor máximo. 


13. Determinar el punto del plano 2x — y + 2z — 16 más próximo al origen. 

Sea<x, y, z) el punto buscado; el cuadrado de su distancia al origen es D = x* + y* + z*. Como 2x — y + 2z = 16, 
y — 2x 4 - 2z — 16 será D = x* 4 - (2x + 2z — 16)* + z*. 

Las condiciones dD/ dx = 2x + 4(2x + 2z — 16)=0 y dD/ dz = 4(2x + 2z — 16) + 2z = 0 son equivalentes 
a 5x + 4z = 32, 4x + 5z = 32 y x = z = 32/9. Como sabemos que existe un punto para el cual D es mínimo 
(32/9, —16/9, 32/9) es el punto buscado. 


14. Demostrar que el paralelepípedo de área total S constante de volumen V máximo es un cubo. 

Sean las dimensiones x, y y z. Será V = xyz y S = 2(xy + yz 4- zx). 

De la segunda ecuación se despeja z y se sustituye en la primera, con lo cual, resulta V en función de x e y. Todavía 
se puede resolver más fácilmente, si se considera a z como una función de x e y. Tendremos 


SV 

dx 


, dZ 
yz 4- xy —, 


av , dz 

—— = xz 4 xy T , 
dy dy 


as 

dx 


= 0 


_ / , dZ , dz\ 

= \ y + * + *5 + »» )• 


¥ = o 

dy 


= 2^x 


__ . dz\ 

+ z + V-fy) 


dz 


De las dos últimas, — = — y ^ = — —r~ 

* 5x x + y dy x + y 


- . ... xy(y.+ z) 

Luego las condiciones = yz 


0 y = xz 

ay 


x + y 

x*(z — y) = 0. Por tanto, x = y = z, como queríamos demostrar. 


xyjx + z 
x + y 


= 0 se reducen a y*(z — x) = 0 y 


15. Calcular el volumen V del paralelepípedo recto de mayor volumen que se puede inscribir en el elipsoide 


, V a , _ , 

+ + ^ 


n* a* 

Sea P(x t y, z) un vértice, en el primer octante. Tendremos V = 8 xyz. 

Consideremos a t como una función, de las variables independientes x e y, dada por la ecuación deí elipsoide* 
Las condiciones necesarias para un máximo son; 


dV f dz\ 

aáT = + xv te) 


0 


dV oí ■ , ^ - 

Ty = - 


(í) 


2* + 2£.Ü _ o 

a* c* dx 


2y . 2z dz 


De la ecuación del elipsoide obtenemos 


0 . 
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Eliminando dz¡ dx y dz¡ dy entre estas relaciones y (/) obtenemos 


dV 

dx 


y finalmente 


8 



cvA 

a*z ) 


o y 


BV 



8 


( 


xz — 


C*xy*\ 
b*z ) 


0 


Combinando (2) con la ecuación del elipsoide llegamos a x ~ aVT/l, y = A\/3/3, y z 
Luego V — 8 xyz — (S\/J~/9)abc unidades de volumen. 


cvT/3. 


( 2 ) 


Problemas propuestos 


16. Hallar las derivadas de las funciones siguientes en los puntos dados y en las direcciones indicadas: {a) z = x 1 + xy + y 2 , 
(3, 1), 0*= ;r/3. (b) z = x* + y* — 3 xy, (2,1), 6 = are tag 2/3. (c) z = y + x cos_xy* (0, 0), B = n¡X ( d)z = 2x 2 4- 3 xy — y 2 , 
(1,-1), en la dirección del punto (2,1). SoL (a) \{1 + 5\/3)» (¿0 21^13/13, (r) JU + VT) f (í/)llvT/5. 

17. Determinar el gradiente dejas funciones del Problema 16 en los puntos dados. 

Sol. (a) VH (ó) 3 vTÓ, (c) VX (d) V26. 

18. Demostrar que el gradiente de V — In x 2 + y* del Problema 8 es constante a lo largo de un círculo x 2 4- y 2 = r 2 . 

19. Dada la superficie i — 8 — 4x* — 2> 2 t hallar (á) la dirección de la máxima pendiente en el punto (1,1, 2> y (b) la dirección 
de la tangente a la curva de nivel z = constante. Obsérvese que ambas direcciones son perpendiculares. 

Sol, (a) are tag i, tercer cuadrante; ( b ) are tag —2. 

20. Demostrar que la suma de los cuadrados dq las derivadas de z — /(x, y) en uno cualquiera de sus puntes y en dos direc¬ 
ciones perpendiculares, es igual al cuadrado del gradiente. 


21. Sean las funciones z = /(x, y) y w = g(x, y) de forma que dz/dx — dw¡dy y dz¡ dy — — dw¡ dx. Si y 0 2 son dos 
direcciones perpendiculares, demostrar que, en un punto cualquiera P(x,y ), dz/ds t ~ dw¡ds % y dz¡ ds t = —dwj ds 

22. Hallar la derivada de las funciones siguientes en los puntos dados y en las direcciones indicadas: 

(á) xy*z, (2, 1, 3), [1, —2, 2], (b) x 2 + y 2 + z*, (1, I, I), en la dirección del punto (2, 3, 4). (c) x 2 + y 2 — 2xz, 
(1, 3, 2), a lo largo de x 2 + y 2 — 2xz = 6, 3x fi — y 2 + 3z = 0 en la dirección creciente de z. 

Sol. (a) —17/3 (b) 6\/T4/7 (r) 0 


23. Hallar los máximos y mínimos de las funciones: 

{d) z = 2x + 4y — x 2 — y 2 — 3 
(A) z = x 2 + y 2 — 3xy 

( c ) z = x 2 4- 2xy + 2 y 2 

(d) z =(x-y)(\—xy) 

(e) z = 2x 2 + y 2 + 6 xy + lOx — 6y + 5 
(/) z = 3x — ly — 2x 3 — xy 2 + 2x 2 y + 

(*) z = x.y(2x + 4^+1) 


Sol. Máx. = 2 para x ~ 1, y = 2 
Sol. Mín. •= —1 para x — 1, y = I 
SoL Mín. = 0 para x = 0, y = 0 
Sol . No tiene máx. ni mín. 

Sol . No tiene máx. ni mín. 

SoL Mín. = —\/6* para x = — Vfyé, y = V 61 3; 

máx. = para x = \/6/6, = —Vb/3 

So/. Máx. = 1/216 para x = —1/6, y = —1/12 


24. Determinar tres números positivos x t y , z tales que: 

(o) x + y + z — 18 y x.yz sea máximo. (c) x 4- y + z — 20 y x;yz 2 sea máximo. 

(A) xyz = 27yx + y + zsea mínimo. (</) x + y + z = 12y xy 2 z 2 sea máximo. 

5o/. (o) x = y = z = 6, (A) x = ^ — z = 3, (c) x = jk.= 5, z = 10, (¿) x = 2, y = 4, z = 6 


25. Calcular el mínimo valor del cuadrado de la distancia del origen al plano Ax + By + Cz + D = 0. 

SoL D 2 /(A 2 + B 2 + O) 

2fi. (al Hallar el máximo volumen fle una caja paraielepipédiea sin tapa superior cuya área total es de 108 metros cuadrados. 

w naiiat id mínima atea tmai üb una caja naraieiemneaica sin tana surenor fle 500 metros cühioos <\t volumen, 
(a) IOS m". ib) 300 

27. Ostarminar «I Duntn de í - rv — 1 máí nríraimo al nriícn Sai (0. a -n 

28. Hallar la ecuación d<l plano Que pase por el punto (1.1,2) y determine, en el primer ociante, un volumen mínimo, 
SoL 2x + 2y + z — 6. 

29. Determinar los valores de p y q de tal forma que la suma 5 de los cuadrados de las distancias verticales de los puntos 
(0, 2), (1, 3), y (2, 5) a la recta y = px + q sea mínima. 

Ind. S = {q — 2) 2 +(p + <j — 3) 2 + (2/7 + <7 — 5) 2 . 


SoL p = 3/2, q = 11/6. 
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EL ESTUDIO DE LA GEOMETRIA ANALITICA PLANA 

mediante el cálculo vectorial es, normalmente, com¬ 
plejo debido a que los problemas que en ella se pre¬ 
sentan se pueden resolver teniendo en cuenta el con¬ 
cepto de pendiente. Por el contrario, el estudio de la 
geometría analítica en el espacio se facilita enorme¬ 
mente introduciendo el concepto y álgebra vectorial. 

Tres vectores a, b, c con el mismo origen no situados 
en un mismo plano ni paralelos dos a dos, forman un 
triedro a derechas si el sentido de c coincide con el de 
avance de un sacacorchos cuyo movimiento de rota¬ 
ción sea de a a b (Fig. 61-1). También se verifica que 
el sentido de b corresponde al de avance cuando la ro¬ 
tación sea de c a a y el de a, con el de avance cuan¬ 
do la rotación tiene lugar de b a c. 

Supongamos que los ejes de coordenadas forman 
un triedro trirrectángulo a derechas (Fig. 61-2), y sean 
i, j, k los vectores unitarios según los semiejes positivos 
jc, y , y z, respectivamente. Teniendo en cuenta lo dicho 
en el Capítulo 18, un vector libre cualquiera a se 
puede expresar en la forma 

a — flii + 0/2 j + a 3 k 

y si P( jc, y , z) es un punto cualquiera del espacio, el 
vector de posición r de P es 

r = OP = OB + BP = OA + AB + BP ( 1) 

— xi + yj + zk ' 

Toda el álgebra expuesta en el Capítulo 18 es válida 
en este capítulo con la diferencia de que, ahora, hemos 
de tener en cuenta una dimensión más. Así, pues, si 

a = a x \ + a 1 j + a 3 k y b = ¿y 4- j + ¿ 3 k, tendremos 



Fig. 61-1 



Fig. 61-2 


/ta = tcaj + ka t j + kaft siendo k un escalar cualquiera 
a = h si y solo Si a l ~ fa i9 
a ± b = (flj =b ftji 4 - (tf a ± ó B )j 4- (o a h a )k 

a • b = |a¡ |b| eos 0, siendo 0 el menor ángulo de los formados por a y b 
i*i~j.j = -k-k = 1; i - j=j*k = k*i = 0 

|a| = VaT- a = \/a\ + a\ + a\ 

a • b = 0 si a = 0, ob = 0, osiayb son perpendiculares. 
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De (7), obtenemos 


|r| = Vi^r = Vx 2 + y 2 + z 1 (2a) 

para la distancia del punto P(x , y, z) al origen. Tam¬ 
bién si Px(x ly y u z x ) y P 2 (x 2 , y 2 > z 2 ) son dos puntos 
cualesquiera (ver Fig. 61-3) 

P x P 2 = Pi B + BP 2 - P x A + AB + BPo 

= (* 2 — + (y t — yi)i + ( z 2 — z i)k 

y 

|Pi p 2 1 = V(x 2 - X,) 2 + (y2 - Si) 2 + (2b) 

es la fórmula que nos da la distancia entre dos puntos. 
* (Ver Problemas 1-3.) 



Fig.61-3 


COSENOS DIRECTORES DE UN VECTOR. Sean a, /?, y los ángulos que un vector a = a x \ + a 2 j 
+ a 3 k forma, respectivamente, con los semiejes positivos x, y y z, como se representa en la 
Fig. 61-4. De 


* 

3 


i*a = |i||a|cosa = |a|cosa 
a = |a| eos ¡3, k • a — |a¡ eos y 


tenemos 

cosa 


i* a _ Oa 

|a| |a| 


eos ¡3 = 


j • a _ 02 

|a| |a| 


eos y = 


k* a 

13 " 


03 

lal 


Estos son los cosenos directores de a. Como 


a 2 + a \ + ai 

eos 2 a + cos 2 0 + eos 2 y = - r— ¡t¡- = 1 

|a | 2 

el vector u = i eos a + j eos p + k eos y es un vector 
unitario paralelo a a. 


z 



Fig. 61-4 


VECTOR PERPENDICULAR A OTROS DOS. Sean 

a = aii-fa 2 j + a 3 k y b = bii-f b 2 j 4-?> 3 k 
dos vectores no paralelos con el origen común P. Es fácil de demostrar que el vector 



a 2 dz 

• 

dz di 

• 1 

ai a 2 


b% 63 

1 + 

bs 61 

J + 

b 1 b 2 


es perpendicular a a y b y, por tanto, al plano que forman. 
En los Problemas 5 y 6 se demuestra que 


i i k 

Ctl O 2 &3 

bi b 2 63 


( 3 ) 


|c| = |a| |b| sen 6 

= el área del paralelogramo que tiene a a y b como lados no paralelos. (4) 

En el caso de que los vectores a y b sean paralelos, b = ¿a y, según ( 5 ), se deduce que c = O, 
es decir, c es un vector nulo. Un vector nulo, por definición, tiene de módulo O y dirección y sen¬ 
tido sin especificar. 
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PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES. Sean 


a - aá + ct 2 j + a 3 k y b = bii + b 2 j + b 3 k 


dos vectores con el mismo origen P y n el vector unitario normal al plano formado por a y b, con 
un sentido tal que a, b y n forman un triedro a derechas de origen P , como se representa en la 
Fig. 61-5. El producto vectorial de a y b es, por definición, 


a X b = |a| |b| sen 0 n (5) 

siendo 0 el menor de los ángulos formados por a y b. 
Por tanto, a X b es un vector perpendicular a a y b. 

Como se ve en el Problema 6, 

|a X b| — |a| |b| sen 0 

representa el área del paralelogramo que tiene a a y b 
por lados no paralelos. 

Si a y b son paralelos, 0 — 0 o tt, y a X b = 0. Por 
tanto, 

ixi=jxj = kxk = 0 ( 6 ) 


¿ i 

a X b 



Fig. 61-5 


Si en (5) se invierte el orden de a y b, n se debe sustituir por —n; luego, 


b x a = —(a x b) (?) 

Como se han elegido los ejes coordenados de forma que determinen un triedro a derechas, se 
deduce 

i x j = k j x k = i 

j x i = -k k x j = -i 

Aplicando la propiedad distributiva (ver Problema 8): 


k x i = j 
ixk = -j 


(*> 


(a + b)xc = axc + bxc (9) 

Multiplicando (9) por —1 y aplicando (7) se obtiene: 


De donde 


c X (a 4- b) = 
(a + b) x (c + d) = a x c 


c x a + c x b 

*F axd + bxc -f bxd 


a x b 


i j k 

Gl 0,2 Os 

b i b 2 b$ 


(9') 

( 10 ) 

(U) 


(Ver Problemas 9-10.) 


TRIPLE PRODUCTO ESCALAR. Sea 6 (Fig. 61-6) el menor 
de los ángulos formados por los vectores b y c y <f> el co¬ 
rrespondiente de los formados por a y b X c. El triple 
producto escalar es, por definición, 

a • (b x c) = a • |b| |c| sen 9 n = |a| |b| |c| sen 6 eos <f> 

= (|a| eos <f>) (|b| |c| sen 0) = HA 
— volumen del paralelepípedo 



Se demuestra (ver Problema 11) que 


Fig. 61-6 
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a i 

ai 

a 3 








a'(bxc) = 

bí 

b 2 

b 3 

— 

(a 

x b) • c 



(12) 


Ci 

C2 

c 3 









Ci 

C 2 

c 3 


ai 

a 2 

a 3 




c • (a x b) = 

ai 

a¿ 

a 3 

— 

bi 

b 2 

b 3 


= a • (b x c) 



bi 

b 2 

b 3 


Ci 

C2 

c 3 





bi 

b 2 

b 3 



ai 

a 2 

dz 



b * (a x c) = 

ai 

a 2 

a 3 

= 

— 

bi 

b 2 

bz 

= — a • (b X c) 



Ci 

C2 

Cz 



Ci 

C 2 

Cz 



Análogamente, tenemos 











a* (b x c) = 

c* 

(axb) 

= b- 

(ex a) 




(13) 


y a-(bXc) = -b’(aXc) = —c-(bXa) = —a*(cXb) (Ib) 


De la interpretación del producto a • (b x c) como un volumen, se deduce que si a, b, c son tres 
vectores coplanarios, a • (b x c) = 0 y recíprocamente. 

Los paréntesis, en las expresiones a • (b x c) y (a x b) * c no son necesarios. Por ejemplo, 
a • b x c solo se puede interpretar bien por el producto a • (b x c), o bien por (a • b) x c. Ahora 
bien, a * b es un escalar y (a * b) x c carece de sentido. 

(Ver Problema 12.) 


TRIPLE PRODUCTO VECTORIAL. En el Problema 13, se demuestra que 

a x (b x c) = (a • c)b — (a • b)c 


Análogamente, 


(a X b) x c = (a • c)b — (b • c)a 


Por tanto, excepto para el caso en que b sea perpendicular a a y c 

a x (b x c) ^ (a X b) x c 
aquí es necesario utilizar paréntesis. 


(15) 

(16) 


ECUACION DE LA RECTA. Una recta del espacio que pase por un punto dado P 0 (x 0 , y 0 , z 0 ) se define 
como el lugar geométrico de todos los puntos P( jc, y , z) tales que P Q P es paralelo a una dirección 
dada a = + a 2 j + a 3 k. Sean r 0 y r los vectores de posición de los puntos de P 0 y P , respecti¬ 

vamente. Tendremos 

r — r 0 == ¿a (k, un escalar variable) (17) 


es la ecuación vectorial de la recta PP 0 . Ver Fig. 61-7. 

Poniendo (17) en la forma 

(x — jc 0 )í + (y — y 0 )j + (z — z 0 ) k = k(a x \ + aj + a z k), 


e igualando componentes 

x — x 0 = ha l9 y—y 0 = ka 2t z — z 0 = ka 3 
eliminando k, llegamos a 


* — x 0 





(18) 


que es la ecuación de la recta en coordenadas cartesianas 
rectangulares. Los números [<i x , a 2 , a 3 ] son las componen¬ 


tes de la recta y 


a i a 2 o 3 

w w’ w 


son sus cosenos direc¬ 



tores. 


Fig. 61-7 
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Si una cualquiera de las componentes a lt a 2 , a z es cero, el numerador correspondiente en (18) 
también es nulo. Por ejemplo, si a x = 0, a 2i a z ^ 0, la recta viene dada por 


X - Xq = 0, 


y-yo 
a 2 


Z — Zq 

a s 


ECUACION DEL PLANO. Un plano del espacio que pase 
por un punto dado P 0 t*o> 7o> z o ) se define como el lugar 
geométrico de todas las rectas que pasando por P 0 son 
perpendiculares a una dirección dada a = Ai + B\ + Ck. 
Sea P(x y y , z) otro punto cualquiera del plano. En estas 
condiciones, r — r 0 — P 0 P es perpendicular a a, como 
se representa en la Fig. 61-8, y la ecuación del plano será 

(r — r 0 ) • a = 0 (19) 


En coordenadas rectangulares, tendremos 



o 

o 


{(* — *o)* + 0 ' — y<¡A + (Z — z 0 )k} • (^i + B¡ + Ck) = 0 
A(x — x 0 ) + B(y — y 0 ) + C(z — z 0 ) = 0 

Ax + By + Cz + D = 0 (20) 


siendo D = — (Ax 0 + By 0 + Cz 0 ). 


Recíprocamente, sea P 0 (x 0 , y 0 , z 0 ) un punto de la superficie 

Ax + By + Cz + D = 0 

Sustituyendo Ax 0 + By 0 + Cz 0 + D = 0 

Restando, 

A(x — x Q ) + B(y — y 0 ) + C(z — z 0 ) 

= (^i 4- B\ 4 - Ck) • {(x — x 0 )i 4-Cy — y o)i 4- (z — z 0 )k} = 0 


el vector constante Ai 4* Bj + Ck es normal a la superficie, por lo cual dicha superficie es un plano. 


Problemas resueltos 


1. Hallar la distancia del punto P x (1, 2, 3) al: (a) origen, (b) eje jc, (c) eje z, 
(d) plano xy, (e) punto P t (3, —1,5). 

(а) r = OPi = i + 2j + 3k; |r| = Vi* + 2* + 3* = VÍ4 

(б) AP, = AB + BPi = 2j + 3k; |AP,| = yfi + 9 = VÍ3 

(c) DP, = DE + EPi = 2j + l; |DP,| = y/l 

(d) BP, = 3k; |BP,| = 3 

(e) PiPí = (3 - l)i + (-1 - 2)j + (5 - 3)k = 2i - 3j + 2k 
|PiP.| = V4 + 9+ 4 = VÍ7 


2. Hallar el ángulo 6 formado por los vectores que unen O con (1, 2, 31 
y P, (2, -3,-1). 


ri 

eos $ 


OP. = i + 2j + 3k, r» = OP, 
ri*r, _ 1 (2) + 2(—3) + 3(—1) 

Vl4 VÍ4 


ki| |r s | 


2i — 3j — k 


1 

2 ' 



6 = 120 ° 


Fig. 61-9 
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3. Hallar el ángulo a — ¿_BAC del triángulo ABC cuyos vértices son 
.4(1,0, 1), 5(2,-1,1), C(-2, 1,0). 


a = AC = —3i + j k, b - AB = i — j 
a • b -3-1 


eos a 


I-I Ibl 


v/22 


-0,85280, « = 148°31' 


4. Hallar los cosenos directores de a = 3i + 12j + 4k. 
Los cosenos directores son 



i • a 3 _ j • a 12 

cosa =-W = ñ’ C0Sp = -W = i3’ eosy 


k • a 


_4_ 

13 


5. Si a = aj + a 2 j + o*k y b = b 2 i 4- b 2 j + ¿> 3 k son dos vectores trazados desde un punto P y si 


c = 


di as 

b 2 63 


i + 


di a 3 

b 1 &3 


j + 


di dí 

61 62 


demostrar que |c| — |a| |b| sen 0 , siendo 6 el menor de los ángulos formados por a y b. 


a * b 

Tenemos eos 8 = y 


Ia| fb| 


sen 9 


- {|a| |b|} - 


y/(d\ + al + al) (61 + b\ + 61) — (aiÓi + a 2 62 + a 3 63) 2 


|a| |b| 


I a I |b| 


Luego, [c) = [a| [b] sen n como queríamos demostrar. 


6 . Hallar el área del paralelogramo cuyos lados no paralelos son a y b. 

De la Fig. 61-11, h = |b| sen 8 y el área es A la | — |a| jb[ sen 6. 

7. Sean a 2 y a 2 , respectivamente, las componentes de a paralela y perpendicular a b, ver Fig. 61-12. Demostrar que 

a 2 x b = a xbyaj xb = 0 

Si 8 es el ángulo formado por a y b, será laj = |a| eos 8 y |a 2 | = |a| sen 8 . Como a, a 2 , b son coplanarios 

a 2 x b = |a 2 | |b| sen <¡> n = |a| sen 8 |b] n 
= |a| |b| sen0n = a x b 


Como Zi y b son paralelos, x b = 0 
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8 . Demostrar que (a + b)xc = axc + bxc. 


En la Fig. 61-13, el origen P de los vectores a, b, c está en el 
plano del papel, mientras que sus extremos están situados por 
delante de este plano. Los vectores a t y b x son, respectivamente, 
las componentes perpendiculares a c de a y b. Por tanto, a^ b l# 
a! + bi, aj x c, b L x c y (b 1 4- bj) x c, están en el plano del 
papel. 

En los triángulos PRS y PMQ , 

RS |bi Xc| _ Ib 1 1 le! ]b,| = MQ 

PR la.xcl |ai||c| |a t | PM ; 

con lo que PRS y PMQ son semejantes. Como PR es perpen¬ 
dicular a PM y RS lo es a MQ , PS es perpendicular a PQ y a 
PS = PQ x c. Así pues, 

PS — PQ x c = PR 4- RS 
o bien (aj 4- bO x c = a, x c 4- bj x c 


B 



sustituyendo aj y b, por a y b, respectivamente (ver Problema 7), 
resulta lo que se trataba de demostrar. 

(a + b)Xc = aXc + bXc 


Fig. 61-13 


9. Siendo a = a x \ 4 - a 2 j 4- a 9 k y b — 4- b 2 i + ó 3 k, demostrar que 


a X b 


i j k 

Oí o 2 as 
6i 62 63 


Aplicando la propiedad distributiva 

axb = (aii 4-aaj + »3k) X (6ii + 6aj + 6sk) 

= aii X (bii + 62j + 6 s k) 4 - as j X (6ii 4 - b *j 4 - 6 s k) 4 - aak x (bii 4 - 6*j 4 - 63 k) 
= (aib 2 k — ajbsj) 4 * (—aibik + as ¿si) 4 - (0361 j ~ 1 as62i) 

= (0263 — 0362)1 — (0163 —o 3 6i)j 4 - (0162 — a 2 6i)k 

i j k 

— Oí 02 Os 

61 62 6s 


10. Deducir el teorema de los senos de la trigonometría plana. 

Consideremos el triángulo ABC cuyos lados son a, b, c de módulos o, 6, c, respectivamente, y cuyos ángulos inte¬ 
riores son a, /?, A. 

Tendremos 

• a 4- b 4- c = O 

Como a X (a 4* b + c) = aXb + aXc = O o aXb = cXa 

y b X (a 4 b 4 c) — bXa 4 bxc = O o bXc = aXb 

Sea axb = bXc = cXa 

|a| |b| sen y = |b| |c| sena = |c| |a| sen 

06 sen y — be sen a — ca sen /? 

y sen y _ sen 1 _ sen/3 

6 


c 


a 
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a = ¿^i + a ¿j + a 3 k, b = 6 x i -4 

b 2 ) 4 6 3 k, 

y 

C = 

c,i 

f- c* 





Oí 

a 2 

a 3 

a * 

(b X c) 

= 


61 

62 

63 





Ci 

c 2 

C 3 



i 

j 

k 



a • (b X c) = (ai i 4 a¿ j 4 

cr.ik) • 

6, 

62 

63 





Ci 

C 2 

C3 




— (aii + a 2 j + a a k) * [(foac.-i — b 3 ca)i + {b¿Ci — b { c 3 )j 4- (6i c 2 — 6 2 Ci)k] 

= ai (& 2 C 3 ~ 6 3 c 2 ) + a-¿(b;iCi — bi c 3 ) 4 a 3 (6i c¡¡ — b¿Ci) 



ai 

a 2 

a 3 

— 

61 

62 

63 


Ci 

C2 

c 3 


12. Demostrar que a *(a X c) = 0. 

Por ( I2) y a * (a x c) =(a x a) * c 0. 


13. Si a, b, c son los vectores del Problema 11, demostrar que a x (b x c) — (a * c)b — (a • b)c. 


a x (b x c) 


(ai i + a* j 4- a 3 k) X 


i j k 

b 1 62 6 3 

Ci C 2 C 3 


(ai 1 4* a 2 j 4" fl 3 k) X [(6 2 c 3 — 6 -» c 2 )i “h (63Ci — 61 c 3 )j 4" (6»c 2 — 6 2 Ci)k] 


i j k 

ai a 2 a 3 

62 C 3 — 63 C 2 63 Ci — 61 c 3 61C 2 — 62 Ci 


i(a 2 6 iC 2 — tt 2 6 2 Ci — aaftaCi ~h a 3 6 ic 3 ) 

4- j(a 3 62 C 3 — a 3 6 3 ca — ai6ic 2 4- ai6*Ci) 

4- k(ai 63 C 1 — ai &ic 3 — 026203 4" 026302 ) 


f i61 (ai Ci 4 * a2C2 4- a 3 c 3 ) f ici(ai 61 4 * 0262 4 * a 3 6 3 ) 

J + j6 2 (aiCi 4 * a 2 c 2 + a 3 c 3 ) — < 4- jc 2 (ai 61 + a 2 6 2 4 - a 3 6 3 ) 

4- k63 (ai Cj 4 * 02C2 a 3 0a) 4- kc 3 (ai 61 4- 02 62 4- a 3 6 3 ) 

( 6 j i + 62 j 4- 6 3 k)(a * c) — (01 i 4- c*j 4- c 3 k)(a • b) 
b(a • c) — c(a • b) = (a • c)b — (a • b)c 


como queríamos demostrar. 


14. La mínima distancia ¿/entre dos rectas del espacio que se cruzan,7, y / 2( es la distancia de un punto cualquiera de 4 al 
plano que, pasando por l 2 es paralelo a /,; es decir, si P x es un punto de 4 y P 2 de / 2 , d es la proyección, prescindiendo 
del signo, de P,P a sobre una perpendicular común a 4 y / 2 , 

Supongamos que l x pasa por el punto P x {x l% y u z*) y tiene la dirección de A = flii 4- flii + y que 4 Pitia por 

PjÓíj, y j, xj) y tiene la dirección b ™ + ónj 4“ ógk. 

Como PjPg = (jc 2 — jt,)i 4- (y 2 — yjj 4* U 2 — z,)k y el vector % x b es perpendicular a 4 y 4 , tendremos 


Pi P, • (a x b) 


(r 2 — ri) • (a X b) 

|a X b| 


a X b¡ 
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15. Hallar Ja ecuación de la recta que pasa por /VI, 2, 3) y es paralela a a ^ 2i — j — 4k. ¿Cuál de los puntos A( 3,1,-1), 
5(1/2, 9/4, 4), C(2, 0, 1) está situado sobre dicha recta? 

De (/7), la ecuación vectorial es 


(xi 4 y\ 4 zk) — (i + 2j 4 3k) = k( 2i — j — 4k) 

o sea 

(i) (x — 1)1 4 — 2)j 4 (z — 3)k - A(2i — j — 4k) 


la ecuación en coordenadas rectangulares es 



Aplicando (ii), se ve fácilmente que A y B pertenecen a la recta, y C, no. 

En la ecuación vectorial (i), para ver si un punto pertenece a una recta, basta dar un valor a k e identificar compo¬ 
nentes. El punto A pertenece a la recta porque 

(3 — 1)¡ + (1 — 2)J 4 (—1 — 3)k = A(2i — j — 4k) 
para k — 1. Análogamente B pertenece a la recta, ya que 

—ii 4 ij + k = k( 2i — j — 4k) 
para k — —El punto C no pertenece a la recta porque 


no se verifica ningún valor de k. 


i — 2j — 2k = k( 2 ¡—j—4k) 


16. Hallar la ecuación del plano 

(a) que pasa por P 0 (l, 2, 3) y es paralelo a 3* — 2y 4 4z — 5 =0. 

(i b ) que pasa por P Q ( 1, 2, 3) y P x ( 3, —2, 1), y es perpendicular al plano 3* — 2y 4 4z — 5 =0. 

0 c) que pasa por P 0 ( 1, 2, 3), 5i(3, —2, I) y P 2 (S> 0, —4). 

Sea P(x t y t z ) un punto genérico del plano buscado. 

(a) El vector a — 3¡ — 2j 4 4k es normal al plano dado y al que se quiere hallar. La ecuación vectorial de este 
último es 

(r — r 0 ) - a - 0 

y en coordenadas rectangulares es 

3(x — 1) — 20 — 2) + 4(z — 3) - 0 


o sea 3x — 2y 4 4z — 11—0 

(6) El vector r x — r 0 = 2i — 4j — 2k y a = 3i — 2j + 4k son paralelos al plano pedido; por tanto, — r 0 ) x a 
es normal a dicho plano. Su ecuación vectorial es 

(r —r 0 )* [(ri —r 0 ) x a] - 0 


La ecuación en coordenadas rectangulares es 


o sea 


(r — r 0 ) * 


i j k 

2-4—2 
3 —2 4 


- [(x - l)i 4 (. y - 2)i + (z - 3)k] * [—201 - 14j + 8k] 

= —20(x — 1) — 14 {y — 2) 4 8(z — 3) = 0 
20x 4 14 y — 8z — 24 - 0 


(c) El vector r x — r 0 = 21 — 4j — 2k y r 2 — r 0 = 4i — 2j — 7k son paralelos al plano pedido, por lo cual 
^— r^ x — r^ es normal a dicho plano. Su ecuación vectorial $s 

^ i w ¿ v 


u la immrión on naardonarluíi rootanaularoD od 


(r — r 0 ) ■ 


¡ i k 
2-4—2 
4 —2 —7 


[(x - 1)1 4- {y - 2)J + (* - 3)k] • [241 + 6j 4 12k] 


- 24(x — 1) 4 6 (y — 2) 4 12(z — 3) = 0 

4x 4 y 4 2z — 12^0 


o sea 




292 


VECTORES EN EL ESPACIO 


[CAP. 61 


17. Hallar la distancia d del punto /* 0 (l t 2, 3) al plano n de ecuación 3x — 2y + 5z — 10 — 0. 

Un vector normal al plano es a ^ 3i — 2j + 5k. Tomemos el punto P l ( 2, 3, 2), del plano n. La distancia d , pres¬ 
cindiendo del signo, es la proyección de P 0 P, sobre a. Por tanto, 


't' 

1 

o 

• 

» 


(i + j - k) • (3i - 2j 4- 5k) 

la 


\/38 



Problemas propuestos 


18. Hallar el módulo de los vectores 

(*) a = 2i + 3J 4- k. 

(6) b = 3i — 5j 4- 9k. 

(c) c, que une P¡Q, 4, 5) con P 2 (l, —2, 3). Sol. (a) Vl4, ( b ) VTÍ5, (c) 2\/TT 


19. Dados los vectores del Problema 18: 

(á) Demostrar que a y b son perpendiculares. 

(b) Hallar el menor de los ángulos formados por ayo. Idem de b y c. 

(c) Hallar los ángulos que b forma con los ejes coordenados. 

Sol. (b) 165°14', 85°10'; (c) 73°45\ 117°47\ 32°56 / . 


20. Demostrar que: i'i—j*j—k-k = l;i*j=j*k = k*i=0. 

21. Hallar el vector unitario en las direcciones de los vectores a y b del Pro¬ 
blema 18. 

22. Hallar los ángulos interiores f$ y y del triángulo del Problema 3. 

Sol . $ = 22°12', y = 90°16' 

23. Dado el cubo de arista unidad de la figura, hallar: 

(á) el ángulo formado por su diagonal y una arista, 

(b) el ángulo formado por su diagonal y la de una cara. 

Sol . (a) 54°44\ (6) 35 c 16' < 



24. Demostrar que la proyección escalar de b sobre a viene dada por , , . ^ 

la | Fi*. 61-14 

25. Demostrar que el vector c de la ecuación (3) es perpendicular a los a y b. 


26. Siendo a = i + j, b = i — 2k, c = 2i 4- 3j 4- 4k, calcular 


(a) a x b = —2i 4- 2j — k 

rm dxcz^oihbdjt 

t A a = —ti T tj — R 
W) (a + DI X [a — DJ = 41 — 4j + ZK 


(e) 

r n 

\Sf 

m 


(a x b) = 0 
fO Jl O m r-r 

yt n — ai 


a a r\ — ¿i n» 

C X (a * PJ - — Hl — 01 T IUR 


27. Hallar el área del triángulo cuyos vértices son ,4(1, 2, 3), B(2, —1, 1), C(—2, 1, —1). 

Ind . |AB x AC| ^ doble área. Sol. 5^/5- 

28. Hallar el volumen de! paralelepípedo cuyas aristas son O A, OB , OC siendo A( 1,2, 3), B(\ y 1, 2), C( 2, 1,1). 
Sol . 2. 
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29. Siendo u = a x b, v = b x c, w = c x a, demostrar que 

(a) u*c=va = w*b 

( b ) a • u = b * u = 0, b * v = c • v — 0, c * w = a • w = 0 

(c) u * (v x w) = {a • (b x c)} 2 

30. Demostrar que (a + b) - {(b + c) x (c + a)} = 2a • (b x c). 

31. Hallar el menor ángulo de intersección de los planos 5x — 14 y + 2 z — 8=0 y 10x — 11^ + 2z + 15=0. 

Ind . Hallar el ángulo formado por sus normales. Sol . 22°25' 

32. Hallar la ecuación vectorial de la recta de intersección de los planos x + y — z— 5=0 y 4x— y — z + 2 = 0. 
Sol. (x — l)i 4- (y — 5)j + (z — l)k = k{— 2i — 3j — 5k), siendo P 0 (l, 5,1) un punto de la recta. 

33. Hallar la mínima distancia entre la recta que pasa por A( 2,—1,—1) y B( 6,—8,0) y la que pasa por C(2,1,2) y 

D(0, 2, —1), Sol. Vó/6 


34. Definir una recta que pase por el punto P 0 (*o> To» *o) como el lugar geométrico de los puntos P(x,y, *) tales que P 0 P 
y OP 0 sean perpendiculares. Demostrar que su ecuación vectorial es de la forma (r — r 0 ) * r 0 = 0. 


35. Hallar la ecuación de la recta que pasa por P 0 (2, — 3, 5) y 
(n) es perpendicular a Ix — 4y + 2z — 8=0. 

(ó) es paralela a la recta x — y + 2z + 4 = 0, 2x + 3y + 6z — 12 = 0. 
( c ) pasa por /V3, 6, —2). 


Sol. (o) 


T + 3 


z — 5 


(b) 


2 ! 


T+3 


12 


z —5 
—5 


(c) 


x — 2 


7 + 3 


z — 5 
—7 


36. Hallar la ecuación del plano 

(a) que pasa por PqU, 2, 3) y es paralelo a a =21 -h j — k y b = 3i + 6j — 2k. 

( b ) que pasa por P 0 (2, —3, 2) y por la recta 6x + 4y + 3z + 5 = 0, 2x + y + z — 2 = 0. 

(c) que pasa por P 0 (2, —1, —1) y P/l, 2, 3) y es perpendicular a 2x -b 3 y — 5z — 6=0. 

Sol. (a) 4* + y + 9z — 33 = 0, (b) 16x + 7y + 8z — 27 = 0, (c) 9x — y + 3z — 16 = 0. 

37. Siendo r 0 = i + j -b k, n = 2¡ + 3j + 4k, y r 2 = 3i + 5j + 7k tres vectores de posición, demostrar que 

r 0 x T] + r, x r, + r 2 x r 0 = 0. ¿Qué se puede decir de los extremos de estos vectores? 

Sol . Son colinea les. 

38. Si P o, P lt P 2 son tres puntos no colineales y r 0 , t u r 2 son sus vectores de posición, calcular la posición de 
r 0 x ti + n x T| + r, x r 0 con respecto al plano P 0 P Í P Z . Sol. Normal. 

39. Demostrar que: (a) a x (b x c) + b x (c x a) + c x (a x b) = 0. 

(b) (a x b) • (c x d) = (a • c) (b * d) —(a * d) (b • c). 

40. Demostrar que: (á) Las mediatrices de un triángulo se cortan en un punto. 

(b) Las alturas de un triángulo se cortan en un punto. 

41. Sean ^(1,2,3), B{ 2,—1,5) y C(4,1, 3) tres vértices del paralelogramo ABCD. Hallar: (a) las coordenadas de D, 
(fy el área de ABCD ^ (cj) el área de la proyección ortogonal de ABCD sobre cada uno de los planos coordenados. 

Jof. (¡o)Dp,é. G, ¿fó ¿Víd. ló fl.d.í. 

42. Demostrar que el área de un paralelogramo en el espacio es igual a la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de las 
areas ae las proyecciones aei parale iogramo soorc ios planos coorucnauas. 
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Derivación e integración vectorial 


DERIVACION. Sean 

r = i/x(í) + j h(t) + kf 3 (t) = ift + j f 2 + k fi 

s = Í9i(t) + j 9*(t) + k03(t) = \gi + j g 2 + k03 

u = ihi(t) + jh 2 (t) + kh 3 (t) = ihi+jhi + kht 

vectores cuyas componentes son funciones de una sola variable escalar t cuyas primeras y segundas 
derivadas son funciones continuas. 

Se puede demostrar, como se hizo en el Capítulo 18 para los vectores en el plano, que 


d dr . ds 

3f (r4S ) = ar* + '•* 


w 


Teniendo en cuenta las reglas de derivación de determinantes cuyos elementos son funciones 
de una sola variable, 




d_ 

dt 


i j k 


i j k 


i j k 

/ 1 fz f 3 

— 

n n n 

+ 

fl f 2 fs 

01 02 03 


01 02 03 


9[ 02 9¡ 


( 2 ) 


dr ds 

= di XS + rX di 

d (r-(sx u)} = |'(sxu) + r 


ds 


X u + r * s X 


d u 


(*) 


dtdt v ' \dt J \ dtj 
Estas fórmulas también se pueden establecer desarrollando los productos indicados antes de derivar. 
De ( 2 ) se deduce 


dr 


dí{rx(sxu)} = s x(sxu) + rx^(sxu) 


dt 

dr 




ds 


du 


= * (s x u) + rx( — Xu) + rxfsx^ 


dt 


dt 


CURVAS EN EL ESPACIO. Consideremos la curva 

* = Mi y = Mi í = Mf) 


¡ci -f yj + zk 


dr 


(í) 


siendo las primera:! y segundas derlradaa de ,/W Íimiwwi** evnLnvtftV' Svf* ^1 ^«4— J- 

posición de un punto genérico z) de la curva 


Como se vio en el Capítulo 18, l = — es el vector tangente unitario a la curva. Llamando R al 

as 

vector de posición de un punto (X y 7, Z) de la tangente en P y la ecuación vectorial de esta recta es 
(ver Capítulo 61) 


294 
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R — r = kt (k, un escalar variable) 
y la ecuación en coordenadas rectangulares 


( 6 ) 


X-x 


Y- 


Z-z 


siendo 

los cosenos directores eran 


dx dy dz 

ds ds ds 

~- 9 }-1 sus cosenos directores. En la ecuación correspondiente, (2) del Capítulo 59, 


dx dy dz 1 
~ds 9 ~di\ 


dx dy dz 1 
~dt 9 ~dt 9 ~dt\ 


illli 


La ecuación vectorial del plano normal a la curva en el punto P viene dada por 

(R — r) • t = 0 

siendo R el vector de posición de un punto genérico del plano. 

También, como se vio en el Capítulo 18, 
dt 

— es un vector perpendicular a t. Llamando n 
ds 

al vector unitario con la dirección y sentido 

de tendremos 
ds 

§ = W» 

siendo \K\ el módulo de la curvatura en P. El 
vector unitario 


(7) 


j plano osculador 
plano normal 


11 = TTrl T 


(*) 


dt 

\K\ ds 

se denomina normal principal a la curva en P . 
El vector unitario b en P 3 definido por 

b = t X n (9) 



Fig. 62-1 


recibe el nombre de binormal en P . Los tres vectores t, n, b forman en P un triedro trii rectángulo 
a derechas que constituye un sistema de coordenadas muy utilizado en el estudio de una curva 
en las proximidades de uno de sus puntos. (Ver Problemas 1-2.) 

En un punto genérico P de una curva en el espacio los vectores t, n, b determinan tres planos 
mutuamente perpendiculares: 

(i) el plano osculador , formado por t y n, de ecuación 

(R — r) * b = 0 

(¡i) el plano normal , formado por n y b, de ecuación 

(R — r) • t = 0 

(iii) el plano rectificante , formado por t y b, de ecuación 

(R — r) • n = 0 

En unü Vt7 kU TYMViVMS^i r cs C1 YCClor de poauddti de un punte gsnirieo Je eaJa vnv Jt Iví 

planos. 


SUPERFICIES. La ecuación de una superficie es F(x y y, £) — 0 (ver Capitulo 59). Expresando x 3 y 3 z 
en función de dos variables independientes o parámetros u y v se obtienen las ecuaciones paramé¬ 
tricas, por ejemplo, 

x=/ 1 (k, v), y = f 2 (u, v), z=/ 3 (k, v) (10) 









296 


DERIVACION E INTEGRACION VECTORIAL 


[CAP. 62 


Si se sustituye u por una constante u 0 las ecuaciones (10) se transforman en 

x=fi(u 0 ,v), y = Mu 0 , v), 2=/a(«o. v) (11) 

que representan una curva particular de (curva u) la superficie. Análogamente, sustituyendo v por 
el valor constante v 0 , las ecuaciones (10) se transforman en 

X = fi(u, V 0 ), y = / 2 (u, v 0 ), 2 = /a(u, v 0 ) (12) 

que representan otra curva particular de (curva v) la superficie. Ambas curvas se cortan en un punto 
de la superficie que se deduce al sustituir, simultáneamente, u = u 0 , v = v 0 en (10). 

El vector de posición de un punto genérico P de la superficie viene dado por 

r = xi + y\ + zk = í/i(i¿, v) + j f 2 (u, v ) + k f z (u, v) (13) 


Sean (11) y (12) las ecuaciones de las curvas u y v que pasan por P, En estas condiciones 

/*(«•» v ) + fc¿/3(uo,v) 

es un vector tangente a la curva u en P y 


dr 

bu 


b b b 

+ v °) + k dü f3{u>Vo) 


es un vector tangente a la curva v en dicho punto. 
Las dos tangentes determinan un plano que es, 
por consiguiente, el plano tangente a la superfi¬ 
cie en el punto P . Es evidente que una normal 
a este plano viene dada por 


bu bv 


(U) 


El vector normal unitario a la superficie en 
Pe s 


— x — 
bu bv 

br br 

bu X bv 


(15) 



Llamando R al vector de posición de un punto genérico de la normal a la superficie en P , resulta 
la ecuación vectorial de esta recta 

= k (lÚ x %) {,í) 

Asimismo, llamando R al vector de posición de un punto genérico del plano tangente a la su¬ 
perficie en el punto P, resulta la ecuación vectorial de dicho plano de la forma 

(R - r) {Jí x ñ) = 0 w 

[uin 2 ) 


OPERADOR V, En el Capítulo 60 hemos visto que la derivada de la función x =Rx,y) en un punto 
cualquiera (*, y) en una dirección que forme un ángulo 6 con el semieje x positivo, viene dada por 


dz bf bf 

-T- = t- eos 0 + sen 0 

ds bx by 
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El segundo miembro se puede expresar en la forma siguiente: 


~ eos e + sen 9 = 

dx dy 


dx J dy 


eos 6 + j sen 0) 


(18) 


Ahora bien, a = i eos 6 + j sen 6 es un vector unitario cuya dirección forma un ángulo 0 con 
el semieje x positivo. El otro factor, expresado en la forma 

{ i ic + j ¿) / 

sugiere la definición de un operador diferencial vectorial, V (nabla), dado por 


T7 _ • 3 . . 3 

v - "aí + 


(19) 


o/* p/* 

En análisis vectorial la expresión V/ = i + j recibe el nombre de gradiente de / y se es¬ 
cribe abreviadamente grad /. De (18) se deduce que la componente de V/ en la dirección de un 
vector unitario a es la derivada de / en la dirección de dicho vector a. 


Sea r = xl + y] el vector de posición de P(x , y ). Como 


__ df dx df dy 

ds dx ds dy ds 

dr 

= v/ '5 


dx dy 


.dx .dy 
1 ~is + 2 ~ds 


d¿ 

ds 


| V/| eos <¡> 


dr 


df 


siendo <f> el ángulo formado por los vectores V/y se desprende que es máximo para eos <f> 

= 1, es decir, cuando V/ y tienen la misma dirección. Por tanto, la derivada direccional máxima 

ds 


en P es |V/|, y su dirección es la de V/. 
Dada la función w = F(x,y, z), 


(Ver Problema 4.) 


_ „ _ ,dF ,dF BF 

1 dx ■* dy k dZ 

y la derivada de F(x, y , z) en un punto arbitrario según la dirección a = ay + a t j + a 3 k es 

dF 


ds 


= VF -a 


( 20 ) 


Como en el caso de dos variables, |V.F| es la derivada direccional máxima de F(x, y , z) en el punto 

P(x,y,z) y su dirección es la de VF. ... _ ,, _ . 

v 3 ’ 3 (Ver Problema 5.) 


Consideremos, ahora, la superficie F(x, y, z) = 0. La ecuación del plano tangente a la superfi¬ 
cie en uno de sus puntos P 0 (x 0 , y 0 , z 0 ) es 




= [(X - £Co)i + [V - Vo)J r [i- £ 0 }Kj 


flF 


rir _ af 


1 dx 1 ■* dy 1 n 5z 


(M) 


en donde las derivadas parciales están particularizadas en P 0 . El primer factor es un vector arbi¬ 
trario que pasa por P 0 y está contenido en el plano tangente; el segundo factor, VFen P 0 , es normal 
al plano tangente, es decir, normal a la superficie en P 0 . ^ p ^ ^ ^ 



298 


DERIVACION E INTEGRACION VECTORIAL 


[CAP. 62 


DIVERGENCIA Y ROTACIONAL. La divergencia de un vector F = i/j (x, y, z) + y, z) + k/ 3 
(x, r), se define por 

divF - V-F - ±f t + ±-f 3 + (22) 

El rotacional del vector F se define por 

I i 3 k I 


rot F 


V x F 


_ó d_ d_ 
dX d]f dZ 

fi h f 3 


* 


h~~h i + \izh-izU j + k 


dz ' dx 


bx'* dy' J 

(Ver Problema 8.) 


INTEGRACION. El estudio de la integración vectorial lo limitaremos aquí a los conceptos de integral 
de un vector y de integral curvilínea. Como ejemplo del primer concepto, sea 

F(«) = i eos u + j sen u + au k 

un vector función de una variable escalar u . En estas condiciones 

F'(w) = - i sen u + j eos u + a k 


j 

J* F'(m )du = J' (- i sen m + j eos k + ak )du 

= i (* — sen u du + j ^ eos u du + k. ^ o. du 

= i eos u + j senw + awk + c 
- F(w) + c 

siendo c un vector constante arbitrario independiente de u. También, 


f F'(u) du = F(u) + c = F(6) — F(a) 

u ~-n L = a 


(Ver Problemas 9-10.) 


INTEGRAL CURVILINEA. Consideremos dos puntos del espacio, P 0 y P lt unidos por un arco C que 
puede ser un segmento rectilíneo, una porción de una sola curva x = &(/), y = g 2 (t), z = g 2 (t\ 
o bien estar formado por varios subarcos de curvas distintas. En cualquier caso se supone que el 
arco C es continuo en todos sus puntos y que no se corta consigo mismo. Consideremos, además, 
una función vectorial 

F = F(*, y, z) = y, z) + j/ 2 (x, y, z) + k/ 3 (x, y, z) 

ijue en la región del espacio próximo a C y en particular en iodo* lo* punto* de C define un néctar 
conocida r,i ii moauio, uircwuon } acmiQuj. nLj/iwviwiiiwmvyn j/wi 

r = xi + >>j 4- lk (24) 

el vector de posición de un punto genérico P(x, y, z) de C. Le integral 

£("*)* = F ' ¿r (2i) 
se denomina integral curvilínea, es decir, la integral a lo largo de la trayectoria C dada. 
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Supongamos que F es un vector representativo de una fuerza dada. El trabajo realizado al des¬ 
plazar una partícula a lo largo de un camino elemental dx viene dado (ver Problema 9, Capítulo 18) 
por 


|F| \dr\ eos 6 = F • dx 


y el trabajo necesario para desplazar la partícula desde P 0 a P lt a lo largo del arco C es 

xv* 

C 

dr = idx 4 jdy 4 kdz 


De (24), 

y (25) toma la forma 


J" F • dr = J* (/i dx 4 f 2 dy 4 / 3 dz) 
c p o c p 0 


(Ver Problema 11.) 


Problemas resueltos 

1. Una partícula se mueve sobre la curva x = 4 eos t, y = 4 sen t, z — 6/. Hallar el módulo de la velocidad y de la 
aceleración en el tiempo t = 0 y / = 

Sea P(x, y, z) un punto de la curva y 

r = jck + y\ 4 zk = 41 eos t 4 4J sen t 4 6k / 

su vector de posición. Tendremos 

v 


Para t = 0: v = 4j + 6k ; |v| = Vl6 + 36 = 2yf\Z 
a — —4i; |a| = 4 

Para t = v = -4i + 6k ; |v| = Vl6 + 36 = 2\^Í3 
* = -4j; |a| = 4 


^ = —4i sen t + 4j eos t + 6k 


dr .. . .. . 

— —4i eos t — 4j sen t 

at 


2. En el punto (1,1,1) para t — 1 de la curva alabeada jc = t, y = z = /*, calcular 

(a) las ecuaciones de la tangente y del plano normal, 

(ó) el vector tangente unitario, la normal principal y la binormal, 

(c) las ecuaciones de la normal principal y de la binormal. 


y « « + w + r f » 
Í ■ I r k\ t ñc'k 

nij 


da 

di 



= yfl + 4t s 4 9t 4 


t _ dt drd¿ = i 4 2¿j 4 3¿ g k 
ds dt da \/l 4 4í t 4 9¿ 4 

t = -^( í + 2 i + 3k )- 

VT¡ 


Para t = t: r = i 4 j 4 k y 
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(a) Si R es el vector de posición de un punto genérico (X, Y , Z) de la tangente, su ecuación es 

R — r = kt 


o (*-l)i 4- (Y-l)j 4 (Z-l)k 

y en coordenadas rectangulares 


- 7 = (i + 2j + 3k) 
yi4 


X-l Y -1 _ Z-l 

1 ~ 2 3 

Si R es el vector de posición de un punto genérico ( X t Y , Z ) del plano normal, su ecuación vectorial es 

(R — r) • t = 0 

o [(JC-l)i + (V’ — 1)| + (Z-l)k] —J=(i + 2j + 3k) = 0 

\[Ü 

y en coordenadas rectangulares 

(X - 1) 4 2(4 - 1) 4 3(Z - 1) = X 4 2Y 4 SZ - 6 = 0 

[Ver Problema 2 (a), Capítulo 59.] 


(b) 


di didt _ (-4 1 - 18¿ 3 )i 4 (2 - 18¿ 4 )j 4 (6¿ 4 12¿ 3 )k 

di “ dtds “ (1 4 4t 2 4 9t 4 ) 2 


Para t ~ 1: 


dt _ — lli — 8j 4 9k . 


ds 


98 


dt 

ds 


= T V íi = m ' Por tanto 


dt —lli — 8j 4 9k 
" “ Wds 


b = t X n = 


i j k 

- 1 2 3 

\/Í4 ^266 _ii -8 9 


y/Í9 


(3i - 3j 4 k) 


(c) Si R es el vector de posición de un punto genérico ( X , Y, Z) de la normal principal, su ecuación vectorial es 

R — r = kn 

es decir, (X - l)i + (7-l)j + (Z - l)k - fc -lli-8j + 9k 

V266 

y en coordenadas rectangulares 

X-l _ Y -1 _ Z-l 

-11 -8 ~ 9 

Si R es el vector de posición de un punto genérico ( X , y, Z) de la binormal, su ecuación es 

R - r ~ k ♦ b 


es decir, 
y en coordenadas rectangulares, 


(*-l)i 4 (4-l)j 4 (Z-l)k = k 31 3 i_ — 

\ÍÍ9 


x-i _ y-i ^ z-i 

3-3 1 


f. U.ll„ 1. 


rw = £» v — iji 


:.u j^i f i— i— r „u r j. l 


1 _ L 




3Í- 4 ~L _ Ifi. _ til. i _ liU IH 11 HUItCft 


r = 2(í¿4v)i 4 3(it — v)j 4 wvk 


g- = 2i + 3i + vk, £ 

di’ 


— 21 — 3j 4 uk 


En P: r = 6i + 3j + 2k, = 21 + 3j + k, = 2i - 3j + 2k y 

aU oV 

X fí = 9i — 2j — 12k 
du dv 
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Las ecuaciones vectorial y en coordenadas rectangulares de la normal son 

R - r = kp- x p- 
Bu Bv 

o (X-6)i + (K-3)j + (Z-2)k = fe(9i — 2j — 12k) 

y 9 + -2 -12 

Las ecuaciones vectorial y en coordenadas rectangulares del plano tangente son 

<»->•(£*£) = « 

es decir, [(X - 6)i + (Y - 3)j + (Z - 2)k] • [9i - 2j - 12k] = 0 

y 9X ~ 2Y - 12Z - 24 = 0 

4. (a) Hallar la derivada de f(x, y) = x* — 6y* en el punto (7, 2) en Ja dirección 6 = ¿ji. 
(ó) Hallar el máximo valor de la derivada direccional en el punto (7,2). 


(o) 


Vf = ( t¿+ Í¿)(**-6»*) = 

- 2xi - \2y\ 


¿y 


1 . , 1 . 

y a = i eos 6 + j sen 6 — — i + — j 

y/2 y/2 

En (7,2): V/ = 14i - 24j y 

V/*a = (14¡ - 24j)/-^i + = ly/2 - 12^2 = -5y/2 

\y/2 V2 / 

es la derivada pedida. 


(b) En (7, 2), V/ = 141 — 24j y |V/I = V14* + 24* = 2 \/193 es la máxima derivada direccional, ya que 


V/ _ 7 . 


12 


i v /i yi93 VT 93 

la dirección es 0 — 300° 15". (Ver Problemas 2 y 6, Capitulo 60.) 


j = i eos e + j sen e 


5. (a) Hallar la derivada de F(x , y , 2 ) = x 1 — 2y* + 4z* en F(l, 1, —I) en la dirección a = 21 + j — k. 

(ó) Hallar el máximo valor de la derivada direccional en P . 

VF = ( i — + j P + k P) (** - 2y' + 4z ! ) = 2xi - 4yj + 8zk 

\ Bx By 02J 

En (1, 1, —1), VF — 21 — 4j — 8k. 

(o) VF-a = (21 — 4] — 8k)*<21 + j — k) = 8 

(b) En F, |VFJ = a/84 = 2a/2Í. La dirección es a = 21 — 4j — 8k. 


6. 


Dada la superñcie F(x t y, 2 ) = x* + 3 xyz + 2y® — z s — 5 = 0 y uno de sus puntos P Q (1 , 1,1), hallar 


(a) un vector unitario normal a la superficie en P 0 , 

(ó) la ecuación de la normal en P 0t 
(c) la ecuación del plano tangente en P 0 . 

VF = (3x* + 3yz)l + (3x2 + 6y*)j + (3 xy — 3z*)k 
En F 0 (l, 1,1), VF = 61 + 9j. 

VF 2 3 2 

(o) ——— = ——- i H-=- j es un vector unitario normal en F 0 ; otro es- ■— 

IVFI V 13 a/T3 Vñ 

X _1 Y _1 

(ó) La ecuación de la normal es —^— = — 3 —» Z = 1. 

( c ) La ecuación del plano tangente es 2(X — 1) + 3(T — 1) = 2X + 3Y — 5—0. 


Vl3 
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7. Hallar el ángulo de intersección de las superficies 

F¡ = ** -l- y 1 + z* — 9 = 0 

en el punto (2, 1, —2). 


Fi = + 2y* — z — 8 = 0 


VE, = V(*’ + y* + r’ — 9) = 2x¡ + 2yj + 2zk 

VF, = VU* + 2y* — z — 8) = 2*i + 4yj — k 

En (2, 1,— 2) VF, - 4¡ + 2j — 4k y VF 2 = 4i + 4j — k. 

Como VFi • VF¡ = IVE, |VE«I eos 9 , siendo 0 el ángulo pedido, tendremos, 

(4¡ + 2j — 4k) • (4i + 4j —k) = |4i + 2j —4k| |4¡ + 4j —k| eos 
de donde eos 6 = -y VTÍ = 0,81236, yí = 35°40'. 


8. Siendo B = xyH + 2x 2 yzj — 3yz 2 k, hallar (a) div B, (ó) rot B. 


(a) 


(b) rot B. 


/ B . , B . , B , 

U ¡- 1 + - J + ^ k 


By 


Bz 


div B ~ V • B 

= h (xy2) + f¿ (2xtyz) + h { ~ Zyzi) 


(xyH + 2x 2 yz j — 3yz 2 k) 


— y 2 + 2x*z — 6yz 


= V X B = 


= r± ( _ 

Lai/' 


i j k 

JL JL JL 

dx By Bz 

xy 2 2 x 2 yz —Zyz 2 




i + ^ (xy 1 ) 


Bx 


(-3i/z 2 ) 


j + 


r~ 

|Bx 


(2x 2 yz) - ~~~ 


= —(3z 2 + 2x 2 y)i + (4 xyz — 2xy)k 


9. Siendo F(w) = id + (w® — 2u)¡ + (3 u 2 + w 3 )k, calcular (a)F(w) du y ( b ) ^ F(u) du. 

(a) | F(íí) du = j [?« + (u 2 — 2u)j + (3m 8 + w 3 )k] du 

= i j* udu + j j* (u 2 — 2u) du + k J" (3u 2 + w 3 ) du 

= + (t ~“ ! ) j + (“ , + í) k + c 


siendo c = i f c 2 j + c 3 k con c lt c 2 , c 3 escalares arbitrarios. 
( b ) ^ F(u) du — 


¥ i + (Í-«')¡ + (“‘ + tH = - |i + !■> 


10. La aceleración de una partícula en el tiempo / > 0 viene dada por a = = e*i + e*j + k. Si para t = 

dt 

zamiento es r = 0 y la velocidad es v = i + j p hallar r y v en el instante /. 


v = | a dt — i J e* dt + j j e 2t dt + kj dt 

= e'i -f + tk + Ci 

Para t ~ 0; v = i + + c t = i + j y Ci = ^j. De donde 

v = e‘i + í(c 2í +l)j + tk 

y r = j y dt — c'i + (Je 21 + Jí)j + ^f 2 k + c 2 

Para t — 0: r = i + jj + c-¿ — 0 y c 2 = —i — Jj. Por tanto, 

r - (o f - l)i + (l^+ ht-{)j + ¿í 2 k 


(xy 2 ) k 


0, el despla- 
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11. Hallar el trabajo realizado por una fuerza F = (x + yz) I + (y + xz)\ + (z + xy)k para desplazar una partícula desde 
el origen a C(l, 1, 1) 

(a) a lo largo de la recta OC 

(b) a lo largo de la curva x = t, y — t\ z = t* 

(c) a lo largo de las rectas O a A{\, 0, 0), A a 5(1,1, 0), B a C. 

F • dx = [(* + yz) i + (y + xz)\ + (z + xy)k] • [i dx + j dy + k dz] 

= (x + yz) dx + (y + xz) dy + (z + xy) dz 

(a) Para la recta OC, x = y — z y dx — dy = dz. 

La integral a calcular es 

c 


(i b ) A lo largo de la curva: x — /, dx = dt; y = /*, dy — 2/ dt; z = /*, dz = 3/* dt . En O, t = 0; y en C, / = 1. 

W = J 1 (/ + /»)<* + (/* + t*)2t dt + (/* + Í*)3f* dt 

= ¡\, + 2/» + 9/‘M, = [ j ,• + i ,* + 1 = 1 


(c) De O & A : y = z = 0, dy = dz 0 y x varía de 0 a 1. 

De A &B: jc = 1, z — 0, dx = dz = 0 e y varía de 0 a 1. 

De 5 a C: x = y=l,dx = dy = 0yz varía de 0 a 1. 

r 1 i r 1 i 

Ahora bien, para la distancia de 0 a ^4, = J xdx = — ; para la distancia de A o B, W % = J y dy — 

para la distancia de B a C, = J (z + 1 )dz = y. Por tanto, W = W x + W t + W* = 5/2. 


En general, el valor de la integral curvilínea depende del camino de integración. En este caso, sin embargo, no es 
así, es decir, el valor de la integral resulta independiente del camino de integración. Se demuestra que una integral 

curvilínea J (/i dx + f% dy + /, dz) es independiente del camino de integración siempre que exista una función 

c 

<f>(x , y , z) tal, que 


d<¡> = f x dx + f t dy + f z dz 


Obsérvese que el integrando de este problema es 

(x + yz) dx + {y + xz) dy + (z + xy) dz = d{i(x* + y* + z % ) + xyz) 


Problemas propuestos 


12. Hallar — y siendo: 

dt dt* 

(a) a — (/ + 1)1 +(/• + /+ l)j + (/* + /» + / + l)k 
(ó) s = le* eos 2/ + Je* sen 2/ + /*k 
Sol. (a) i + (2/ + l)j + (3/* + 2/ + l)k; 2j + (6/ + 2)k 
(b) e*(cos 2 1 — 2 sen 2/)l + e*(sen 2/ + 2 eos 2/)j + 2fk 

e*(—4 sen 2/ — 3 eos 2/)l + e*(—3 sen 2/ + 4 eos 2/)j + 2k 

13. Siendo: a = id + u*j + w*k, b = i eos u + j sen u, c — 3u f l — 4uk, calcular, en primer lugar, a * b, a x b, a • (b x c), 
a x (b x c) y hallar sus derivadas. Aplicando luego las fórmula directamente, hallar las derivadas. 
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14. Una partícula se mueve a lo largo de la curva x — 3/ 2 , y = t % — 21, z = / 3 , siendo t el tiempo. Hallar: (a) los módulos 

de la velocidad y de la aceleración en el instante t = I, ( b ) las componentes de la velocidad y de la aceleración, en dicho 
instante / = 1, en la dirección del vector a = 4i — 2j 4- 4k. Sol. {a) |v| = 3 |a| — 2y/\9\ (b) 6, 22/3. 

15. Hallar, mediante el cálculo vectorial, las ecuaciones de la tangente y del plano normal a las curvas del Problema 11, 
Capítulo 59. 

16. Resolver el Problema 12, Capítulo 59, aplicando el cálculo vectorial. 

uv 

17. Demostrar que las superficies x = y — 5u — 3v 2 , z=vyx = u, y = v,z = — - son perpendiculares en 

«1.2,1). 4w “ k 


18. Hallar, aplicando el cálculo vectorial, las ecuaciones del plano tangente y de la normal a la superficie. 


{a) x = í/, y — v, z = uv en el punto (w, v) = (3, —4). 

(b) x = u, y = v t z — u* — v* en el punto («, v) = (2, 1). 


Sol . (a) 4X — 3 T 4- Z — 12 
(b) 4X — 2Y —Z — 3 


= 0 , 
= 0 , 


*—3 
-4 
X—2 


-4 


Y 4-4 _ Z 4- 12 
3 —1 

y—i _ z—3 

2 ~ 1 


19. (a) Hallar las ecuaciones de los planos osculador y rectificante a la curva del Problema 2 en el punto dado. 

(b) Hallar las ecuaciones de los planos osculador, normal y rectificante a x = 2/ — /*, y = /*, z = 2t 4- /* en / = 1. 
Sol . (á) 3J1T— 3T4-Z— 1 =0, 11*4- 8T— 9Z— 10 =0 

(¿o *4- 2r — Z = 0, Y 4- 2Z — 7 = 0, 5X— 2Y 4- Z — 6 = 0. 


20. Demostrar que la ecuación del plano osculador a una curva en P viene dado también por 



21. Resolver los Problemas 16 y 17, Capítulo 60, aplicando el cálculo vectorial. 


22 . 


Calcular 


J F (u)du, siendo 


(a) F (u) = 4- (3w* — 2u)j 4 3k; a — 0, b — 2 


(b) F(u) = 4- 4- uk ; a = 0, b = 1 

Sol. (a) 41 4- 4j 4- 6k, (b) (e — 1)1 4- J(1 — «-*)] 4- ¿k. 


23. La aceleración de una partícula en función del tiempo viene dada por a = = (t 4- l)i 4- /*j 4- (/* — 2)k. Si para 

/ =* 0, el desplazamiento es r — 0 y la velocidad es v — i — k, hallar v y r en función del tiempo /. 

Sol. v - (iP + / + l)i + J/*j 4- (J/ 3 - 2/ — l)k, r = (*/ 3 + + /)i 4- tV 4 1 + — /* — 0k 

24. En los casos siguientes, calcular el trabajo realizado por la fuerza dada F para mover una partícula desde 0(0,0, 0) 
a C(l, 1,1) a lo largo de (i) la recta x = y = z, (ii) la curva x = /, y — /*, z = /*, (üi) las rectas desde O a A( 1,0, 0), 
/laB(l,l,0).BaC. 

(a) F = jrf + 2yj 4- 3zk 

(ó) F ■= (y + z)\ + (x 4- r)j + (x 4- y )k 

(c) F = (x 4- xyz )i + (y 4- x*z)j + (z 4- x*y )k 

Sol. (a) 3, (ó) 3, (c) 9/4, 33/14, 5/2. 


25. Siendo r = jcl + y¡ 4- zk, demostrar que (a) div r = 3, (ó) rot r = 0. 


26. Si / = /(*, y, z) tiene derivadas parciales de al menos orden dos, demostrar que 
(fl) V x V/= 0, (¿o V(Vx/) = d, (í) V -V/= + -|L + 
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Integrales doble e iterada 

LA INTEGRAL SIMPLE, j' f(x) dx, de una función y = f(x) continua en el intervalo finito a < x -^b 
del eje x> se definió en el Capítulo 33 de la forma siguiente: 

(a) se divide el intervalo dado, a < x <b y en n subintervalos, h ly h 2y ..., h H , de amplitudes 
A x jc, A¡¡x y ..., Af,x 9 respectivamente, siendo el mayor de los AkX. 

m 

(b) se eligen los puntos x 1 en h ly x 2 en h 2 , .. x m en h m y se forma la suma ^ /(**) AkX 

Ac—I 

(c) se hace crecer el número de subintervalos de forma que cuando /!-► oo, 

J 'b n 

f{x) dx = lim 2 /(**) AkX ' 

a n-+ +oo k=l 


INTEGRAL DOBLE. Consideremos una función z =f{x y y) continua en una región finita R del plano 
xOy. Dividamos esta región (ver Fig. 63-1) en n subregiones R ly R fy de áreas A x A y A 2 A y ..., 
A„A y respectivamente; en cada subregión Rk tomemos un punto P*(x ky y k ) y formemos la suma 


^ f{Xk,Vk)^kA = f(xuyi) AiA + f(x 2 , Vi) A 2 A + ■•• + f(x n ,y n )AnA ( 1) 

Definimos el diámetro de una subregión como la mayor de las distancias entre dos puntos cuales¬ 
quiera, interiores o en la periferia, de ella y llamemos A* al máximo diámetro de las subregiones. 
Si suponemos que el número de subregiones crece de forma que A„-*0 cuando n-> o o, se define 
la integral doble de la función f(x y y) en la región R y por 


JJ* f(x,y)dA 

R 


lim %f(Xk,Vk) A kA 

n -+ + » fe = l 


( 2 ) 


V 



O 


Fig. 63-1 


Fig. 63-2 



Si z = f(x, y) no se hace negativo en ningún punto de R (ver Fig. 63-2), la integral doble (2) 
se puede interpretar como un volumen. Un término cualquiera, f(x k , y k ) A k A de (7), representa el 
volumen de una columna vertical de bases paralelas de área AkA y altura z ky medida sobre la ver 
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tical levantada desde el punto elegido P* hasta la superficie z = /( jc, y). También representa, aproxi¬ 
madamente el volumen de una columna vertical cuyas bases son, la inferior, la subregión R k y la 
superior, la proyección de R k sobre la superficie. Así, pues, (7) es una aproximación dél volumen 
«limitado por la superficie» (es decir, el volumen cuya base inferior está situada en el plano xOy 
y la superior es la superficie generada al mover una recta paralelamente al eje z que se apoya en 
el contorno de 7?) y (2) es una medida de dicho volumen. 

El cálculo de una integral doble, por simple que sea, a base de ir realizando sumas presenta 
muchas dificultades y no lo emplearemos en este libro. 


INTEGRAL ITERADA. Consideremos un volumen, definido como en la sección anterior, y supongamos 
que el contorno de R es tal, que toda recta paralela al eje x , o al eje y , no corta a la superficie en 
más de dos puntos. Tracemos (ver Fig. 63-3) las tangentes x = ayx = bal contorno y sean K y L 
los puntos de tangencia, y las tangentes y = c e y = d siendo M y N los puntos de contacto o res¬ 
pectivos. Supongamos que la ecuación del arco LMK sea y = gi(x) 9 y la correspondiente al LNK, 

y = **(*)• 

Dividamos el intervalo a < x < b en m subintervalos, h lf h Z9 ..., h m , de longitudes, A x x, 
A m x, y tomemos en ellos los puntos x = jc = f 2 ,. . jc = f m - x (como se hizo en 
el Capítulo 33). Asimismo, dividamos el intervalo c < y < d en n subintervalos, k l9 k 29 ..., k m , 
de longitudes, A ¡y, A 2 y 9 .. A„y 9 y tomemos en ellos los puntos, y = r¡ l9 y = r ¡ Z9 ..., y = r¡ m - v 
Sean A m y ¡i n las longitudes de los mayores intervalos A¡x y A f y respectivamente. Trazando las 
series de paralelas x = f x , x x e y = y¡ 19 y = r ¡ 29 ..., y = rj„- lf habremos divi¬ 

dido la región R en un conjunto de rectángulos Rt f de áreas A t x • A t y y en otro conjunto de rectán¬ 
gulos incompletos que ignoramos. Si en cada subintervalo h¡ elegimos un punto x = x h y en cada 
uno de los k t otro y = >v, en cada subregión R t f quedará determinado un punto Pn(x i9 y f ). A cada 
subregión R t f se le puede asociar, mediante la ecuación de la superficie, un número Zi/ = f(x h y¿) 
con lo que formamos la suma 


2 f{Xi, Vi) A,a: • Aj y (3) 

i = 1,2,, , , t m 
j = 1,2,. . .,n 

Esta expresión (2) es un caso particular de la (7), ya que si se aumenta indefinidamente el nú¬ 
mero de rectángulos de forma que, tanto A m como ¡i n tienden a cero, el límite de (3) coincide con 
la integral doble (2). 



Fig. 63-3 
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Para hallar el límite anterior se elige uno de los intervalos, por ejemplo h t , y se considera la 
suma 

ji) /(*i, y,) Ají/j AiX , (i fijo) 

que es la contribución a la suma total de todos los rectángulos en los que una de las dimensiones 
es igual a A/, es decir, la contribución de todos los rectángulos situados en la iésima columna. 
Cuando n-+ + oo, 0 y, en consecuencia, 


lim <| £ /(x¡, y¡) A¡y l a¡x 

n-»+«o I j= 1 




[ fc 0 1 (x i > 


f{x i, y) dy VAíX 


= <¡>(Xi) A¡X 

Sumando ahora las m columnas y haciendo tender a m + oo, tendremos 


lim AiX = J <t>( x ) & x 

/»b r s*° 2 (l> 


f{x,y)dy 


dx 


n 02(x) 

f(x,y) dydx 

j(x) 


W 


Aunque en lo sucesivo no emplearemos el corchete, se debe sobrentender siempre que la fórmula (4) 
indica que hay que calcular dos integrales simples definidas, en un orden determinado: primero, 
la integral def(x, y) con respecto a y (considerando * constante) entre los límites = gi(x), contorno 
inferior de /?, e y = £ 2 (*)» contorno superior de R y, a continuación, se halla la integral de este 
resultado con respecto a x entre los límites x = a, punto extremo izquierdo de R y x = ó, punto 
extremo derecho de R. La integral (4) recibe el nombre de integral iterada o integral repetida . 

Se deja como ejercicio el cálculo de la suma planteando, en primer lugar, la contribución de los 
rectángulos de cada columna y, después, la de los rectángulos de todas las columnas, obteniéndose 
la integral iterada equivalente 

J'd 

I f(x, y) dx dy (5) 

c •Sh^y) 

siendo x = h x {y) y x = h 2 (y) las ecuaciones de los arcos MKN y MLN respectivamente. 

En el Problema 1 se demuestra, por otro procedimiento, que la integral iterada (4) es una me¬ 
dida del volumen. Para el cálculo de integrales iteradas véanse los Problemas 2-6. 

La mayor dificultad en el planteamiento de las integrales iteradas de los capítulos posteriores 
es hallar los límites de integración correspondientes a la región R . Aquí hemos considerado para 
el razonamiento una región muy sencilla; las regiones de los Problemas 7-9 son más complicadas. 


Problemas resueltos 

1. Supongamos que i — /(*, y) es una función continua no negativa en la región R del plano xOy cuyo contorno está 
formado por ios arcos de dos curvas y = ^(x) c y = £ 2 (x) que se cortan en los puntos Ky L indicados en la Fig. 63-4. 
Se trata de hallar el volumen V limitado por esta superficie. 


Sea x = x siendo a < x k < b, un plano que corta al contorno de R en los puntos S[x it ^(jc,)] y 
y a la superficie z = f(x t y) según el arco VV a lo largo del cual z = /(*,, y). El área de la sección 5Tt/Fes 


A(xí) 




f(*i, V) dy 
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Así, pues, el área de las secciones determinadas en 
el volumen por planos paralelos al yOz son funcio¬ 
nes conocidas 


A(x) 



de x, distancia del plano de sección al origen. Según 
lo dicho en el Capítulo 36, el volumen pedido será. 


V 



dx 


C'Yr’'" 1 

I I /(*, V) dy 


dx 


Esta es la integral iterada de la ecuación (4). 



Fiff. 63-4 


1 X $/ ,i ‘ = Jfl>L- = X = [í-fi. = s 

3. J" (x + y)dxdy = + dy = 6y*dy = 2 = 14 

4. i* i* xdydx= C (%V)\ dx = í* (x* + x* — 2x* + 2x) dx = j 

J-t *^-,1 *^-1 4 

5. J" J" p sen $ dp de = J" p 1 sen dtf = J" eos* sen e d$ 

= = * 

X tr/* ^-*co.9 v-| 4 cmS -ir/i 

J p* dp de = J \4 p4 /J = J (64 eos 4 tf — 4) dtf 

- Kf +s T 2 £+ T)- 4> r - ^ 


7. Hallar J^d/t siendo R la región del primer cuadrante limitada por la parábola cúbica y* — x* y la recta 


y =x. 


La recta y la parábola se cortan en los puntos (0,0) y (1,1), que son los valores extremos de x e y en la región J?. 




Fig. 63-5 


Fig. 63-6 
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Solución 7. Integrando primero por franjas horizontales (ver Fig. 63-5), es decir, con respecto a x , desde x -= y 
(la recta) hasta x = y 213 (la parábola), y después con respecto a y, desde y ~ 0 hasta y 1 , resulta: 

$$ aa = X j’ dxdy = X {ym ~ y)dy = [i^ ■■ i y2 l = ¿ 

Solución 2. Integrando primero por franjas verticales (ver Fig. 63-6), es decir, con respecto a y, desde y ~-= x 3t2 
(la parábola) hasta y =■x (la recta), y después con respecto a desde * = 0 hasta x = I, se obtiene 


rr dA = r í dy dx ~ r («— x 3r¿ ) ^* = 

V 7 4/0 * 3/2 ' 7 0 

8 . HaUax siendo R la región comprendida entre y = 2x e y = x 2 , situada a la izquierda de x = 1. 


i ¿2 „ ^ 5 /2 

2 a1 5^ 


10 


Integrando primero por franjas verticales (ver Fig. 63-7), tendremos 

1 


XX" = X. J 


dy dx 


o -,2 


x 


(2x — a; 2 ) dx — 


Si integramos por franjas horizontales (ver Fig. 63-8), se necesita calcular dos integrales iteradas. Llamando Rj a 
la parte de R situada por debajo de AB y R 2 la situada por encima de AB> tendremos 

1 ^ yfy 


XX 


dA 


+ = XX 


Í'X' 

t7 i ^ yfz 


dx dy 


dxdy = 12+4 




9. Hallarj^pt’ dA siendo R la región del primer cuadrante limitada por la hipérbola xy — 16 y las rectas y — x, y — 0 
y x = 8 (Fig. 63-9). 

De la Fig. 63-9 se deduce la conveniencia de dividir R en dos regiones y calcular una integral iterada en cada una 
de ellas. Llamando R x a la parte de R situada por encima de la recta y = 2 y R 2 la situada por debajo, tendremos 


ffx’dA = ff * 2 dA + jy x'dA = j x 2 dxdy + f f 

= | - y 3 ^dy + |J (S 3 — I ftdy = 448 


x 2 dx dy 


2 ' ~ / 0 

Se deja como ejercicio dividir R por la recta * = 4 y obtener 

4 ® *\G!x 

• 2 dA = j j x 2 dy dx + J J x 2 dy dx 


XX- 


o ~ o 


4 ~ 0 




Fig. 63-9 


Fig. 63-10 
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10. Hallar i i «** dx dy invertiendo, previamente, el orden de integración. 

La integral dada no se puede hallar directamente porque ^e x 'dx no es una función elemental. 

La región de integración R está limitada por las rectas x — 3y, x = 3 e y — 0. Para invertir el orden de integración, 
integramos primero con respecto a y, desde y = 0 hasta y — x/3, y después con respecto a x, desde x = 0 hasta x = 3. 
Así pues, 



e‘ l dx dy 




± (<•-!> 


Problemas propuestos 


11. Hallar las integrales iteradas: 


(o) J* j* dxdy = 1 

(?) xe* dy dx = ^-e — 1 

(6) J* j* (x + y)dx dy = 9 

(*) J* J* V dx dy = -y 

<«) J i® 1 + y') dy dx = Y 

y» A re t*g 3/2 y»¡ ate 0 

(i) J J p dp de = 3 

o o 

{d) X X. **’ iy dx = ¿ 

r™ r" 8 

(?) J J p* eos f dp da = ^ 

í ^3/1 

(«) J J x/y’ dx dy = j 

(ft) (( p 3 eos* $ dp de = 

“'o ''o 

W X X * (v + v’Mvd* = ¿ 

2ír - 1 -cm 0 

(0 J J p 3 cos2 * dp de = 


20 


49 


32 


12. Hallar, mediante integrales iteradas, las siguientes integrales dobles, efectuando la integración en los dos órdenes en los 


casos que sean posibles. 

(o) de x f en la región limitada por y — x* e y — x*. Sol . 1/20 

(b) de y, en la región de (a). Sol. 1/35 

(c) de x 1 , en la región limitada por y = x, y = 2x y x = 2, Sol. 4 

{d) de 1, en la región del primer cuadrante limitada por 2y — x t 1 y = 3* y x 4* y = 4. Sol. 8/3; 46/3 

(e) de y , en la región por encima de > = 0 limitada por y 1 = 4x c y 1 = 5 — x. Sel. 5 

(/) de — — * en la región del primer cuadrante limitada por x 3 = 4 — 2y . 5o/. 4 

V2y — j 3 


13* En los Problemas 11 invertir el orden de integración y hallar las integrales iteradas que resultan. 



Capítulo 64 


Centro geométrico y momentos de inercia de areas planas 

AREA PLANA MEDIANTE UNA INTEGRAL DOBLE. En el caso de que f(x, y) = 1, la integral de¬ 
finida en el Capítulo 63 adquiere la formaje dA,que, en unidades de volumen, es el correspon- 

R 

diente a un cilindro de altura unidad y, en unidades de superficie, representa el área de la región R. 

(Ver Problemas 1-2.) 

En coordenadas polares, A = 1 ) dA — { j pdpdO, donde 0 = a, 0 = A &(*), 

J a */p l(9 ) 

y Qz(®) se toman de forma que quede reconida la región R. 

(Ver Problemas 3-5.) 

CENTRO GEOMETRICO, Las coordenadas (x, y) del centroide de una región plana R de área 
A = ^ dA satisfacen las relaciones 

A • x = M 2 y A ’ y = M 2 

° x-j'j'dA = ffxdA y y-j^dA = ffydA 

K R R R (Ver p roblemas 6 . 9 ) 

EL MOMENTO DE INERCIA de una región plana R con respecto a los ejes coordenados viene dado por 

Ix = ff yi dA e Iy = ff * 2 dA 

R R 

El momento de inercia polar (momento de inercia con respecto a una recta que pasa por el 
origen y es perpendicular al plano del área) de una región plana R viene dada por 


7o 


= /«+/»= jy (* 2 +j/ 2 ) 


dA 


(Ver Problemas 10-12.) 


Problemas resueltos 


1. Hallar el área limitada por la parábola y = x 2 y la recta y = 2x 4- 3. 
Trazando franjas verticales (ver Fig. 64-1), tenemos 

,a 

A = I I dy dx 


■ a 

J” (2x + 3 - **) 


dx 


— 32/3 unidades de superficie 
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2. Hallar el área comprendida entre las parábolas y 2 = 4 — x e y* = 4 — 4x . 



3. Hallar el área exterior a la circunferencia q — 2, e interior a la cardioide 
q = 2(1 + eos 0). 

Dada la simetría, el área pedida es igual al doble del área barrida al 
variar 0 desde 0 = 0 hasta 0 = Así pues. 


A 



Ht + CO8 0) 

p dp de 


eos $ + eos 2 $) de 




+ coa 0) 

de 


2 sen* + ¿0 + i sen 2e 
¿ 4 


-i 7172 


(ir + 8) unid.de sup. 


Fig. 64-2 



4. 


* 


5. 


Hallar el área interior a la circunferencia g = 4 sen 0 y exterior a la 
lemniscata g* = 8 eos 2 0. 

El área pedida es igual al doble de la correspondiente del primer 
cuadrante limitada por las dos curvas y la recta 0 = ¿te. Obsérvese que el 
arco AO de la lemniscata se genera al variar 0 desde 0 = tt/6 hasta 0 = jt/ 4, 
mientras que el arco AB de la circunferencia lo hace al variar 0 desde 
0 = nj 6 hasta 0 = n¡l. Este área conviene dividirla en dos partes, una 
por debajo y otra por encima de la recta 0 = n¡4. Así, pues, 


J „7r/4 p4 «®0 ^»7r/s 

I_ p dp de 4- 2 I I p dpde 

tr/6 *^2V2co« 20 4 ‘'o 

Í TT/4 s»TT/Z 

(16 sen* e — 8 eos 2e) de + I 16 sen 2 


4 aen 0 


7T/6 


7T/4 


— (Jte + 4V3 — 4) unidades de superficie 


Hallar 


N 



e~* % dx. 


Fig. 64-3 



Fig. 64-4 


J „ + O0 

e ~* 2 dx — I e-»* dy t 
o *^o 

J ^+» r» +oc 

dx • I e - » 2 dy 
o «'o 

= J J e-'^+d» 


dA 


Pasando a coordenadas polares (x* + y* = {?*, dA = g dg d&) f 



Fig. 64-5 


y 


m = 
N = \/7/2. 





• pdp de 



1 

2 


x 


ñ/2 


d* 


jr 

4 
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6. Hallar el centro geométrico del área plana limitada por la parábola y — 6x — x* 
y la recta y = x. 


- - = x / 


5 _ 6r — i2 


dy dx 


f* nj 125 

= I (5a: — x 2 ) (íx = - g - 


= x dA - J" x dy dx = J" (5x 2 - x 3 ) dx - 

■ -íf;“ - rx 

= |j' S {(6x-x I ) 2 -x í ) 


A/ 


M 


.5 „6*-*2 


625 

12 


V dy dx 
625 


- xM dx = 


Luego, x — ^ y = = 5, y las coordenadas del centro geo¬ 


métrico son ($, 5). 



7. Determinar el centro geométrico del área plana limitada por las parábolas y = 2jc — x* e y = 3x* — 6x. 

> 2 ^.2x-x2 


dy dx — (8x — 4x 2 ) dx — 


= ffxdA = f x d?/ dx = j" (8x 2 — 4x 3 ) dx = 

Ja J -»-*2 — Kr J A 


16 

3 


Af 


M, 


0 ^3*2-6i 

- rfydA = r r a/dvdx 

J a J 


16 

3 


^ 2 X {(2X ~~ ^ ~~ (3XÍ ~ 6X)2} AX = ~ W 

Luego, í = = 1, y = el centro geométrico es el pun- 

A i'» J 

to(l,-í). 

8. Hallar el centro geométrico del área plana exterior a la circunferencia q — 1 e in¬ 
terior a la cardioide q — 1 + eos 6. (Ver Fig. 64-8.) 

De la ñgura se deduce que y = 0 y que es la que corresponde a la mitad 
situada por encima del eje polar. Para esta última área, 

S*/* s*1T/2 + cos0 

A = J J dA — í j p dp de 

R “'o 1 

i r v/2 + a 

= \) {(l + COSSr-l’Wí = 

S+ S% ^l + eos0 

= I I x dA — I I (p eos 0) p dp de 




= — (3 eos* 0 4 3 eos 3 0 4- eos 4 0) de 

- ifi#+i 

- 3 4 

Las coordenadas del centro geométrico son | ^ , o|. 



Fig. 64-7 



Fig. 64-8 


o 1 i 

sen 2e + 3 sen e — sen 3 e 4 ^0 4 — sen 20 4 — sen 4flJ 


-|7T/Í 


15?r 4 32 

48 


9. Determinar el centro geométrico del área interior a g = sen 0 y exterior a p — 1 — eos 0. (Ver Fig. 64-9.) 

,1172 >ir/2 


A = J J dA = J J p dp de — - J (2 eos 0 — 1 — eos 20) de = 


4- 

4 
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M. - 


0 1 — co«I 


= j j x dA - j I (p eos e) P (lp de 

H 0 1 — co« d 

i r* i% 

= ^ J (sen 3 * — 1 + 3 eos 0 — 3 eos 2 0 + eos 3 0) eos 0 d.0 


15tt — 44 
48 


pp ~TT/Í «en» 

= l| y dA — | ( (p sen i) pdpd* 

i r vn 

= (sen 3 0 - 1 + 3 cosí - 3 eos 2 0 + eos 3 i) sen* do 



3tt — 4 
48 


Las coordenadas del centro geométrico son | 


1571 — 44 3tj — 4 
12(4 —tí)* 12(4 — 71) 


10* Hallar /,, /, e /„ del área limitada por el lazo de y 2 = x*{2 — x). 


JJ" dA = 2 J" J" dy dx = 2 J xy¡2 — x dx 

-4C(2z>-z<)dz = T 


A = I I dA — 2 


— x dx 


haciendo el cambio 2 — x = r*. 


Fig. 64-9 



>2 /I*»»-* 


/z = 


ff y 2 dA = 2 J" J* i/ 2 di/dx - | 

= = -![!*•-t ,,+ 

J’J’ x * dA = 2^ x* dy dx = 2 


a; 3 (2 — a;) 3/t dx 


8 5 12 T . 2 » 1 „ 
-* 5 - T * 3 + -*»- n z» 


Fig. «4-10 


2048\/2 64 


,2 y»* V 2 — z 


x 2 dy dx — 2 


/, = JJ" x 2 dA = 2 J" J x 2 dy dx 

= -4 f (2 — z 2 ) 3 z 2 dz = —4 f-fís 3 — ^ 

L3 5 


J* «V2-« 


—z T - — z»l 
7 9 


1024\/2 _ 32 . 

315 ~ 21 A 


lo — Iz + Iy ~ 


13312v/2 416 


11. Hallar / x , / r e / 0 del área del primer cuadrante exterior a la circunferencia q — la 
e interior a la circunferencia q = 4a eos 6. 


S* S* s* ir/3 jocoso 

= JJ dA = I j p dp d0 

"1/ {(^CQSÍ) 1 -(2a) 2 }dtf = — + 3 3 ^ 


A = I I dA 



Fig. 94-11 


y'/' /^Dcm6 ^ pTT/Z 

7, = II y* dA = J J ( P sen«)> p dp de = - | {(4oeos#)* - (2o) 4 }sen*# 

H A 2a q 

. , , 4^ + 9^ . 4,r + 9\/3 

-— A ..4 I /I í! _ 4 ji _ 1 \ ü J* - I ^4 — _ - SI * A 


= 4a 4 I (16eos 4 * — l)sen 2 i d$ 


— = - a 1 A 

6 2(2ir + 3V3) 


Iy — | j x s dA j | (p eos é) 2 p dp dí 

. , , 20ir + 21\/3 . 20ir + 21^3 li( 

/o = /. + 7, - -5——« = - —a 1 A 

3 2ir 4- 3y3 


12ir + ll\/3 _ 3(12r + llV3) 

2 2(2«- + 3v/3) 



CAP. 64] 


CENTRO GEOMETRICO Y MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS PLANAS 


315 


12. Hallar ¡ xt l y e 7 0 del área del círculo q -- 2(sen 0 + eos 0). 



De la Fig. 64-12. se deduce que 7, = /,. Luego 7 , = 7, = J7® = \A . 


Problemas propuestos 

13. Hallar mediante una integral doble las áreas siguientes: 

(a) la limitada por 3x + 4y = 24, x = 0, y — 0. 

(b) la limitada por x + y — 2, 2y = x + 4, ^ = 0. 

(c) la limitada por x % — 4y , 8y = x a + 16. 

(i d ) la interior a q = 2(1 — eos 0). 

(e) la limitada por q = tag 0 sec 0 y 0 = ti/3. 

(/) la exterior a q = 4 e interior a g — 8 eos 0. 


Sol. 24un.sup. 

So!. 6 un. sup. 

Sol . 32/3 un. sup. 

Sol . 671 un. sup. 

So/. JV3 un. sup. 

Sol . 8(§ti + V3) un. sup. 


14. Determinar el centro geométrico de las áreas siguientes: 

(a) la del Problema 13(o). 

(b) la del primer cuadrante del Problema 13(c). 

(c) la del primer cuadrante limitada por y % = 6*, y — 0, x — 6. 

(d) la limitada por y % = 4x, x* = 5 — 2y, x = 0. 

(e) la del primer cuadrante limitada por x 8 — Sy + 4 = 0, x* ~ 4y, x = 0. 
(/) la del Problema 13(e). 

{g) la del primer cuadrante del Problema 13(/). 


Sol. (8/3, 2) 

Sol. (3/2, 8/5) 

Sol . (18/5, 9/4) 
Sol. (13/40,26/15) 


Sol. (3/4, 2/5) 
Sol. (iVi, 6/5) 


f I6n + 6\/3 22 \ 

{ 2n + 3V^3 ' 2 ji + 3V3/ 


15. Demostrar que si Ai* [p*(«) — 0j(»)] da = C C p dp de = Al, se verifica 

o a si 

f(%t y) dA = ^ f(p eos 0, p sen 8) p dp do 


16. Hallar I x e 7, de las áreas siguientes: 

(a) la del Problema 13(o). 

(fr) la limitada por y la ordenada del punto x — 2 . 

(c) la limitada por 3 * — e > = x, 

(¿7) la limitada por y = — jc* e > = 


5o/. 7, = 6A, /,=fá 
5o/. !,=fA, T k = fA 
Sol. 1. = /. = ¿A 

*/• J.=WA, /,=»A 


17. Hallar 7* e 7, de un lazo de q* = eos 20. 


SoL U = 


16 6/ A ’ h ”(l6 + 6y A 


18. Hallar 7 0 de las áreas siguientes: 

(a) un lazo de q = sen 20. 5o/. jjv4 


(6) la limitada por q — 1 + eos 0. 


Sol. 



Capítulo 65 


Volumen limitado por una superficie 

Integral doble 


EL VOLUMEN LIMITADO POR UNA SUPERFICIE de ecuación z =f{x,y), o bien z = f(q, 0), es 
decir, el volumen de una columna vertical cuya base superior está en la superficie y la base inferior 


en el plano xOy> viene definido por la integral doble 
tuye la base inferior de la columna. 



zdA , siendo R la región que consti- 


Problemas resueltos 


1. Hallar el volumen en el primer octante comprendido entre los planos z = 0 y z = jc + j + 2 e interior al cilindro 
x 3 + y* = 16. 

De la Fig. 65-1 se deduce que hemos de integrar z — x + y + 2 según el cuadrante del círculo x 2 -f- y 2 = 16 en el 
plano xOy. Por consiguiente. 



Fi*. 65-1 


Fig. 65-2 


Fig. ÉS-3 


2. Hallar el volumen limitado por el cilindro Jt a + y 3 = 4 y los planos y + z = 4yz~Q. 

De la Fig. 65-2 se deduce que hemos de integrar z = 4 — y según el cuadrante del círculo x 2 -I- y % — 4 en el plan- 
no xOy. Por consiguiente, 


v = f f (4 -V)dxdy = 2 r 


(4 — y) dx dy — 16tt unidades de volumen 
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3. Hallar el volumen limiiado por el paraboloide x 2 + 4/ 2 = z, el plano z — 0 y los cilindros y 2 =■ x y x 2 = y (ver Fig. 65-3). 

El volumen pedido se obtiene por integración de z = x 2 + 4y 2 en la región R común a las parábolas/ 2 = x y x 2 = y 
en el plano xOy , Por consiguiente, 


V 



(x 2 + Ay 2 ) dy dx 





X* 


3 

7 


unidades de volumen 


4. Hallar el volumen de la porción de cilindro 4x 2 4- y 2 = a 2 comprendida entre los planos z = 0 y z = my (ver Fig, 65-4). 
El volumen se obtiene integrando z = my según la mitad de la elipse Ax 2 + /* = a 2 . Así pues. 


V = 


= *rx 


\/n2-4x2 r af2 

my dy dx = m I y 2 




4x2 


dx = 


mar 


unidades de volumen 



Fig. «5-4 


Fig. 65-5 


Fig. 65-6 


5. 


Hallar el volumen limitado por el paraboloide x 2 + y 2 = 4z, el cilindro x 2 + y 2 = 8/ y el plano z = 0 (ver Fig. 65-5). 

El volumen pedido se obtiene integrando z — ¿(jt 2 + y 2 ) según el círculo x 2 + y 2 — 8/. En coordenadas cilindricas, 
el volumen se obtiene al integrar z = ¿g 2 en el círculo q = 8 sen 6. Por tanto, 


V 




zp dp de 


de 



sen 4 $ d$ 



p z dp de 


96jt unidades de volumen 


6. Hallar el volumen que se elimina cuando a una esfera de radio se le practica un taladro de radio a de forma que el 

eje del orificio sea un diámetro de la esfera (ver Fig. 65-6). 

De la figura $c deduce que el volumen pedido es igual a ocho veces el correspondiente al del primer cuadrante 
limitado por el cilindro g a = a 8 , la esfera + z s = 4 a B y el plano z — 0. Este último volumen se obtiene integrando 

z = y/4a 2 — q 2 en un cuadrante del círculo q — a. Por tanto, 


p ir/a p 

- 8 X J. 


V4a 1 — p 1 p dp de 


I C < 8a# - avia 1 )** 


4 

3 


(8 — 3\/3 )aV unid, de vol. 


V 
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Problemas propuestos 

7. Hallar el volumen limitado por 9x 2 + 4y 2 + 36 z = 36 y el plano z ~ 0. Sol. 3 n unidades de volumen. 

8. Hallar el volumen limitado por z — 3x y por encima del área del primer cuadrante limitada por x = 0, y = 0, x = 4, y 

x 2 4- y 2 = 25. So/. 98 unidades de volumen. 

9. Hallar el volumen del primer octante limitado por x 2 + z = 9, 3x + 4y = 24, x = 0, y = 0 y z = 0. 

5o/. 1 485/16 unidades de volumen. 

10. Hallar el volumen del primer octante limitado por xy — 4z f y = x y x = 4. 5o/. 8 un. vol. 

11. Hallar el volumen del primer octante limitado por x 2 + y 2 = 25 y z — y, Sol. 125/3 un. vol. 

12. Hallar el volumen común a los cilindros x 2 + y 2 = 16 y x 2 4 - z 2 — 16. 5o/. 1 024/3 un. vol. 

13. Hallar el volumen del primer octante interior a y 2 + z 2 = 9 y exterior a y 2 = 3x. 5o/. 27 ti/ 16 un. vol. 

14. Hallar el volumen del primer octante limitado por x 2 + z 2 = 16 y x — y = 0. Sol, 64/3 un. vol. 

15. Hallar el volumen delante de x = 0 y común ay 2 -1- z 2 = 4ey 2 + z 2 + 2x = 16. Sol, 28jrun.vol. 

16. Hallar el volumen interior a q = 2 y exterior al cono z 2 = £ 2 . 5o/. 32 jt/ 3 un. vol. 

17. Hallar el volumen interior a y 2 -h z 2 = 2 y exterior a x 2 — y 2 — z 2 = 2. 5o/. 8 tt(4 — \/2)/3 un. vol. 

18. Hallar el volumen común a g 2 + z 2 = o 2 y p = a sen 6. 5o/. 2(3 tt — 4)o 3 /9 un. vol. 

19. Hallar el volumen interior a x 2 + y 2 = 9, limitado inferiormente por x 2 + y 2 + 4z = 16 y superiormente por z = 4. 

Sol. 81tt/ 8 un. vol. 

20. Hallar el volumen limitado por el paraboloide 4x 2 + y 2 = 4z y el plano z — y = 2. jSol. 9n un. vol. 

21. Hallar el volumen generado al girar la cardioide q = 2(1 —eos 0) alrededor del eje polar. 

Sol. V = 2n J J y q dg d6 = 64ji/ 3 un. vol. 

22. Hallar el volumen generado al girar un pétalo de q = sen 20 alrededor de su eje. Sol. 32ji/ 105 un. vol. 

23. En una esfera de radio 2 (unidades de longitud) se practica un taladro de sección cuadrada de lado iguala 2(unida¬ 
des de longitud), siendo su eje un diámetro de la esfera. Demostrar que el volumen eliminado es §(2\/2" + 

— 54 are lag V2) unidades de voliimen. 



Capítulo 66 


Area de una superficie 

Integral doble 


EN EL CALCULO DE LA LONGITUD DE UN ARCO se efectúan las operaciones siguientes: (1) Se 
proyecta el arco sobre uno de los ejes coordenados determinando un cierto intervalo sobre el eje 

y (2) se integra la función j/ 1 -f | j, si la proyección se realiza sobre el eje x, o bien|/l + 

si la proyección se realiza sobre el eje y , en el intervalo anterior. 

Para calcular el área S de una porción R' de una superficie z — f(x/y) se sigue un procedimiento 
análogo: . 

(1) Se proyecta R' sobre uno de los planos coordenados determinando una región R en dicho 
piano. 

(2) Se integra, en la región R la función 


S 

s 

s 


ssfW+W 

cc 1 1 +(^v + (^y 
jj V \ ay / \ dz ) 

cc +(*y\\(*£) 

JJ V \dx J [dz 

R 1 \ / \ / 


dA , si R' se proyecta sobre xOy 


dA y si R! se proyecta sobre yOz 
dA , si R' se proyecta sobre zOx 


* 4 . 

Problemas resueltos 


1. Sea R' una región de área S sobre la superficie z = 

Por el contorno de R' pasa un cilindro vertical (ver 
Fig. 66-1) que corta al plano xOy según la región R. Se 
divide R en n subregiones A Ai (de áreas AA t ) y sea A Si 
el área de la proyección de AA { sobre R'. Se elige un 
punto P { en cada subregión AS t y se traza en él, el plano 
tangente a la superficie, siendo AT f el área de la proyec¬ 
ción de AA t sobre este plano tangente. El valor AT t es 
una aproximación del área AS¡. 


El ángulo formado por el plano xOy y el plano 
tangente en P { es igual al ángulo formado por el 

a/ 


eje z t 


[0, 0, 1] y la normal, | — -|£-, — tj = 


r ¿X 

[ &x 8y 


eos y i = 


1J a la superficie en P¡. Es decir, 
_ 1 _ 

V© ,+ (£) +l 



Fig. 66-1 
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Por tanto (ver Fig. 66-2), 

ATi * eos y¿ = AA¿ y AT¿ — sec y f • AA¿ 

n n 

Luego, una aproximación de S es £ AT¡ — £ sec y¿ • AA ¿i y 

i = 1 i - 1 



Fig. 66-2 

2. Hallar el área de la porción del cono x 2 4- y 2 — 3 z z situada por encima del plano xOy e interior al cilindro x 2 + y 2 = 4y. 





Fig. 66-3 


Fig. 66-4 


Solución /. La proyección del área pedida (ver Fig. 66-3) sobre el plano xOy es la región K limitada por el círculo 
x 2 + y 2 = 4y. Para el cono, 

dz __ 1 x dz _ y * , (< _ 9z 2 + x 2 + y 2 __ 12z 2 _ 4 


= I.* M = v i + (ií 

dx 3 z’ áy 3 z' y \dx 


= xxV 

x 

= — f 4 

/s-J. 


1 + ^ ^ WA - 


n 


0 


- dx dy — 2 

V3 


4 ^ 


vsH X 


c?x dy 


4y - y 2 dy 


ir unidades de superficie 


Solución 2. La proyección de la mitad del área pedida, sobre el plano yOz , es la región R limitada por la recta 
y — 's/Tz y la parábola y = fr a ; esta ecuación se obtiene eliminando x en las ecuaciones de las dos superficies. Para 
el cono, 

A n / . \ í / . \ 1 O 1 4 I A « . A « , A « 


= 7 'X 


dx _ 

3z 

dz 

x 3 

\yfy/>n 

2y/Sz 

i 

/3z* - j/* 


y 1 + 


V 

4v/3 r 4 


, / dx\ _ x 2 + y 2 + 9z 2 _ 12z 2 

+ Váíy " x 2 ~ x 2 


12z 2 
3z* - y 2 


= ** = V3¡F7* 


Solución 3. Empleando coordenadas cilindricas en la Solución 1 , hemos de integrar la función 
2 

a lo largo de la región R limitada por la circunferencia g = 4 sen 0. Así pues. 


dz\ (te V 
9a:/ \ÓV J 


s = 


XX 


— p dp de = —— 
V3 -y/3 


sPI 


ü f" 

/3 J . 


sen 2 0 de 


8\/3 

—o —v unidades de superficie 
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3. Hallar el área de la porción del cilindro x 2 + z 2 = 16 situada dentro del cilindro x* + y* = 16 (Fig. 66-5). 

En la figura, se representa la octava parte del área pedida, y su proyección sobre el plano xOy constituida por un 
cuadrante del círculo x 2 + y 1 — 16. Para el cilindro jc 2 + z % — 16. 



Fig. 66-5 


Fig. 66-6 


4. Hallar el área de la porción de la esfera jc 2 + y 2 + z % = 16 exterior al paraboloide x % + y 2 + z = 16 (Fig. 66-6). 

En la figura, se representa la cuarta parte del área pedida, y su proyección sobre el plano yOz constituida por la 
región R limitada por la circunferencia y 2 + z 2 = 16, los ejes y y z y la recta z = 1. Para la esfera, 


Luego 


dX _ 

oy 

s = 


= 16 


dx _ _ z_ 1 / dx _V / dx\ 2 _ + y % + s 2 _ 16 

Sz x‘ y 1+ \3i/ / / ** 16 — y 1 ■— 

/JaHihíT- - ‘íT 

J %1 1/ V í6 ~* 2 f 1 1 

are sen - ck = 16 I - ir 

• Vi6 - 7* ¿ 


dy dz 


Vi 6-i/ a -z* 

= 8ir unidades de superficie 


5. Hallar el área de la porción del cilindro jc 2 + y 2 = 6y situada 
dentro de la esfera jc 2 + y 2 + z 2 = 36 (Fig. 66-7). 

En la figura, se representa la cuarta parte del área pedida, su 
proyección sobre el plano yOz constituida por la región /¿ limitada 
por los ejes z e y y la parábola z % + 6y = 36. Esta última ecuación 
resulta de eliminar jc en las ecuaciones de las dos superficies. Para 
el cilindro, 



dx 

hz 


0 


x 9 + fi — 6y 4- y 1 _ 9 

x 1 ~ 6y - y 8 



dz dy 


— 144 unidades de superficie 



Fig. 66-7 
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Problemas propuestos 


6. Hallar el área de la porción del cono x 2 + y 2 = z 2 interior al prisma vertical cuya base es el triángulo limitado por las 
rectas y — x, x — 0 e y — 1 en el plano xOy. Sol. \^/2 unidades de superficie. 

7. Hallar el área de la porción del plano x + y + z = 6 interior al cilindro x 2 -f y 2 = 4. 

Sol. 4V3tt un. sup. 

8. Hallar el área de la porción de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 36.interior al cilindro x* + y 2 — 6 y. 

Sol. 12{n — 2) un. sup. 

9. Hallar el área de la porción de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4 z interior al paraboloide x % + y 2 = z. 

Sol . 4jt un. sup. 

10. Hallar el área de la porción de la esfera x 2 + y 2 + z 2 — 25 entre los planos z — 2 y z — 4. 

Sol. 20n un. sup. 

11. Hallar el área de la porción de la esfera z = xy interior al cilindro x 2 + y 2 — 1. 

Sol. 2 jc(2\/2 — l)/3 un. sup. 

12. Hallar el área de la superficie del cono x 2 + y 2 — 9 z 2 = 0 encima del plano z = 0e interior al cilindro x 2 + y 2 — 6 y. 
Sol. 3VT0-~i un. sup. 

13. Hallar el área de la parte de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 25 interior al cilindro elíptico 2jc 2 + y 2 = 25. 

Sol. 50^un.sup. 

14. Hallar el área de la superficie de jc 2 + y 2 — az — 0 que está situada directamente encima de la lemniscata 4 q 2 = a 1 eos 20. 

Sol. S = — V4 p 2 + a* p dp d$ = ^ ~ un. sup. 

15. Hallar el área de la superficie de x 2 + y 2 + z 2 = 4 que está situada directamente encima de la cardioide q — 1 —eos 0 . 
Sol. 8[^ — \Í2 — ln <VT + 1)1 un. sup. 



Capítulo 67 


Integral triple 


LA INTEGRAL TRIPLE 


SSS f(x ’ y ’ 


z) dV de una función de tres variables independientes extendida 


a una región cerrada R de puntos (x, y, z), de volumen V , en la cual la función es uniforme y con¬ 
tinua no es más que una generalización del concepto de integral simple y doble. 

En el caso de que/(x, y, z) = 1, la integral /(x, y, z) dV representa la medida del volumen 

R 

de la región R . 

CALCULO DE LA INTEGRAL TRIPLE^|^/(x, y, z) dV en coordenadas rectangulares. 

R 

rrn r> h 2 (x) y»*2 ÍJ: ’ v) 

j 1 1 f(x, y,z)dV = II | f(x, y, z) dz dy dx 

n Z 2 (!,) 

| f(x, y, z) dz dx dy, etc. 

j(3f) 

tomando los limites de integración de forma que cubran la región R. 

CALCULO DE LA INTEGRAL TRIPLE f(g, 6, z) dV en coordenadas cilindricas. 

R 

nnn /• í > 2 (0) /* x 2 ip,0) 

1)1 f(p,e,z)dV =(( f f(p,9,z) pdz dp dd 

tomando los límites de integración de forma que cubran la región R. 

CALCULO DE LA INTEGRAL TRIPLE /fe 0) dV en coordenadas esféricas. 

R 

1)1 f(p,<t>,0)dV =1) | f( P ,<l>,9) p 2 sen<j,dpd<l>d6 

tomando los límites de integración de forma que cubran la región R t 

CENTRO GEOMETRICO Y MOMENTOS DE INERCIA. Las coordenadas (x, y, z) del centro geo¬ 
métrico de un volumen satisfacen las relaciones 

*XXX iv = XXX * iv ’ «XXX dv = XXX * dv - 
i XXX , "' = XXX* iV 

R R 

Los momentos de inercia de un volumen con respecto a los ejes coordenados vienen dados por 
/, = jjf (y 2 + z 2 ) dV, /, = JJJ {z* + x 2 )dV, 

R R 

I t = JjJ (x 2 + y*)dV 
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Problemas resueltos 

1. Consideremos ta función /(x, y , z), continua en una región R del espacio. Cortando a R por una serie de planos pa¬ 
ralelos, x = y = r¡i y z = dicha región queda dividida en paralelepípedos rectos de volumen A = Ax t • Ay i • Az k% 
y en cierto número de paralelepípedos incompletos que ignoramos. En cada uno de los paralelepípedos completos se 
elige un punto P iik (*,, yj, z k ) al que corresponde el valor /(*,, y h z 4 ), y formamos la suma 

(i) 2 f(Xi, Vi, Zk) • ó V tJt = 2 /(*i. Vi, Zk) AXi Ayt Az k 

i= 1, . . .,m i=l,.. .,m 

1.. . .,n j = 1,. . .,n 

Jc=l,...,P le = 1_p 

La integral triple de/( x y y, z) extendida a la región R es, por definición, el límite de (i) cuando el número de paralelepípedos 
crece indefinidamente de forma que las tres dimensiones de cada uno de ellos tiendan a cero. 

Para hallar este límite, se pueden sumar, en primer lugar, todos los paralelepípedos que tienen dos dimensiones 
iguales a A { x y A } y considerando i y j constantes, y calcular el límite cuando A k z -* 0. Así pues, 

P 

lim 2 f(%i, Vh Zk) AkZ Aa Aiy = I f(Xi, y it z) dz Aa A& 

p -*■ + 00 k = 1 J 

Ahora bien, estas son las columnas de las subregiones de la base consideradas en el Capítulo 23; por consiguiente, 

lim 2 f(%i, Vi, Zk) * AVijk 

m -* + * i= 1, . , .,m 
n -* + « j— 1. . . .,n 
p-*+» k= 1, . . , ,p 


- fff f(x, y, z) dz dx dy = fff f(x, y, z) dz dy dx 


2. Hallar. 


n i- X 

I xyz dz dy dx 

= J" J «I J* xyz dz|dy J dx 

- ítCMrh]* = 

r* j~ xy 2 (2 - xY ‘ 1 ¿x - ij* (4x - 12x 2 + 13x J - 6x 4 + x 5 ) d 

' 0 L ^ J, = o J 0 

x»1J72 /»1 x»2 

(b) I i I z p a sen e dz dp de 

' ‘ ^tt/2 C f' 

— J j £. p* sen a dp de — 2 J J / sen e dp de 


o oo 


o o 
■n/t 


f 


sen e de = — -^cose — 2/3 


(c) 


J J sen 2 <pdpd<pde — 2 J J sen^d^dtf = 2 J (1 — ^v 2 ) 


de 


o o o 


13 

240 


(2 - y[2)v 


3. 


Hallar la integral triple de F(x, y, z) = z extendida a la región R del primer octante limitada por los planos y = 0, z = 0, 
•v + y = 2,2y + .v = 6yel cilindro y 1 + z a = 4 (ver Figura 67-1). 


Integremos primero con respecto a z, desde r ** 0 (plano jr0y) hasta z = \/4 — y* (cilindro); luego, lo hacemos 
con respecto a jc, desde x = 2 — y hasta x = 6 — 2y, y finalmente con respecto a y t desde y = 0 hasta y = 2. En estas 
condiciones, 


íij - 


x*2 ^*6-2» /*V 4“ir 

I I I z dz dx dy 

*0 2 — p 0 

1 r* r*~ u 

2 J I (4 - 


0 ' 2 - y 


n v6-2* 

O 2-* 



d# dy 



-,6-2a 


2/> 


dy 


í-a 


26 
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Fig. 67-1 


Fig. 67-2 


4. Hallar la integral triple de /(p, 0, z) = q 2 extendida a la región R limitada por el paraboloide q 2 = 9 — z y el plano z = 0 
ver Figura 67-2). 

Integramos primero con respecto a z, desde z = 0 hasta z = 9 — p 2 , a continuación con respecto a q , desde (> = 0 
hasta q = 3, y finalmente con respecto a 0, desde 0 = 0 hasta 0 = 2 jt. Por tanto, 



A 


p 2 dV 



p 2 (p dz dp d$) 



p 3 (9 - p 2 ) dp di? 





243 

2 


r* 4 V 16 — x 2 4 

5. Demostrar que las integrales (a) 4 | | ( 

,i".f / 

**0 *» a /4 ^0 


dz dy dx, (6) 4 


(* 2 + » 2 )/4 




4*-* a 


d|/ dx dz, y 


(c) 4 


dx dz dy representan el mismo volumen. 


(o) En este caso, z varía entre z = J(x 2 4 - y 2 ) y z = 4; es decir, el volumen está limitado inferiormente por el para¬ 
boloide 4z = x 2 4- y 2 y y superiormente por el plano z = 4. Al variar y y x, se recorre un cuadrante del círculo 
x 8 + y 2 = 16, z = 0, la proyección de la curva de intersección del paraboloide con el plano z = 4 sobre el plano xOy, 
Por tanto, la integral proporciona el volumen limitado por el paraboloide y por el plano z — 4. 


(b) En este caso, y varía desde y = 0 hasta y — V4z — x a ; es decir, el volumen está limitado a la izquierda por el 
plano ¿Qx, y a la derecha por el paraboloide y* = 4z — x s . Al variar x y z se recorre la mitad del área limitada por 
la parábola x B = 4z, y = 0 , la curva de intersección del paraboloide con el plano tOx y el plano z = 4. La región R 
es la de (a). 


(c) El volumen está limitado por detrás por el plano yOz y por delante por el paraboloide 4z = x 2 4 - yK Al variar z e y 
se recorre la mitad del área limitada por la parábola y 2 = 4z, x = 0, la curva de intersección del paraboloide y 9 J 
plano yOz y por el plano z = 4. La región R es la de (a). 
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6 . Hallar la integral triple de F(q , <p, 0) = 1/g extendida a la región R del primer octante limitada por los conos <¡> — 

y <j) — are tag 2 y la esfera q = V 6 (Figura 67-3). 

Integramos primero con respecto a q, desde q — 0 hasta q = a/ 6 ; a continuación, lo hacemos con respecto a (p, 

desde <p = \n hasta <p — are tag 2, y finalmente con respecto a 0, desde 0 = 0 hasta 0 = \n. Así pies, 



Fig. 67-3 


Fig. 67-4 


7. Hallar el volumen limitado por el paraboloide z = 2jc 2 + y 2 y el cilindro 2 = 4 — y 2 (Figura 67-4). 

Integremos en primer lugar con respecto a z, desde 2 = 2x 2 + y 2 hasta 2 = 4 — y 2 ; a continuación con respecto a y , 
desde y = 0 hasta y = V 2 — x 2 (la ecuación x 2 + y 2 = 2 se obtiene eliminando 2 en las ecuaciones de las dos super¬ 
ficies), y finalmente con respecto a x, desde x = 0 hasta x = \/^( 0 btenido al sustituir y = 0 en x 2 + y 2 = 2 ) determi¬ 
nando así la cuarta parte del volumen pedido. Por tanto, 


V = 



x 


4 -y 2 
2x 2 + y 2 


dz dy dx = 




dx 



{(4 _ y 2 ) _ ( 2 ac 2 + i/ 2 )} dy dx 



- x 2 ) 3 ' 2 dx 


4w unidades de volumen 


8. 


Hallar el volumen interior al cilindro q = 4 eos 6 limitado superiormente por la esfera -\- z* = 16, e inferiormente 
por el plano z — 0 (Figura 67-5). 

Integremos primero con respecto a z, desde z = 0 hasta z = Vl& — a continuación lo hacemos con respecto 
a p, desde q = 0 hasta q =4 eos 0 , y finalmente con respecto a 0 , desde 0 = 0 hasta 0 = ti, obteniendo así el volumen 
pedido. En estas condiciones. 


V = 


n 4 eos 0 


16 -p a 


4 eos $ 


dz dp de = XX 


dp d0 



- 1 ) de = 


e 


— 4) unidades de volumen 
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Fig. 67-5 


Fig. 67-6 


9. Determinar las coordenadas del centro geométrico del volumen interior al cilindro q = 2 eos 6 limitado superiormente 
por el paraboloide z = g 2 , e inferiormente por el plano z — 0 (Fig. 67-6). 


t TT/2 ^,2 eos 8 


7172 _ 2 cosí 


= 


= 2 r r c pdzdp de = 2 c c 

‘'o * > o %> o ~o 

.,7772 —|2cos0 ~ 

- J p 4 J c ?0 = 8 J eos 4 0 de = ~ 7r 

ÍÍX x dV = 2 rrr p eos e • p dz dp de 


p 3 dp de 


o o v o 

X 7772 ^,2 eos fl .,7772 

I p 4 eos 0 dp de 


o - o 


64 C m " « 4 

= — j eos 6 0 ¿0 = 2ir, y x = j 


Por simetría, y = 0. 


r f r ,,7772 ,,2 eos fl ,,P 2 ^.-n-za 2 eos í) 

= JJJ - 2 J J J z-pdzdpde = J j p 5 dpd 0 


o ^ o 


32 


X U72 

s „ , 5 

eos 8 0 de = —7T, y z = — 


10 


Así pues, las coordenadas del centro geométrico (4/3, 0, 10/9), 


10. Dado un cono recto circular de radio r y altura h , determinar (a) el 
centro geométrico, ( b ) el momento de inercia con respecto a su eje, 
(c) el momento de inercia con respecto a una recta cualquiera que pase 
por su vértice y sea perpendicular a su eje, (d) el momento de inercia 
con respecto a una recta cualquiera que pase por el centro geométrico 
y sea perpendicular al eje, (e) el momento de inercia con respecto a un 
diámetro de la base. 


Considerando el cono como se representa en la Fig. 67-7, su ecua¬ 


ción es q = -j- í. Por tanto, 


V = 4 


r* p 

*■' n «A , 


p dz dp de 


= 4j^ j ~ (hp-^p^dpde 


\ hr * de = \irkr 1 



Fig. 67-7 
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(a) El centro geométrico está situado en el eje z. 


Mi 


- JT.Í 


2 dV = 4 


Í 7T/2 «r 


z p dz dp de 


= 2 f' (h'p-^p^dpde = de - 

Ai 3 

y s — —~~ — — A. Luego, las coordenadas del centro geométrico son (0,0, ¿A). 


(b) I. = JJJ (* ! + ¡, 2 ) dV = aJ™ f f\*'pdzdpde = irAf* - ¿r 2 F 


0 «p 


(c) Tomando la recta como eje y . 

A = JJJ (X 2 + z 1 ) dV = 

R 

= 4 X X {( v- ^ p4 ) cos!#+ K /tv_ ^ p4 )} dpd# 

= = f/V+jr^V 


X ir/2 y%r s* h 

J J (p 2 eos 2 e 4- z 2 ) p dz dp de 

0 -.p 


(d) Sea c la recta que pasa por el centroide y es paralela al eje y . Por el teorema de Steiner, 

I. = I'+V($h)* y I' = §(/i 2 + ¿r 2 )V - JL/i 2 V = &(Ji 2 + 4r 2 )V 

(e) Sea d el diámetro de la base del cono, tomado paralelo al eje y. Tendremos 


U = i e + V(±ft) 2 = &(>i 2 + 4r 2 )F + *A*V = ^(2á 2 + 3r 2 )V 


11. Hallar el volumen limitado por el cono <j> = \n y la esfera q = 2a eos <j> (Ver Figura 67-8). 



Fiar. 67-8 


Fig. 67-9 
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12. Determinar el centro geométrico del volumen limitado por un cono de ángulo en el vértice igual a 60° y una esfera 
de radio 2 cuyo centro está en el vértice del cono. (Ver Figura 67-9.) 

Tomando las superficies como se indican en la figura, x = y = 0. En coordenadas esféricas, la ecuación del cono 
es (¡} = ji/ 6 , y la correspondiente a la esfera es q = 2. 


V 


M xy 



ffx 


sen 0 dp dtp de 


32 

3 



f (2-V/3) 




sen 0 dtp de 


st S-» s-*1T/í ^»7T/6 s%2 

J j J z dV — 4 J | J p eos 0 • p 2 sen 0 dp dtp de 



sen 20 dtp de 


_ _ 3(2 + V3) 

V 8 


13. Hallar el momento de inercia con respecto al eje z del volumen del Problema 12. 

.«72 ^.TT/8 


h = 


XXX (x 2 + y 2 ) dV = *X X X p 2 sen 2 0 • p 2 sen 0 dp dtp de 

f f ,= !|5(|-|V5)J"''* = ^««- 9 ^, 


128 

5 


5 — 2\/3 yr 
5 V 


Problemas propuestos 


14. Hallar las integrales triples siguientes; 
(a) j J J dzdxdy = 1 


0 1 2 
1 


(b) X J X dz dy dx — 1/24 


,12 ,4-2y/3-i/3 


0 ‘ 0 

J .6 12 — 2y 4-2W3-Z/3 - - .. 

( I x dz dx dy — 144 - | 

o *"o *^o *^0 

,«72 4 ^ V ^ 6 “* 2 


x dz dy dx 


(<*> 


XJ í 

5 


OSA 

(16 - p 2 ) ,/2 p z dp dz di? = 


(e) | í f p 4 sen <p dp d<p de = 2500*- 

Ja «^n *7 o 


0 «■' 0 ^0 

15. (a) Hallar la integral del Problema 14(6) cambiando el orden a dz dx dy. 

(b) Hallar la integral del Problema 14(c) cambiando el orden a dx dy dz y también a dy dz dx. 


16. Hallar los volúmenes siguientes, por medio de una integral triple y empleando coordenadas rectangulares: 

(a) interior a x* + y 2 = 9, encima de z = 0, y debajo de x + z = 4. Sol. 36ti un. vol. 

(A) limitado por planos coordenados y 6 * + 4y + 3z = 12. Sol, 4 un. vol. 

(c) interior a .v 2 + y 2 = 4*, encima de z = 0, y debajo de x a 4 - y 2 = 4a. Sol- 6n un. vol. 

17. Hallar los volúmenes siguientes, por medio de una integral triple y empleando coordenadas cilindricas: 
(a) Problema 5. 

(¿>) Problema 16(c). 

( c ) inferior a q 2 — 16, encima de z = 0, y debajo de 2r =* y. Sol. 64/3 un. vol. 
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10. Determinar el centro geométrico de los volúmenes siguientes: 


(a) interior a z* = xy y encima del triángulo y — x t y — 0, x — 4. 


en el plano z = Ó. Sol . 

(6) Problema 16(6). Sol. 

(c) volumen del primer octante del Problema 16 (ú). Sol. 

(d) Problema 16(c). Sol. 

( e ) Problema 17(c). Sol. 


(3, 9/5, 9/8) 

(1/2, 3/4, 1) 

/ 64 - 9,r 23 

8(ir — 1) * 

(8/3, 0, 10/9) 

(0, 3tt/ 4, 3r/16) 


73ir ~~ 128 \ 
32 (t - 1) ) 


19. Hallar los momentos de mercia /*, /„ /, de los volúmenes siguientes: 


(а) Problema 5. 

(б) Problema 16(6) 

(c) Problema 16(c) 

(d) limitado por z = g* y el plano z = 2. 


Sol ,. = /,= f V, /, = fV 
Sol i, = %V, 1, = 2V, I.=ÜV 
Sol. /,=#V, /. =ffV, 7,=fV 
&/. /, = /,= ÍV, /. - §V 


20 . 


Demostrar que, en coordenadas cilindricas, la integral triple de una función f(g , 0, z) extendida a una región R se puede 
representar por 

S*P ✓'pjíí» S*M t íp,0) 

J J J f(p,e,z) p dz dp de 


Ind. Considérese (ver Fig. 67-10) una subregión genérica de R limitada por dos cilindros cuyo eje sea Oz y de radios g 
y g = dos planos horizontales que pasen por los puntos (0,0, z) y (0,0, z + Az) y dos planos verticales que pasen 
por el eje Oz y formen con el plano xOz los ángulos 0 y 0 + AB. Tómese Av = (gAB) Ag • Az como una aproximación 
de este volumen. 



Fig. 67-10 


Fig. 67-11 


21. Demostrar que, en coordenadas esféricas, la integral triple de una función f(g, 0) extendida a una región R se puede 


representar por 




rrs 


f(p, ») p 1 sen tp dp dtp da 




Ind. Considérese (ver Fig. 67-11) una Subregión genérica de R limitada por dos esferas de centro O y radios g y 
g 4- AQ t dos conos de vértices O , eje Oz y semiángulo en el vértice $ y 0 + A<fi t y dos planos verticales QUC pasen por 
el eje Oz y formen con el plano zO y los ángulos 0 y 0 + AB. Tómese 


AV — (g A<j>) (e sen AB)(Aq) — g % sen 0 Ag A<¡> AB 


como una aproximación de este volumen. 



Capítulo 68 


Cuerpos de densidad variable 

LOS CUERPOS HOMOGENEOS con los que hemos tratado en los capítulos anteriores se considera¬ 
ron como figuras geométricas de densidad ó = 1. La masa de un sólido homogéneo de volumen V 
y densidad ó viene dada por m = ó V, 

La masa elemental dm de un sólido no homogéneo cuya densidad varía de punto a punto viene 
dada por: 

ó(x, y) ds para una línea material (por ejemplo, una varilla fina), 

ó(x f y) dA para una superficie material (por ejemplo, una hoja de metal delgada), 

ó(x 9 y , z) dV para un sólido material 


Problemas resuellos 


1. Hallar la masa de una varilla semicircular sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional a su distancia al 
diámetro que une sus extremos. 

Tomando la varilla como se indica en la Fig. 68-1, <5(*, y) = ky. 

Por tanto, de x 2 + y 2 = r 2 . 


y 


m 



2fcr 2 unidades 



2. Hallar la masa de una placa cuadrada de lado a sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional al cuadrado 
de su distancia a un vértice (Fig. 68-2). 

Tomando el cuadrado como se indica en la figura, de forma que uno de sus vértices coincida con el origen, 
<5(*, y) = k(x 2 4 y e ), y 


m 




k{x 2 + y 2 ) dx dy 



a 3 + ay 3 ) dy 


j/ea 4 unidades 
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3„ Hallar la masa de un plato circular de radio r sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional al cuadrado de su 
distancia a un punto de la circunferencia (Fig. 68-3). 

Tomando el círculo como se indica en la figura, llamando A(r, 0) al punto fijo elegido sobre la circunferen- 
eia <5(jr, y) = k{(x — /•)* + /}, y 


m 




R 


dA 



k{(x — r) 2 4- y 2 } dy dx 


g-ZcTT?' 4 unidades 


4. Determinar el centro de masas de un plato cuyo contorno es un arco de la parábola y 8 — 8jc limitada por la ordenada 
en el punto jc — 2, sabiendo que la densidad en cada punto es igual a su distancia a dicha ordenada. Ver Fig. 68*4. 


Será, d(x t y) = 2 — x y por simetría y = 0. Para la mitad superior de la placa. 

™ f^k(2-x)dxdy = kf^Z-^+^dy = fjfc, 

M, = §§*(x,y)xdA = jT /§ k(2-x)xdxdy = 

y x --= = 4-* Las coordenadas del centro de masas son (i, 0) 

mi ' 



Fig. 68-4 



Fig. 68-5 



5. Determinar el centro de masas de un plato cuyo borde presenta la forma de media cardioide de ecuación q ~ 2(1 4 eos 0), 
sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional a su distancia al polo (Fig. 68-5). 


7r -2(1 + cob©) 


m 


M 


= .//«o-.»," = x’X 

S*TT -2(1 + eos 0) 

x — jj 6{p,e)ydA “11 A-p • p sen e • p dp 


kp'pdpde — ^/e j* (1 4 eos eY de — ^-kv, 


X 77 128 

(1 4- eos©) 4 sen© de — -g—fe, 


M 


s* s* f*TT ^*2(1 + eos©) 

y = II 8(p, e) x dA = | | kp • p eos e • p dp de = 14kv 


Luego x 


M u 21 M x 96 


m 10’ y m 2Sn 


y las coordenadas del centro de masas son 

25 Tí ^10 25 Tí J 


6, Hallar el momento de inercia, con respecto al eje jc, de un plato cuyo contorno es un arco de la curva y = sen x y el 
eje jc, sabiendo que la densidad de cada punto es proporcional a su distancia al eje jc (Fig. 68-6). 


= ÍT S(x,y)dA = i i ky dy dx = \k i sen 2 x 

y R ^ Z ^0 

?* = y) y 2 dA = j j' ky • y' ¿ • dy dx - ^ k j scn 4 x 


m = 


dx ~ -- kv 

4 


, 3 i 3 

dx = 32 a '" = 8 m 
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7. 


Hallar la masa de una esfera de radio r sabiendo que la densidad en cada punto es inversamente proporcional al cua¬ 
drado de su distancia al centro (Fig. 68-7). 


Tomando la esfera como indica la figura, ó(x, y , z ) 


k 

**“+ y 1 + r a 


Q 2 


y 



Fig. 68-7 


Fig.68-8 


8 . 


Determinar el centro de masas de un cilindro circular recto de radio r y altura h sabiendo que la densidad en cada punto 
es proporcional a su distancia a la base (Fig. 68-6). 


Tomando el cilindro como se indica en la figura, su ecuación es q = r, y el volumen a considerar corresponde a la 
porción de cilindro comprendido entre los planos r = 0 y z - A. Evidentemente, el centro de masas está situado en 
el eje z. 


m 


M*y 


sss 5 (z,p,e)dV = J' kz'pdzdpde ~ 2/efe* J' p dp d$ 

r™ i 

j de = ^feirfeV, 




o o 


o o 


kh 2 r 2 


sss 6 (z, p, e) z dV = crr kz 2 • p dz dp de 


X 1T/2 pr 

J ,* 


0 0 


de 


2 r™ 1 

|fefe 3 r 2 J de = | feírfeV y 

o 


z = 


_ _ 




= -fe 


Las coordenadas del centro de masas son (0,0, ffe). 
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Problemas propuestos 


9. Hallar la masa de: 

(a) una barra recta de longitud a , sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional a su distancia a uno de 

los extremos. Sol. ika z . 

(b) un plato en forma de triángulo rectángulo de catetos a y b, siendo la densidad en cada punto proporcional a la 

suma de sus distancias a los catetos. Sol. %kab(a + b ). 

(c) un plato circular de radio a, siendo la densidad de cada punto proporcional a su distancia al centro. 

Sol. \ka z n. 

(d) un plato de forma elíptica de ecuación b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 t siendo la densidad de cada punto proporcional a la suma 

de sus distancias a los ejes. Sol. %kab(a + b). 

(e) un cilindro circular de altura b y radio de la base a , siendo la densidad en cada punto proporcional al cuadrado 

de su distancia al eje. Sol . \ka*bn. 

(/) una esfera de radio a, siendo la densidad en cada punto proporcional a su distancia a un plano diametral ñjo. 
Sol. \kcPn. 

(g) un cono circular de altura b y radio de la base a , siendo la densidad en cada punto proporcional a su distancia al eje. 
Sol . $ka z bn. 

(h) una superficie esférica, siendo la densidad en cada punto proporcional a su distancia a un plano diametral fijo. 
Sol. 2 ka z n. 


10. Determinar el centro de masas de; 

(a) un cuadrante de 9(c). Sol . (3a/2^, 3a¡2n). 

(b) un cuadrante de un plato circular de radio a, siendo la densidad en cada punto igual a su distancia a uno de los 

radios límites (eje*). Sol . (3a/8 , 3an/\6). 

(c) un cubo de arista a , siendo la densidad en cada punto igual a la suma de sus distancias a tres aristas adyacentes 

(ejes coordenados). Sol. (5a/ 9, 5a/ 9, 5a/9). 

(¿0 un octante de una esfera de radio a, siendo la densidad en cada punto igual a su distancia a una de las caras planas. 
Sol. (I6fl/I5jr, \ba/\5n> 8a/15). 

(e) un cono circular recto de altura b y radio de la base a , siendo la densidad en cada punto igual a su distancia a 
la base. Sol. (0, 0, 2 b/5). 


11. Hallar el momento de inercia de: 

(a) un plato cuadrado de lado a , con respecto a un lado, siendo la densidad en cada punto igual al cuadrado de su 

distancia a un extremo de dicho lado. Sol. 1 / li a*m. 

(b) un plato circular de radio a, con respecto a su centro, siendo la densidad en cada punto igual al cuadrado de su 

distancia al centro. Sol. \a 2 m. 

(c) un cubo de arista a , con respecto a una arista, siendo la densidad en cada punto igual al cuadrado de su distancia 

a un extremo de dicha arista. Sol. a& ¡ ib a z m. 

(d) un cono circular recto de altura b y radio de la base a t con respecto a su eje, siendo la densidad en cada punto igual 

a su distancia al eje. Sol. 

(e) el cono de (d), siendo la densidad en cada punto igual a su distancia a la base. Sol . i a 2 m. 
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Ecuaciones diferenciales 


UNA ECUACION DIFERENCIAL es aquella en cuyos términos figuran derivadas o diferenciales; por 


ejemplo, £¡L + 2 & + 3, - 0, 


dy — (x + 2 y) dx, etc. 


El orden de una ecuación diferencial es el correspondiente al de la derivada de mayor índice 
que figura en ella. La primera de las ecuaciones anteriores es de segundo orden y la segunda es de 
primer orden. Ambas son lineales o de primer grado. 


tyna solución de una ecuación diferencial es toda relación entre las variables en la que no figuran 
ni derivadas ni diferenciales y que satisface idénticamente a la ecuación. La solución general de una 
ecuación diferencial de orden n es aquella solución que contiene el máximo número {— n) de cons- 
antes arbitrarias. (Ver prob|e|MS 


ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE PRIMER ORDEN, Es de la forma Míx, y)dx + N(x, y) dy 

= 0. Si una ecuación de este tipo se puede escribir en la forma particular /(jc) • g 2 (y) dx + f 2 (x) 
• g x (y) dy = 0, las variables son separables y la solución viene dada por 


J h{x) J 9i 


(y) 


dy = C 


(Ver Problemas 4-6.) 


Una función /(je, y) es homogénea de grado n , si /(Aje, Xy) = A'/(je, y). La ecuación M(x, y) dx 
+ N{ je, y) dy = 0 es homogénea , si M(x , y) y N(x , y) son homogéneas del mismo grado. 

La sustitución 

y = y je, dy = v dx + x dy 

transforma la ecuación homogénea en otra cuyas variables, x c y t son separables. 

(Ver Problemas 7-9.) 


ALGUNAS ECUACIONES DIFERENCIALES se pueden resolver, rápidamente, si se advierte en ellas 
la presencia de combinaciones de términos integrables. 

Otras ecuaciones, cuya solución no es inmediata por el método anterior, se pueden resolver 

multiplicándolas por un factor adecuado, función de x e y, que recibe el nombre de factor inte - 

grante de la ecuación. ... n .. , AX 

* (Ver Problemas 10-14.) 

dy 

La ecuación diferencial lineal de primer orden + Py — Q, siendo P y Q funciones de x so¬ 
lamente, tiene como factor integrante S(x) — e rpjtt t (Ver Problemas 15-17. 

dy 

Una ecuación de la forma + Py = Qy\ siendo n ^ 0,1 y P y Q funciones de x únicamente 
se reduce a otra lineal mediante la sustitución 


y 1 -' - 


dy 1 dz 
dx 1 - n dx 


(Ver Problemas 18-19.) 


i n 
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Problemas resueltos 


í. Demostrar que (a) y = 2e x , ( b ) y = 3* y (c) y — Cj e* + C* jc, siendo C, y C, constantes arbitrarias, son soluciones 
de la ecuación diferencial y"( 1 — x ) + y'x—y = 0. 

(a) Derivando dos veces la función y = 2e x resulta, y' = 2e x c y" — 2e x . Sustituyendo en la ecuación diferencial 
dada, se obtiene la identidad 2e*(l — *) + 2e*x — 2e* = 0. 

(ó) Derivando dos veces y = 3x resulta, y' = 3 e/' = 0. Sustituyendo en la ecuación diferencial dada se llega a 
la identidad 0(1 — x* + 3x — 3jc = 0. 

(c) Derivando dos veces y = C x e x -1- C t x resulta, / = C 1 e*|C l c /' = Qv - . Sustituyendo en la ecuación dife¬ 
rencial dada, se llega a la identidad C x e*(l — x) + (C x e x + C 9 )x — (C x e x + C, x) — 0. 

La solución (c) es la solución general de la ecuación diferencial, ya que contiene el número apropiado de constantes 
arbitrarias. Las soluciones (o) y ( b ) reciben el nombre de soluciones particulares , puesto que ambas se pueden obtener 
para determinados valores de las constantes arbitrarias de la solución general. 


2. Hallar la ecuación diferencial cuya solución general es 

(a) y = Cx 1 — x y 
(a) 


(b) y — Cj* 5 + C*x + C, 


Dirivando y = Cx % — x obtenemos y' = 2Cx — 1. Despejando, C = -y + * y sustituyendo en la relación 


dada (solución general) resulta y = ~ * 


x*—x osea y'x = 2y+ x. 


(i b ) Derivando tres veces y = C\ x* + C 2 x + C 9 resulta, y' = 3C X x* + C*, y" — 6CjX, y'" — 6 C v Por tanto, 
y" = xy'" es la ecuación pedida. 

Obsérvese que la relación dada es una solución de la ecuación y lr = 0, pero no es su solución general, ya que 
solamente contiene tres constantes arbitrarias. 


3. Hallar la ecuación diferencial de todas las parábolas cuyo eje principal es el eje Oz, 

La ecuación de una familia de parábolas es y* = Ax + B , siendo A y B constantes arbitrarias. 
Derivando dos veces, obtenemos 2yy' = A y 2 yy" + 2y' x — 0. 

Luego 2 yy" + 2y'* — 0 es la ecuación pedida. 


4. 


Resolver 


dy 

dx 


+ 


1 + y* 


xy 2 ( 1 + x*) 



Operando, xy*(l + x*)dy + (1 + y*)dx = 0 ó 
bles separadas. Luego 


y* 

1 + y 3 


dy + 


——-- dx — 0 que es una ecuación de varia- 

*(1 + x *) 


y 2 dy , x dx 

1 + y 3 x 1 4- x 1 


ln |1 + y 5 1 + ln \x\ - ~ ln (1 + x 2 ) = c, 


2 In |1 4- y 3 \ + 6 ln jx¡ - 3 ln (1 4- x 3 ) = Ge, 


ln 


¿r*(l 4 y 3 ) 3 
(1 + x a ) 3 




r*(l 4 y 3 ) 8 


(1 4 x 3 ) 3 


C. 


dy 1 + y 2 

5. Resolver 

dy 

Tendremos ^ ~ t - 


dx 

-j-qj—,-. Luego are tag y = are tag x + are tag C e 

x + C 

y — tag (are tag x + are tag C) — j — Cx 
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6. Resolver 


coa 1 y 


dy 


dx 


eos* y sen* x 


sec* y dy — esc* x dx, y tag y — — cot x 4- C 


7. Resolver 2 xy dy = (** — y % ) dx. 

La ecuación es homogénea de segundo grado. Haciendo el cambio y = vx, dy = v dx + x dv obtenemos 


2x • vx (v dx + jc dv) = ( x 1 — v*x*) dt* o sea 


2v dv 


dx 

x 


1 — 3v* 

Luego — Jln |1 — 3 f*| = In i*¡ + ln c, ln |1 — 3v*| + 3 ln \x\ + In C' = 0 ó C' í**(l — 3*^)1 = 1. 

Ahora bien íC'jc^I — 3^*/ = Cx\ 1 — 3v*> = 1 y, haciendo v = y¡x, C(x* — 3xy 2 ) = 1. 

y y 

8 . Resolver x sen ~ (y dx 4- x dy) 4- y eos —- (x dy — y dx) = 0. 

La ecuación es homogénea de segundo grado. Haciendo el cambio y = vx f dy = v dx + x dv obtenemos 

x sen v (vjc dx 4- x* dv + vx dx) + vx eos v (x* dv + vx dx — vx dx) — 0 

/ „ , , ,. , , A sen v 4 - v eos v ^ _ dx 

sen v ( 2 v dx 4 - x dv) + xv eos v dv = 0 , - dv + 2 — =0 

vsen v x 

Luego ln |v sen v\ 4- 2 ln |jc| = ln C\ x 2 m v • sen v — C t y xy sen y¡x = C. 

9. Resolver (x* — 2y f ) dy 4- 2 xy dx = 0. 

La ecuación es homogénea de segundo grado. Haciendo el cambio de variable correspondiente, obtenemos 


<l-2*)(r<fe + ,*) + 2r* = * í¡ 3(3 _ 2 ^ ' , 


4v dv dx 

+ _ = 0 


$ ln \v\ 4- | ln |3 — 2v*| 4- ln |jc| = ln c, ln |v| 4- ln |3 — 2v*\ + 3 ln |jc| = ln C f 
Luego vjc 3 (3 — 2v‘) = C y y(3jf* — 2 y 2 ) = C. 

10. Resolver ( x 1 + y) dx + (^* + x) dy ~ 0. 

x l y* 

Integrando x 2 dx 4- (y dx + x dy) 4- y 2 dy = 0 término a término, obtenemos -r—H? xy H—— = C. 

3 ^ 4 


11. Resolver (x 4- e~* sen y) dx — (y + e~* eos .y) dy = 0. 

Integrando x dx — y dy — eos y dy — e~ x sen y dx) = 0, término a término, obtenemos 

Jjc 2 — — e-* sen y — C 


12, Resolver x dy — y dx — 2x 3 dx. 

( y \ x dy — y dx 

^-. Luego, multiplicando la 

x dy — y dx 


ecuación dada por $(x) = 


= 2x dx y -j- - jc 1 + C o y = x* + Cx. 


13. Resolver x dy 4- y dx = 2x*y dx. 

La expresión x dy + y dx nos lleva a d(ln xy) = Luego, multiplicando, la ecuación dada por £(*, y) 


xy 


1 x dy + y dx 


xy 


xy 


= Zx dx y ln Uj'l = x 1 4- C, 


14. Resolver x dy + (3/ — e *) dx = 0. 

Multiplicando la ecuación por f(jc) = x* obtenemos x 5 dy ■+* 3 x 2 y dx = x*e* dx. 
Luego, jc *y — \ x*e x dx = jc 2 e x — 2jce* 4- 7e* 4- C. 



338 


ECUACIONES DIFERENCIALES 


[CAR 69 


dy 2 

i$. ¡ Resolver ^h^y = ta 4 . 

J v 2 r 

Aquí P(x) - —, J P(x) dx « lnx», y f(x) = **“** = x a . 

Multiplicando la ecuación dada por £(x) = x“ obtenemos x* dy + 2xy dx = bx* dx. Luego, x a y = x* + C, 

Nota 1 . Después de multiplicar por el factor integrante, los términos del primer miembro de la ecuación que resulta 
forman una combinación integrable. 

Nota 2. El factor integrante de una ecuación dada no es único. En este problema, x\ 3x a , Jx a , etc., son todos 
ellos factores integrantes. Es decir, hemos utilizado la integral particular más sencilla de P(x) dx en lugar de la integral 
general 1n x % 4 ln C = Cx % . 


16. Resolver tag x 4- y = sec x. 

^Tendremos ^ 4 y cot x = esc x, J P(x) dx = J cot x dx = ln |sen x\ y £(x) = e ln '•*" *' = |sen x|. 
Luego sen x / ^ 4- y cot x| = sen x esc x, sen x dy 4 y eos x dx = dx f y y sen x = x + C. 


dy 

17. Resolver * — xy = x. 
dx 


Aquí P(x) = —x, J P(x) dx = —*x*, y í(x) = 

Luego, dy — xye -*'*** dx = xe~ ,lu ' dx, ye-v* = —e-w* + C, e y = Ce 1 '»** — 1 . 


dv 

18. Resolver + y = xy a . 

dx 


dy 


La ecuación es de la forma ——h Py = Qy* con /i = 2. 

dx 

dy dz 

Haciendo el cambio y 1 '" = y* 1 = z, y ~ a ^ (Es conveniente escribir la ecuación en la forma 

% + r* = *•> Luego ’ - £+ z = *° é - z = -*• 

El factor integrante es £(x) — eJ pd * = *-/*■ = <»-*. Por tanto, e~*dz — ze~*dx = — xe~*dx y ze = xe~* 
4 e ~* 4 C. Finalmente, como z = y~ l , -^-=x+l+ Ce*, 


dy 

19. Resolver — 4- y tag x = y® sec x. 


¿y 


Ponemos la ecuación en la forma y “* 4 y “* tag x — sec x. 

dy 1 dz dz 

Haciendo el cambio y _a — z, y -8 — =-- -=- obtenemos —- 2z tag x = —2 sec x. 

dx 2 dx dx 

El factor integrante es £(x) = e -*/*** * ix =cos a x. Luego, eos* x dz — 2z eos x sen x dx = —2 eos xdx t z cos a x 
eos* X 

—2 sen x 4 C, y = — 2 sen x 4 C. 


20. Se dispara una bala contra una masa de arena. Suponiendo que la resistencia sea igual a la raíz cuadrada de la velocidad 
de la bala, calcular el tiempo que tardará en detenerse totalmente si su velocidad, al penetrar en la arena, es de 49 metros 
por segundo. 

Sea v la velocidad de la bala t segundos después de haberse introducido en la arena. 

La retardación será = — = Vv o -= —dt y 2 \ív~ = —í4C. 

di y/7 

Para r = 0, v = 49 y c ^ 2\/49 = 14. Por tanto, 2 ^/v = —t 4 14 es la ecuación del movimiento de la bala. 
Para v = 0, t = 14; es decir, la bala se detiene a los 14 segundos de incidir en la arena. 


21. Un depósito contiene 500 litros de salmuera siendo la cantidad de sal en solución igual a 100 kilogramos. Se introduce 
en el depósito una corriente de agua que contiene 100 gramos de sal por litro a una velocidad de 15 litros por minuto. 
La mezcla se mantiene uniforme mediante una agitación adecuada y se la extrae del depósito a la misma velocidad 
anterior. Hallar la cantidad de sal que contendrá el depósito al cabo de 90 minutos 
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Sea g (kilogramos) la sal que hay en el depósito al cabo de t minutos, la velocidad de variación de dicha can¬ 


tidad con el tiempo /. 

En cada minuto llegan al depósito 1,5 kg de sal, y Salen de ¿1 0,03g kg, Por tanto, 4r = 1,5 ^ 0,03?, _ 


1,5—0,034 


= * -_, + c 
0,03 “ ' + C 


Para / = 0, q = 100 y C = 


In 1,5 
0,03 


; por consiguiente, ln(0,03?— 1,5) — —0,03/ + ln 1,5, 0,02^— 1 = e -4 - 091 


y q = 50 + 50e“ 0, ° 3 Para / - 90, q = 50 + 50e~ 2 ' 7 = 53,35 kg. 


22, Bajo ciertas condiciones, el azúcar en agua se transforma en dextrosa a una velocidad proporcional, en cada instante, 
a Ja cantidad de azúcar sin transformar. Sabiendo que para / = 0 la cantidad de azúcar es de 75 gramos, y que al cabo 
de 30 minutos se han transformado 8 gramos, hallar la cantidad transformada al cabo de una hora y media. 

Sea q la cantidad transformada en / minutos. 


Tendremos — = ¿(75 — q), — 

dt 75 — q 


k dt , y ln (75 — q) = —kt + C. 


Para / = 0, q = 0 y C = ln 75; por tanto, ln (75 — q) = —kt + ln 75. 

Para / = 30, q = 8, 30¿ = ln 75ln 67, y k = 0,0038. Es decir, q = 75(1 — e - 0 - 0038í ). 
Para / = 90, q — 75(1 — e _ 0 , 0 34 ) — 21,6 gramos. 


Problemas propuestos 


(y) y = C x sen x + C a eos x 
(h) y = C x e* eos (3jc + C,) 
(g) y"+y = 0 
0 (h) y" — 2y' + lOy = 0 

24. Resolver: 


(a) 

y dy — 4x dx = 0 

Sol. 

y 3 

= 4 x 2 + C 


(b) 

y 2 dy — 3x 5 

dx = 0 

Sol. 

2 y 

3 = 3 x * + C 


(c) 

X*y' = y 2 (jc 

-4) 

Sol. 

X 2 

— xy + 2y ~ 

Cx 2 y 

(d) 

(* — 2?) </y 

+ (y + 4*) dx — 0 

Sol. 

xy 

— y 2 + 2x 2 = 

C 

(e) 

(2> ,í + 1)>' 

= 3 x 2 y 

Sol. 


+ ln \y\ = x* 

+ c 

(/) 

xy ’(2y — 1) 

= yU—x) 

Sol. 

ln 

\xy\ = x + 2 y 

+ c. 

(?) 

(jc* H- >*) rfx 

= 2xy dy 

Sol. 

x 2 

i 

V: 

II 

P 


(A) 

+ 

'W' 

* 

1! 

ti 

i 

'w' 

8- 

Sol. 

X 2 

— 2 xy — y 2 = 

c 

(<) 

x(x + y) dy 

1 

V: 

8 

ii 

O 

Sol. 

y z 

= Ce vz 


0) 

xdy — y dx 

_l_ xe~* ¡x dx = 0 

Sol. 

e vt* 

• + ln |Cx| = 0 

(A) 

+ 

rr¡ 

ii 

■8 

e 2x ) dx 

Sol. 

y = 

= (Ce* — l)e u 


(0 

x 2 y 2 dy - (1 

— xy 3 ) dx 

Sol. 

2x*y* = 3 x t + C 



23. Hallar la ecuación diferencial cuya solución general es: 

(a) y — Cx 2 + 1 (c) y = Cx 2 + C 2 (e) y — C x + C 2 x + C¡x 2 

(b) y = C 2 x + C (d) xy — x 3 — C (/) y = C l e x + C t e 2x 

Sol. (dy xy' = 2(y — 1) (c) 4x 2 y = 2x 3 y' + (y') 2 (e) y"' = 0 

(b) y'=?.(y — xyy (d) xy'+ y = 3x 2 (/) — 3 *' + 2 * = 


25. La tangente y la normal a una curva en un punto P(x , y), cortan al eje x en T y iV, y al eje y en S y Af, respectivamente. 
Hallar la familia de curvas que satisfacen la condición: 

(a) TP = PS (ó) NM = MP (c) TP = OP (d) NP = OP . 

Sol. (a) xy — C (b) 2x 2 + y 2 = C (c)xy = C,y = Cx (d)x 2 ± y 2 - C 

26. Resolver el Problema 21 suponiendo que al depósito llega agua pura a razón de 15 litros por minuto y que la mezcla 
sale a la misma velocidad. Sol . 6,7 kg. 


27. Resolver el Problema 26 suponiendo que la mezcla sale a razón de 20 litros por minuto. 
4 <7 „ 


Ind. dq — — 


dt 


100 — / 


Sol. 0,01 kp 
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Ecuaciones diferenciales de segundo orden 

LOS TIPOS DE ECUACIONES diferenciales de segundo orden que vamos a considerar son: 


(1) 

s - «*> 

(Ver Problema 1.) 

(2) 

s =<+ 

(Ver Problemas 2-3.) 

(5) 

0 = «»> 

(Ver Problemas 4-5.) 


f « + P *!L +Qy 
dx 1 dx 

= R t siendo P y Q constantes y R una constante o una función de x 


solamente. 

(Ver Problemas 6-11.) 


Si la ecuación característica m 2 + Pm + 0 — 0 tiene dos raíces distinms , m x y m 2 , la solución 
c¡ 2 y dy 

general de —— + P — -b Qy — 0 es y — C x e m i x + C 2 e m ¿ x . Si las dos raíces son iguales, m x — m 2 

MA U*i 

= m, la solución general es C x e mx + C 2 xe mx . 

d 2 y dy 

La solución general de+ P + Qy = 0 (ecuación homogénea) recibe el nombre de fun- 

d 2 y dy 

ción complementaria de la ecuación + P + Qy = R(x). Si f{x) satisface a esta última ecua¬ 
ción (solución particular), la solución general es y — función complementaria + f(x). 


Problemas resueltos 


1 . 


Resolver 


d 2 y 
dx 2 


= xe* + eos x. 


Tenemos 


dx 


(*)- 


xe x + eos x t 


dy_ 

dx 


2 . 


Resolver x i 


d 2 y 
dx 2 



= a. 


^ (xe x + eos x) dx =xe* — e x + sen jc + C u e y — xe x 2e x — 
— eos x + Cijc + C 2 


v t dy d 2 y 

Hacemos p = — ; entonces - 1<r 
dx dx 2 


~ y la ecuación dada toma la forma x + xp — a o x dp + p dx = — dx, 
dx dx x 


Luego, xp — a In |jc| 4 - C l9 



= a ln |x| + C„ dy 


a ln ’.vi 


dx 



e y = la ln 8 |*| + C, ln \x\ + C 2 . 


3. Resolver xy ,r -r y r + x = 0. 

dy d 2 y dp 

Hacemos p — +-. Con lo cual -¡-y- = +- y la ecuación dada toma la forma 
dx dp 1 dx 

dp 

x—j^ + p + x = 0oxdp+pdx = —x dx 
Luego, xp = —Jx 2 + Cj, - e y =* —+ Cj ln |x| + C 2 . 


340 
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4. Resolver 


d % y 


dx % 


2y = 0. 


Como — (y' 8 ) = 2y'y ''^multiplicando la ecuación dada por 2 y' obtenemos 

2y'y" = 4 yy', y' 1 = 4J* yy' dx = 4^ y dy = 2j/ 2 + C, 


Lue «°* jj* = V2j/* + C„ 


dj/ 


= d*. In | \Z2j/ + \/2»*+ C, | = v/SJz + lnCÍ 


V22/ 1 + C, 

\/2» + V2V* + C, C.e^- 


5. Resolver y" =-- 


Multiplicando por 2y f obtenemos 2y’y” 


(vy = á+c„ 


d v _ Vi + Cií / 2 


2y' y 

y 3 -. Luego, 
2/ ¿2/ 


dx 


2/ Vl + C,i/ 2 

(C.x + Cs) 2 - Ci2/ a = 1 


r = dx, Vi + Ciy 2 


CiX + C 2 


6. Resolver ~~ + 3 — 4y = 0, 

dx 2 dx 

Tendremos /?? 2 4- 3m — 4 = Oy w — 1, —4. La solución general es >> — C x e x + C 2 e~* x . 


7, 


Resolver-^ +3^=0. 
dx* dx 

Tenemos m 2 4- 3m = 0 y m = 


0, —3. La solución general es y — C x + C 2 e 3x . 


8. Resolver - — 4——b 13y = 0. 

dx 2 dx 

Aquí /w 2 —4/w + 13 = 0 y las raíces son /«! — 2 4 - 3i y /w* = 2 — 3t. La solución general es 

y + C 2 e (2-3Í)X = + C 2 e- 3,x ) 

Como e íox = eos ax + / sen ax, tendremos e 3íx = eos 3x + / sen 3x, e -3,x = eos 3x, — i sen 3x, y la solución se 
puede dar en la forma 

y = {C x (eos 3x + i sen 3x) + C 2 (eos 3x — i sen 3x)} 

— e 2x {(Q + Q) eos 3x + i{C x — C a ) sen 3x} 

= e 2x (A eos 3x + B sen 3x) 

9. Resolver — 4 + 4y = 0 

dx* dx 

Tenemos m 2 — 4m + 4 = 0 y m = 2, 2. La solución general es y — C& 2 * 4- Qxe 2 *. 


10. Resolver + 3 — 4y = 0. 

dx 2 dx 

Según el Problema 6, la función complementaria es y = C x e x 4- C t e~* x . 

Para encontrar una solución particular de la ecuación obsérvese que el segundo miembro es /É(x) — x 2 . Esto nos 
sugiere que la integral particular ha de contener un término en x 2 , y, quizá, otros términos obtenidos por derivación 
sucesiva. Suponiendo que es de la forma y — Ax 2 + Bx 4- C, en donde A t B y C son constantes a determinar. 

Sustituyendo y ~ Ax 8 + Bx 4- C, y f = 2Ax + i?, y" = 2A, en la ecuación diferencial obtenemos 

2A + 3(2 Ax + B)~ 4(4 x 2 + Bx + C) = x 1 , —4 Ax 1 + (6A — 4B)x + (24 + 3 B — 4C) - x a 

Como esto es una identidad en x, — 4A = 1, 6A — 4B = 0, 2A + 35 — 4C — 0. 

Luego 4 = —¿J = —■;> C = — Jf, ey = —Jx 2 — gjc — es una integral particular. 

Por tanto, la solución general es y = C l e x + C 2 e~ 4z — \x 2 — Jx — jii. 
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d*y dy 

11. Hallar la solución de la ecuación diferencial —-- 2—, -3y = eos*, 

dx 8 dx 

En este caso, la ecuación característica es m* — 2 m — 3 = 0 y sus soluciones, m = —1, 3; la función comple¬ 
mentaria es y = + C 2 e ix . El segundo miembro de la ecuación diferencial nos hace pensar que una integral par¬ 

ticular sea de la forma A eos x + B sen x. 

Sustituyendo y = A eos x + B sen x, y' = Reos x — A sen x, y" = —A eos x—B sen x, en la ecuación diferen¬ 
cial, obtenemos 

(—A eos x — B sen x) — 2 (B eos x — A sen x) — l(A eos x + B sen x) = eos x 
— 2(2A + B) eos x + 2 (A — 2 B) sen x = eos x 

Luego —2(2 A + B) = 1, A — 2B = 0, y A = —B = —Vio- 

La solución general es C x e~ x + C*e 3 * — i eos x — Vio sen x — y. 


12. La ecuación del movimiento de vibración de un cuerpo unido a un resorte es 


d*s 

dt* 


+ 16s — 0, siendo la elongación del 


QS 

muelle en el instante /. Si para / = 0, s — 2 y — — 1, hallar s en función de /. 

dt 

Tenemos m* + 16 = 0, m = ±4/, y la solución general es s = A eos 4/ + i? sen 4/. 
Para / = 0, s = 2 = A, por tanto 5 = 2 eos 4 1 + B sen 4/. 

Para / = 0, ds/dt = 1 = —8 sen 4/ + 4 B eos 4/ = 4B y B = £. 

Luego, la ecuación es s — 2 eos 4/ + J sen 4/. 


13. La intensidad de corriente en cierto circuito eléctrico viene dada por-r^ + 4 — 4- 2504/ = 110. Si para / = 0, es 

at * at 

I = 0 y — =0, hallar I en función de /. 
dt 

m % + 4m + 2504 = 0; m = —2 4- 50/, —2 — 50/; la función complementaria es e~ 2l (A eos 50/ 4- i? sen 50/). 

La integral particular es J = 110/2504 = 0,044. 

Por tanto, la solución general es / = e~ zt (A eos 50/ + B sen 50/) 4- 0,044. 

Para / = 0, I — 0 = A A- 0,044; luego A = —0,044. 

Para t = 0, = 0 = [(—2 A + 505) eos 50/ — (25 + 50^) sen 50/] = ~1A + 505. 

dt 

De donde B = — 0,0018 y la relación pedida es / = — e~ u (0,044 eos 50/ 4- 0,0018 sen 50/) 4- 0,044. 


14. Una cadena de 4 metros de longitud comienza a deslizar por una superficie, sin rozamiento, en el momento en que pende 
verticalmente un tramo de 1 metro de longitud. Hallar (a) su velocidad cuando abandona la superficie el último trozo 
de cadena y (b) el tiempo que tarda en abandonar Ja superficie. 

Sea s la longitud de cadena que cuelga en el instante /. 

(á) La fuerza F que obliga a deslizar a la cadena es el peso de la parte que cuelga. 

Fuerza = masa x aceleración = ms" = \mgs o s" = i*5. 

2jV' = i gss' y {sy = \gs* + C v 

Para / = 0, s = 1 y s' = 0, Luego C, = — \g y s' = iVT* V-f* — 1* 

Para s = 4, s' = i\/15* m/seg, 

(ó) ^— = i \fgdty\n i s 4- — 1 I = i Vgt 4- C 2 . 

y 5* — 1 

Para / = 0, s = 1. Luego C 2 = 0 y In (s 4- \s 2 — T) = \\fg /. 

2 

Para 5 = 4, / = —— : In (4 4- \/Í5) sec. 

Vi 

15. Una motora de 245 kilogramos de masa lleva una velocidad de 20 metros por segundo cuando se desconecta el motor 
(en el instante / = 0). La resistencia del agua es proporcional a su velocidad y \ale 100 kilopondios en / = 0. Hallar 
el espacio recorrido hasta que la velocidad sea de 5 metros por segundo. 

Sea 5 el espacio recorrido por la motora al cabo de / segundos. 

ms" = —Ks' o s" = —ks' 
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Para determinar k: Para / — 0, j' — 20, j" — ^ uerza _ — í = —4 y 

masa 245 5 

“ í " “ T 1 In v “ “ T' + c - y v = C,e " ,S ’ 

Para t = 0, v = 20. Luego C, = 20, v - = 20e y f = — 100*-" 5 + C„. 

af 

Para / = 0, j *= 0. Luego C 2 — 100 y s = 100(1 —e~ l/a ). 

Para v = 5 = 20e"*'\ j = 100(1 — J) = 75 m. 


Problemas propuestos 

Resolver: 


16. 


17. 


18. 

19. 

20 . 
21 . 
22 . 

23. 

24. 


25. 


27. 

28. 


29. 


30. 


31. 

32. 


d 2 y _ 
dx* ~ 


3x + 2 


d'y _ 


^=4 (e -+l) 
d>y__ _ 


dx * 


= — 9 sen 3* 


¿V o dy 


dx 1 


-3^+4* = 0 
dx 


d % y _ dy 
dx* dx 


- 2x - r 


xpL - $L = 8;e . 

dx * dx 

d-V-3*v+ 2 „ - 

dx' 3 dx + Zy ~ 

d' y ¡edy _ 

d¿i +B di +6y ~ 


d 7 y dy __ 


dx 8 dx 


= 0 




= o 


*y 4., d ?/ , o 

í? + 4 d^ + 8 » 

7^+4» = e 51 


= 6a: + 23 


"• V -6^+9 y = x + e« 


lx ¿ 


dx 


i*y 


ix 


7 — y — eos 2x — 2 sen 2x 


Sol. y — 
So!, y = 
5o/. y = 
5o/. j/ = 
5o/, y = 
5o/. y ~ 
So!, y = 
5o/. 2/ = 
5o/. j/ = 
Sol . y - 
5o/. 2/ - 
5o/. y - 
So!, y — 
So!, y = 
So!, y ~ 
So!, y — 
Sol. y — 


£x 3 + x* + CiX + Ca 
e 2 ‘ + e -2x + C.x + Ca 
sen3x + CiX + C% 
x 2 + CiX 4 + Ca 
x 3 /3 + C. e' + Ca 
x 4 + Cix 2 + Ca 
Ci e c + Ca e 2r 
C^e- ^ ' + Cae -3 ' 

C, + Ca e x 
C ixe* + Ci e x 
C i eos 3x + Ci sen 3x 
e r (Ci eos 2x + C 2 sen 2x) 
e 21 (Ci eos x + C 2 sen x) 

Cíe - ' + Cae -3 ' + 2x + 5 
Ci sen 2x + Ca eos 2x + e Tr /13 
Cíe" + C*xe» + e*' + |+^ 

Cíe* + Cae - ' — £ eos 2x + | sen 2x 


33. 


Una partícula de masa m, en un medio que ofrece una resistencia proporcional a la velocidad, está sometida a una 
fuerza atractiva proporcional al desplazamiento. Hallar la ecuación del movimiento si para / = 0, s = 0 y s' = v 0 . 


Ind. Aquí m 


d 2 s _ , ds 

~dt* ~ 1 dT 

So /. Si ó* = c a , s = v 9 te~ u . 

v* 


/f «c /|f 

fc t s o sea —- + 2b — + c z s — 0, ó > 0. 
«/* dt 


Si b f < c 2 , $ = 


Ve* — ¿>* 


V: 


i 1 /. 


Si ¿>* > <•=, 5 = - V ° 

2Vb' — c‘ 
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